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本套书作为大学高等代数课程创新教材，是作者从事教 
学、科研工作40年的经验和心得的结晶，也是作者在北京 
大学进行高等代数课程建设和教学改革的成果。 

高等代数 (riwo 

—— 大学高等代数课程创新教材 


^1本套教材特色 

主线明确。 以研究线性空间和多项式环的结构及其态射（线性映射、多项式环的通用性 
质}为主线，把握住了现代代数学的精髓。 

内容全面^ 包栝线性代数，多项式环，环、域和群的槪念及電要例子，多重线性代数，共 
四大部分 & 

理论深刻。 阐述和证明了许多電要结论，其中包括一些研究性课题成果。 

■ 

创新亮点。 阐述了多项式环的通用性质，运用一元多项式环的通用性质和线性变换的最 
小多项式彻底解决了线性变换的标准形问题，并研究了其他重要问题， 

强调 S 维。 按照数学思维方式编写，着重培养数学思维能力，让同学们在掌握高等代数 
知 K 的同时受到数学思维方式的训练，得以终身受益， 

体例新颗。 每节均设有“内容.精华"、“典型例题 n 专栏，许多例题是内容精华中理论 
的延伸，通过例题解析，给同学们呈现如何解题的范例，帮助同学们提高分析问题和解 
决问题的能力；每章还特别设置 H 应用小天地”板块， 阐述 高等代数知识在实际问题中 
的应用，有利于同学 们开阔 眼界，增强学习的兴趣。 

可读性强。 阐述清晰、详尽、严谨，对于后文要用到的结论，前面章节均作了铺垫，环 
环相扣，层层深入，顺理成章， 
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内容简介 

本套书作为大学“髙等代数”课程的创新教材*是国家级优秀教学团队（北京大学基础数学教学 
团队） 课程建设的组成部分，是国家级教学名帅多年来进行高等代数课程建设和教学改革的成果。 

本套书以讲述线性空间和多项式环的结构及其态射为主线，遵循高等代数知识的内在规律和学生 
的认知规律安排内容体系，按照数学思维方式编写茕培养数学思维能力，上册内容包括：线性方程 
组，行列式^维向显空_尺'矩阵的运算 T 欧几里得空间 R 、 矩阵的相抵、相似 T 以及矩阵的合同二次 
型，下册内容包 括：多 项式环，线性空间，线性映射，具有度置的线性空间（欧几里得空间、抖空间 ，正交 
空间和辛空问），环、域和群的概念及重要例子，以及多重线性代数„ 

书中每节均 钽括内 容精华、典型例题，习题，聿末有补充题（除第11章外）•还特别设置了“应用小天 
地”板块。本书内容丰离、全面、深刻*阐述淸晰、详尽、严谨，可以帑助读者在高等代数理论上和科学思维 
能力上都达到相当的 高度。 本书适合用作综合大学、髙等师范院校和理工科大学 的“高 等代数"课程的教 
材，还可作为 “髙等 代数”或“线性代数"课程的教学参考书，也是数学教师和科研工作者高质楮的参考书. 
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高等代数是大学数学科学学院（或数学系，应用数学系）最主要的基础课程之一。本 
套教材是作者在北京大学进行高等代数课程建设和教学改革的成果，它具有下述鲜明 
特色 。 

1. 主线明确。以研究线性空间和多项式环的结构及其态射（线性映射，多项式环的 

通用性质）为主线。 自从 1832 年伽罗瓦 （ Galois ) 利用 一元髙 次方程的根的置换群 给出了 
方程有求根公式的充分必要条件之后，代数学的研究对象发生了根本性的转变。研究各 
种代数系统的结构及其态射（即保持运算的映射）成为现代代数学研究的中心问题。20 
世纪，代数学研究结构及其态射的观点已经渗透到现代数学的各个分支中。因此，在高等 
代数课程的教学中贯穿研究线性空间和多项式环的结构及其态射这条主线，就是把握住 
了代数学的精髓。 

本套教材上册的第1，2,3章研究线性方程组的解法、解的情况的判别和解集的结构 
时，贯穿了研究数域尺上〃维向量空间及其子空间的结构这条主线。线性方程组是 
数学中最基础、最有用的知识， n 维向量空间 K " 是〃维线性空间的一个具体模型 ^元齐 
次线性方程组的解空间的维数公式本质上是线性映射的核与值域的维数公式。因此把线 
性方程组和〃维向量空间作为高等代数课程的开始部分的内容，既符合学生的认知 
规律，又是高等代数知识的内在规律的体现。上册的第4,5,6章研究矩阵的运算，矩阵的 
相抵、相似、合同关系及与它们有关的矩阵的特征值和特征向量、二次型。研究矩阵的运 
算为研究线性映射打下了基础。矩阵的相抵关系在解决有关矩阵的秩的问题中起着重要 
作用，而矩阵的秩本质上是相应的线性映射的值域的维数。研究矩阵的相似标准形本质 
上是研究线性变换在一个合适的基下的矩阵具有最简单的形式。研究对称矩阵的合同标 
准形与研究二次型的化简密切相关，而二次型与线性空间 V 上的双线性函数有密 
切联系。 

本套教材下册的第7章研究一元和 n 元多项式环的结构及其态射（多项式环的通用 
性质），第8章研究线性空间的结构，第9章研究线性映射，第10章研究具有度量的线性 
空间的结构及与度量有关的线性变换。第11章研究多重线性代数时，基础概念是多重线 
性映射，主要工具是线性空间的张量积。 

2. 内容全面。 本套教材包括线性代数，多项式理论，环、域、群的概念及重要例子，多 
重线性代数，共四部分。在下册第7章从数域 K 上所有一元多项式组成的集合、整数集、 
数域 K 上所有 n 级矩阵组成的集合都有加法和乘法运算，自然而然地引出了环的 概念; 
从数域 K 上所有分式组成的集合、模 p 剩余类（声是素数）组成的集合，水到渠成地引出 
了域的概念。于是我们在下册第8章讲的是任意域上的线性空间，而不只是数域上的线 
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dim C ( A ) = 2 r { k -, 

i = i 

C ( A ) ^ CCA ^ + C ( A 2 ) + …丰 C(AJ 

- Hom FUi ] ( W 1 , W 1 ) + … + Hom F [ A ] ( W ,， W S ). 

•1 s 

若 m ( A ) 的标准分解式中至少有一个且 A 的有理标准形中至少有两个有理块 
的最小多项式不互素，记 W , = Ker # ( A )， A ,= A | W ,， f = l ，2, …，5,则 

s 

C ( A ) ^ C ( A t ) + CU 2 ) + … + C ( A S ), dim C ( A ) = ^]dim CCA ,). 

i = 1 

求 C ( A ) 剩下来未解决的情 形是: A 的最小多项式 m ( A ) 是一个不可约多项式的方幂 
m ( A )（ A ) ，且 A 的 Jordan 标准形至少有两个 Jordan 块，或者 A 的有理标准形至少有 

两个有理块。这时我们解决了 C 2 ( A ) 的结构 问题： 

C 2 ( A ) = F [ A ], dim C 2 ( A ) = Z deg />( A ) ， 

其中 C 2 ( A ) : = {He Hom ( V , V ) | HB = BH , VB € CG 4)} ，显然 C 2 G 4) 是域 F 上的一个线 

性空间。 

5. 强调思维。本套教材按照数学的思维方式编写，着重培养数学思维能力。 我们把 

数学的思维方式概 括成： 观察客观世界的现象，抓住其主要特征，抽象出概念或者建立模 
型；通过直觉判断、归纳推理、类比推理、联想推理和逻辑推理等进行探索，作出猜测；然后 
经过深入分析、逻辑推理和计算等进行论证，揭示出事物的内在规律，从而使纷繁复杂的 
现象变得井然有序。按照“观察一抽象一探索一猜测一论证”的思维方式编写教学内容， 
就使得数学比较容易学，而且同学们可以从中受到数学思维方式的熏陶，终身受益。 

例如，一元多项式环的通用性质是很深刻的数学内容，而我们从简便计算 101 2 引出： 
在完全平方公式 U + a ) 2 二 x 2 +2 ax + a 2 中， x 也可以用”级矩阵 A 代入（根据矩阵乘法 
的分配律直接计算得出）。由此 猜测： 在数域 K 上的一元多项式环 K [ x ] 中，有关加法和 
乘法的等式，在 I 用矩阵 A 代人后，左右两边保持相等。由此进一步抽象并且经过论证 
得岀一元多项式环的通用性质。这样做就使得一元多项式环的通用性质比较容易理解 
了。又如，不可约多项式是数域 K 上一元多项式环 K [ x ] 的结构中的基本建筑块，复系数 
不可约多项式只有一次多 项式； 实系数不可约多项式只有一次多项式和判别式小于零的 
二次多项式。有理系数不可约多项式有哪些？如何判别？思路是什么呢？我们首先举了 
一个有理系数多项式的具体例子，把它的各项系数分母的最小公倍数作为分母，提出一个 
分数，使得括号内的多项式的各项系数都为整数，并且把这些整数的公因数也提岀去，这 
时括号内的多项式的各项系数的最大公因数只有1和一 1。这种整系数多项式称为本原 
多项式。这就自然而然地引出了本原多项式的概念。任何一个有理系数多项式都可以表 
示成一个本原多项式与一个有理数的乘积，于是一个有理数系数多项式是否不可约与相 
应的本原多项式是否不可约是一致的。这样我们就找到了思 路：去 研究本原多项式的不 
可约的判定。为此需要探索本原多项式的性质。由于本原多项式的各项系数的最大公因 
数只有1和一 1，因此直觉判断两个本原多项式如果能够互相整除（此时称它们相伴），那 
么它们只相差一个正负号；然后证明这一猜测是正确的。由于因式分解涉及到乘法，因此 
自然要问 ：两个 本原多项式的乘积是否还是本原多项式？这在直观上不容易看岀，可以尝 


试假设两个本原多项式的乘积不是本原多项式，去进行逻辑推理，得出了矛盾，因此两个 
本原多项式的乘积仍是本原多项式。这就自然而然地得出了高斯引理。想寻找本原多项 
式不可约的充分条件，这犹如大海捞针，我们可以反过来思考 ：如果 一个次数大于0的本 
原多项式可约，那么它可以分解成两个次数较低的有理系数多项式的乘积，从高斯引理我 
们可以进一步直觉判断它可以分解成两个次数较低的本原多项式的乘积。经过证明，这 
个猜测是正确的。由于任何一个素数都不可能整除本原多项式的各项系数，因此为了从 
一个本原多项式可约推出进一步的结论，我们考虑这样一种情形 ：对于 一个次数大于0的 
本原多项式 / U )， 存在一个素数/>，/>能够整除/( I )的首项系数以外的其他各项系数，但 
是 P 不能整除首项系数，如果/(工)可约，那么它可以分解成两个次数较低的本原多项式 
的乘积。由此经过逻辑推理，得出4的平方能整除 /(X) 的常数项。因此对于这种本原 
多项式 /(X )， 如果 P 的平方不能整除常数项，那么 /(X) 不可约。这就自然而然地得出了 
本原多项式不可约的充分 条件： 存在一个素数 P 满足上述三个条件。这就是著名的 
Eiserustein 判别法。我们经过探索和论证得岀 Eisenstein 判别法，不仅使同学们对于素数 
满足的三个条件印象很深刻，而且让他们知道了 Eisenstein 判别法是怎么来的，受到了 
数学思维方式的熏陶。 

又如，在实数域上的线性空间 V 中引进度量概念的办法 是：在 V 上定义一个正定的 
对称双线性函数，称为内积，这时 V 称为一个实内积空间。在复数域上的线性空间 V 中 
引进度量概念的方法与实数域不同，这是因为复线性空间 V 上的双线性函数不可能满足 
正定性。为了能定义向量的长度，需要有正定性。为此，复线性空间 V 上的内积的定义 
为： V 上的一个二元函数如果满足 Hermite 性、对第一个变量线性、正定性，那么这个二元 
函数称为 V 上的一个内积，此时称 V 是酉空间。对于任意一个域 F 上的线性空间 V ，能 
不能引进度量概念？关键是要有内积的概念。由于在一般的域中，没有“正”元素的概念， 
因此不可能谈论正定性，于是长度、角度、距离的概念也就没有了。但是正交这个概念还 
是可以推广到任意域上线性空间中。内积应当是 V 上的一个二元函数/，为了能充分利 
用线性空间有加法和纯量乘法的特性，/应当是 V 上的双线性函数。由于两个向量 a 与 
卢正交应当是相互的，因此/应当是对称或斜对称的。从而 V 上可以指定一个对称双线 
性函数/作为内积，此时( V ;/)称 为正交空间。 V 上也可以指定一个斜对称双线性函数 
g 作为内积，此时 ( V ， g ) 称为辛 空间。 即使在实数域上的线性空间中，在某些问题里，也 
不用正定的对称双线性函数作为内积，而指定一个非退化的对称双线性函数作为内积。 
例如，在爱因斯坦的狭义相对论中，从光速不变原理导出了时间-空间的新的坐标变换公 
式，称它为 洛伦兹 （ Lorentz ) 变换。 爱因斯坦的狭 义相对性原理 指出： “所有的基本物理规 
律都应在任一惯性系中具有相同的形式。”一个点 P 在给定的惯性系 Oxyz 中的时间-空 
间坐标是4维实线性空间 R 4 的一个向量。类比欧几里得空间中， 
(a — j 3 ，a 一 /3)是 a 与 J 3 的距离的平方，如果在 R 4 中指定 一 '个非退化的对称双线性函数/， 
那么把—妒称为 a 与卢的 时-空间隔的平方。 根据狭义相对性原理，洛伦兹变换 
CT 保持任意两个向量的时-空间隔的平方不变。若令 

c 2 t x t z + xix 2 + y \ y 2 + 之 i 之 2 

其中 c 是光速 ，a = Ui ， A ，: yi ， A )' ，卢二 （ G ， A ， M ， A ) 。则可以证明 / ( ff ( a ) » a ( a ))= 


畢 
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/( a ? a ) o 从而 

/( a ( a ) — <j (卢） > a ( a ) — a (^9)) = /(a — J 3 ，a — 

因此在 R 4 中把上述非退化的对称双线性函数/作为内积，此时称 （ R 4 ，/) 是一个 闵柯夫 
斯基 （ Minkowski ) 空间。 假如在 R 4 中指定一个正定的对称双线性函数作为内积，那么洛 
伦兹变换不可能保持任意两个向量的距离的平方不变。因此在 R 4 中应当指定上述非退 
化的对称双线性函数/作为内积。闵柯夫斯基空间就是一个正交空间。这是需要讨论 
正交空间的物理背景。 

再如，关于线性空间的张量积，我们不是一开始就给岀线性空间的张量积的定义，而 
是先在 H . 1节例5的点评中指出，设 V ， L / 分别是域 F 上 n 维、 m 维线性空间，用 
负 V #) 表示 V * X (7* 上的所有双线性函数组成的线性空间，则存在 V XL ； 到 
， LT ) 的一个双线性映射 r (可具体写出）。在 11. 2节中深入分析 ，LT ) 和 r 的 
性质，发现从到域 F 上任一线性空间 W 的任一双线性映射 A ，存在趴 V*，LT ) 到 
W 的唯一的线性映射 …使得 A = < pr 。 由此引岀了线性空间 V 和 U 的张量积的概念，这 
时水到渠成地得出了 V 与 U 的张量积的定义。这就使得张量积这一原本深奥难懂的概 
念变得清晰，成为同学们能够把握的一个概念，因为 ，LT )， t 0 就是 V 与 U 的一个 
张量积。 

我们不仅在每一节的内容精华部分按照数学思维方式编写，而且在典型例题部分也 
着力于培养数学思维能力。我们在例题的解法或点评中，讲清楚关键的想法，以及这个想 
法是怎么想出来的，让学生从中学习怎样科学地思考。我们还编写了一些由内容精华拓 
展而来的例题，让学生从中学会提出问题。例如，实内积空间 V 上的正交变换一定保持 
向量的长度不变，保持向量间的距离不变，保持正交性不变等。那么反过来， V 到自身的 
满射 A 如果保持向量的长度不变，那么 A 是不是正交变换？保持向量间的距离不变呢? 
保持正交性不变呢？这些在第10章 10. 4节典型例题的例3、例23、例22进行了讨论。 

6. 例题丰富。每一节除了“内容精华”外，还专门设置了“典型例题”的栏目。 这些例 

题有的是“内容精华”中理论的延伸，有的是给同学们呈现如何解题的范例，有的是为了培 
养同学们分析问题和解决问题的能力，旨在帮助同学们在高等代数理论上和科学思维能 
力上都达到相当的高度。 ' 

7. 展示应用。本套书开辟了“应用小天地”栏目。 同学们 常问： 学习高等代数有什么 
具体应用？我们在每一章后面都写了一个方面的应用。例如，第5章写了矩阵的特征值 
在实际问题中的应用。第6章写了二次曲面的类型。第7章写了序列密码和 m 序列。 
第8章写了线性空间在编码中的应用。20世纪物理学取得的两个划时代的进展是建立 
了相对论和量子力学。我们在第10章 10.6 节由爱因斯坦的狭义相对性原理引出了闵柯 
夫斯基空间。在第10章的“应用小天地”栏目里写了“酉空间在量子力学中的应用”。详 
细介绍了历史上量子力学的建立过程，阐述了一个量子体系的所有量子态（可归一化）组 
成的集合#可形成一个酉空间，与这个量子体系的力学量 A (例如，位置、动量、角动量、动 
能和势能等）相应的算符 A 都是酉空间才上的线性变换，而且一定是 Hermite 变换。当 
量子体系处于一个量子态，人们去测量力学量 A 时，一般说来，可能出现不同的结果，各 
有一定的概率。如果量子体系处于一种特殊的状态下，那么测量力学量 A 所得的结果是 



唯一确定的，这种特殊的状态称为力学量 A 的本征态。可以证明：0是力学量 A 的本征 
态当且仅当^是相应算符 A 的一个特征向量，其所属的特征值就是测量 A 所得的唯一结 
果。第11章的“应用小天地”栏目里写了“张量积在量子隐形传态中的应用”。发送者要 
把一个具有自旋的粒子1的自旋状态传送给接收者，而粒子1本身不传给接收者，这能办 
到吗？ 1993年 C . H . Bennett 等人提出了一个传递方案，关键是把粒子2和3制备成为 
EPR 对处于纠缠态，然后把粒子2传递给发送者，同时把粒子3传送给接收者，最终粒子 
1的自旋态传送给了粒子3,实现了量子隐形传态，这在量子信息论中起着重要作用。之 
所以能把粒子1的自旋态隐形传送给粒子3,关键是利用了张量积，本书详细阐述了其中 
的道理。 

8. 可读性强。 本套教材按照数学的思维方式编写，叙述清晰、详尽、严谨，对于后文 
要用到的结论，前面章节均作了铺垫，环环相扣，层层深入，可读性强。 

本套教材适合用作综合大学、高等师范院校和理工科大学“高等代数”课程的教材，上 
册供第一学期使用，下册供第二学期使用。每一节的“内容精华”（除去打*号的和用楷体 
字排印的以外）在大课中 讲授； “典型例题”中的一部分在大课中讲授，一部分在习题课中 
进行，一部分作为课外作业，一部分供同学们自己思考和阅读；“习题”留给同学们课外作 
业。书末有习题解答或提示。想了解习题详细解答的同学，可以参阅《髙等代数学习指导 
书（上册、下册）》（丘维声编著，北京 ：清华 大学出版社，2005年、2009年）中相应章节的典 
型例题的解答或习题解答。本套教材还可作为“高等代数”或“线性代数”课程的教学参考 
书，也是数学教师和科研工作者高质量的参考书。 

本套教材荣获2009年“北京市高等教育精品教材立项项目”，被评为重大支持项目， 
特此向北京市教育委员会表示感谢！ 

感谢本套教材的责任编辑吴颖华，她为本书编辑出版付出了辛勤劳动。 

我们坦诚欢迎广大读者对本套教材提出宝贵意见。 


丘维声 

北京大学数学科学学院 
2010年8月 
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第 7 章多顶式环 


我们在中学时就知道列方程和解方程对于解决实际问题很有用，而解一元髙次方程 
/(工）=0就是求一元多项式 /( x ) 的根，于是求一元多项式的根便成为古典代数学研究的 
中心问题。求一元多项式的根的基本思路是把一元多项式因式分解，为此需要研究一元 
多项式组成的集合的结构。本章就来研究这个问题。 

一 元多项式诱导的多项式函数是初等函数中最简单的一种，因此在数学分析中，常用 
多项式函数逼近一般的 n 阶可微函数。在具有加法和乘法运算的数学对象中，除了整数 
以外，一元多项式的形式最简洁、运算最简捷，因此成为基础的数学对象。通过研究一元 
多项式的运算性质，可以得到其他具有加法和乘法运算的数学对象的相应性质，即所谓的 
一元多项式的通用性质。在当今信息时代，多项式在计算机科学、现代通信、编码和密码 
等许多领域都有应用。 

本章以研究数域 K 上一元多项式环的结构和通用性质为主线。此外，还将介绍 n 元 
多项式环的结构。 

7.1 一元多项式环 


7.1.1 内容精华 

一 、一元多项式的概念和运算 

我们在初中就学过多 项式； 在大学数学分析课程中学过一元多项式 函数： /(^)= 
+…+〜 :c + a 。 ，其中 x 是变量，可以取任意实数， a , (i = 0， l ， … ， w ) 都是给定的实数 
(即实常数）。现在我们要把多项式的概念加以推广，使其有更广泛的应用。除了用任意 
数域 K 代替实数域 R 外，最本质的推 广是： x 不仅可以用数域 K 中任意数代入，而且还 
可以用 n 级矩阵或多项式等代入。 

1. 数域 K 上一元多项式的 定义： 

定义1数域 K 上的一元多项 式是指形如下述的表 达式： 

a n x n + j :" -1 + + ai j : + a 0 ? (1) 

其中 x 是一个符号（它不属于 K )； n 是非负整数 ; a t eK：G = 0， l ， …， n )， 称为 系数； a〆 称 
为 i 次项 ( i = l ，2, …， n ); a 。 称为零次 项或常数项。 两个这种形式的表达式相等规定为它 
们含有完全相同的项（除去系数为0的项外，系数为0的项允许任意删去和添加）。此时， 
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符号: T 称为不定元。 

系数全为0的多项式称为零 多项式 ，记作0。 

从定义立即得出 ：数域 K 上两个一元多项式相等当且仅当它们的同次项的系数都对 
应相等。 B 卩，一元多项式的表示方式是唯一的。 

我们常常用 /(x)，gCr)，/iU)， …或 /，g，/i， …表示一元多项式。 

2. —元多项式的重要特点是它有“次数”的概念。 

设 f { x ">= a n x T, + a n ~ ix n ~ l H +<2! :c + a。 ，如果 #0,那么称 a n x n 是 / (x) 的 首项， 

称 w 是/(工） 的次数 ，记作 deg /(i) 或 deg /。 

零多项式的次数定义为一〜，并且 规定： 

( — oo ) 十 （ 一 oo ) : =：— oo , 

( — 00)+72 := — 00 ^ V w G N, 

— OO < w ， V w f N, 

其中 N 表示自然数集（注意 : 06N)。 

注意： 零多项式与零次多项式不要混淆，零次多项式是形如 a ， 其中 a 6 K * 0 我们用 
表示 K 中所有非零数组成的集合。 

3. 数域 K 上所有一元多项式组成的集合记作 K[i]。 从中学学过的多项式的加法 
和乘法运算受到启发，在 K [: r] 中可以定义加法和乘法 运算： 

n m 

设 fix ) = y ^ jUjX 1 ^ b { x 1 ，不妨设 m < w， 令 

1 = 0 i = 0 

n 

fix ) + g ( x ) i = ^ (a t + bi ) x l , (2) 

t = 0 

f ( x ) g ( jc ) : = ) xS - ( 3 ) 

j = 0 H~j 亡 s 

称 /(:r)+g*(x) 是 /O) 与 g"(:r) 的和，称 /(:c)g(j：) 是 f(x) 与 g(x) 的积。 

容易验 证:一 元多项式的加法满足交换律、结合律，且 

fix ) +0 = 0 + fix ) = fix ) , V /(x) G K[x]； 

fix ) + [— /(x)] = [— /(x)] + /(x) = 0 ， V fioc ) G K[x] ， 

n 

其中一/(工） =X (— a i ) x i o 

i = 0 

容易验 证：一 元多项式的乘法满足交换律、结合律，以及对于加法的分配律，且 

1 • fix ') = /(x) * I = fix ) , V /( j ：) G K[*r]. 

K[x] 中还可定义 减法： 

fix ) — gijc ) - = fix ) + [— (4) 

4. 一元多项式的和与积的次数 公式： 

命题 1 设 /(x) G K[：c] ，则 

deg (/ ± < max{deg /,deg g ) , (5) 

deg(/^) = deg / + deg g . (6) 

证明如果 /=0 或 g==0, 那么 （5)、（6) 式显然成立。下面来看看 /#0 且时的 



情况。设 
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攀 


/(jc) = ^a t x { , g(x) = 

t = 0 1=0 

其中于是 deg/=«，deg = 不妨设 w > w 。 由于 

n 

/(x) 士 g(x) = 2 (a, 士 bi)x l , 

i = 0 

因此 deg (/± gX ” = max{deg /,deg g }. 

由于关0, 因此〜 6 m x n + m S / U ) g •(: c ) 的首项。从而 

deg(/gO = n + m = deg /+ deg g. ■ 

从公式 （6) 的证明过程可以看出 ，一 元多项式具有下述 性质： 

/( x ) / 0且 g(x) ^ 0 => /( x ) g -( x ) #0. (7) 

由此得出 ，一 元多项式的乘法适合消去律，即 

f{x)g{x) = /( x )/ iO ) ， 且 fix) 9^ o => g{x) = / i ( x ). 

从公式 （6) 的证明过程还可看 出：两 个非零多项式乘积的首项系数等于这两个多项式 
的首项系数的乘积。 

一元多项式的积的次数公式 （6) 是十分重要的，它有许多应用。 

二、环的基本概念 

从 Z ， KDr ]， M „[ K ] 的共同性质——都有加法和乘法运算，并且加法满足交换律、结 
合律，有零元素，每个元素有负元素，乘法满足结合律和对于加法的左、右分配律，抽象出 
环的 概念。 集合 S 上的一个代数运算，是指 SXS 到 S 的一个映射。 

1. 环的 定义： 

定义 2 设尺是一个非空集合，如果它有两个代数运算，一个叫做加法，记作 a +6, 另 
一个叫做乘法，记作并且这两个运算满足下列6条运算法则 （ : 

1° 加法结合律，即 ( a +6 )+c = a +(6+ c ) ; 

2°加法交换律，即 a + b = b + a ; 

3°在尺中有元素0,使得 a + 0 = a ，称0是的零 元素； 

4°对于〜在及中有元素 么使得 a + d = 0, 称 d 是 a 的负元素，记作 _ a ; 

5°乘法结合律，即 （ a 6 )c = a (6 c ) ; 

6°乘法对于加法的左、右分配律 ， BP 

a(d ~h c ) = ad ~h ac , 

ib + c)a — ba ca , 

那么称 K 是一个环。 

容易证明，环尺中的零元素是唯一的中元素 a 的负元素是唯 一的； 一 （一 a )= a 。 
环 i ? 中可以定义 减法： 


a — 6 ： = a + (― 6). (8) 

Z ， K [ x ]， M „[ K ] 都是环，它们分别 称为整数环，数域 1 C 上一元多项式环，数域 K 上 
n 级全矩阵环。 任意一个数域 K 也是环。 


2. 常见的特殊类型的环 

若环中的乘法还满足交换律，则称 i ? 为交换环。 

若环只 中有一个元素 e 具有 性质： 

ea = ae = R * 

则称 e 是尺的单位元，此时称尺是有单位元的环。容易证明，在有单位元的环尺中，单位 
元是唯一的，通常把单位元记成1。 

环只中的元素 a 称为一个左 零因子（右零因子） ，如果只中有元素6关0,使得 a 6 = 0 
(6(2 = 0)。左零因子和右零因子都简称为零 因子。 据本节例因此 
0既是左零因子，又是右零因子，称0是平 凡的零 因子； 其余的零因子称为非平 凡的零 

因子。 

如果环只没有非平凡的零因子，那么称尺是无零因子环。有单位元 1( 关 0) 的无零因 
子的交换环称为整环。 Z ， K ， K [： T ] 都是整环 ； M „( K ) 不是整环，因为它不满足乘法交换 
律，且它有非平凡的零因子。 

3. 子环 

如果环 i ? 的一个非空子集对于1?的加法和乘法也成为一个环，那么称反是 i ? 的 
一个子环。由子环的定义立即 得岀：子环亿 对于尺的加法和乘法都封闭 ， BP 

a 9 b G Ri > a b ,ab G R \. 

反过来，需要把反“对加法封闭”改成“对减法封闭” ，兄 才能成为尺的一个子环。见 
下面的 命题： 

命题2环1?的一个非空子集仏为一个子环的充分必要条件是亿对于只的减法 
与乘法都封闭， B 卩 

a,b G Ri > a — b ^ JRi 9 ab G Ri - 

证明 必要性显然。 

充分性。由于亿非空集，因此存在 cei ?!。 由已知条件得， c — ，于是06反。 
任给，由已知条件得，0_66尺，于是_6€反。 

任给 a ，6 ei ^， 则 一 由已知条件得 

a + 6 = a — ( — b ) Ri 9 ab Ri . 

因此 i ? 的加法和乘法可看成是的加法和乘法，显然私的加法满足交换律、结合律，上 
面已证06只 1; 对于任意66尺，有 一 66私。显然私的乘法满足结合律，以及对于加法 
的左、右分配律，所以亿成为一个环， 从而亿 是 i ? 的一个子环。 ■ 

K [ x ] 中所有零次多项式添上零多项式组成的集合 S ， 对于一元多项式的减法与乘法 
封闭，因此 S 是 K [ x ] 的一个子环。显然 K [: r ] 中的单位元 1 GS ， 数域 K 到 S 有一个对应 
法则 r : 非零数 a 对应到零次多项式 a ，数0对应到零多项式0。显然 r 是双射，且 r 保持 
加法与乘法运算，即 

r(a + b ) = r ( a ) + r (6) ， V a G K ； 

T ( ab ) = r ( a ) r (6) , V a，b & K . 

给定 AGMJK )， 形如下述的表达式称为数域 K 上矩阵 A 的多 项式： 

a m A m + a ” 八旷 1 + … ai A a 0 1 y 


其中 m 6 N ，〜 eK：，i = 0， l ， …， m 。 把数域 K 上矩阵 A 的所有多项式组成的集合记作 
K [ A ] 0 易证 K [ A ] 对于矩阵的减法和乘法封闭，因此 K [ A ] 是 M n ( K ) 的一个子环，显然 
JGK [ A ]， 易看出 K [ A ] 是交换环。 

K [ A ] 中所有数量矩阵组成的集合 W ， 对于矩阵的减法和乘法封闭，因此 W 是 K ：[ A ] 
的一个子环。显然数域 K 到 W 有一个对应法则 r: ai ^ ^«1，显然1是双射，且 
r 保持加法与乘法运算。 

由上面的例子抽象出下述 概念： 

设只是有单位元1'的交换环，如果尺有一个子环满足下列 条件： 

1 ° I'eRx ； 

2°数域 K 到有一个双射 r ， 且 r 保持加法与乘法 运算； 

那么只可看成是 K 的一个扩环。 

如果有单位元 1' 的交换环 K 可看成是数域 K 的扩环，那么 K 到子环的上述双射 
r 具有 性质： r ( l ) = l '。 理由 如下： 

任取，由于 r 是满射，因此存在使得 z ( k )= b 0 于是 

r ( l )6 = r ( l ) r (^) = r ( l 是）= r ( k ) — b , 

从而 r ( l ) 是交 换环亿 的单位元。由于只的单位元1'6私，因此1*(1) = 1'。 

三、一元多项式环的通用性质 

在初中数学里讲了完全平方 公式： 

ix + a ) 2 = x 2 -\- 2 ax + a 2 . 

利用完全平方公式（当 a = l ) 可以简便地计算 101 2 ： 

101 2 = (100 + I ) 2 = 100 2 十 2 X 1 X 100 + I 2 = 10201. 

这是在完全平方公式（当 a = l ) 中，: r 用100代入，而左、右两边仍保持相等。 

设 A 是数域 K 上的 n 级矩阵，利用矩阵乘法的分配律，得 

(A + aI ) 2 = (A + aJ)(A + d ) 

= A 2 + A ( a 7) + ( a/)A + ( a /)( a 7) 

= A 2 2 aA -( - a 2 7, 

从中可以发现，在完全平方公式中， x 可以用矩阵 A 代入（此时 a 换成 aJ )， 左、右两边保 
持相等。由此猜测， K [: r ] 中有关加法和乘法的等式， x 可以用矩阵 A 代人，左、右两边保 
持相等。由此抽象出一元多项式环 K [ x ] 的通用 性质： 在数域 K 上一元多项式的有关加 
法和乘法的等式中，不定元: r 可以用环只（它可以看成是 K 的一个扩环）中任一元素代 
入，从而得到环1?中相应的等式。即下面的定理1。 

定理1设 K 是一个数域， i ? 是一个有单位元 1' 的交换环，它可以看成是 K 的一个 
扩环，其中 K 到 i ? 的子环的保持加法和乘法运算的双射记作 r 。 任意给定 td 令 

a t 1 K [ j ：] - ► R 

n n 

/(■r) = I - y^r(a：)^ = ! / ⑴， 

i=0 i=0 

则&是 K [ z ] 到 只的一 个映射，且 ^ 保持加法和乘法运算。即如果在 K [: r ] 中，有 



那么在 1? 中，有 


/(JC) + g(x) = h(x ) ， 


fix)g{x) = p{x ), 


fit) + git) = hit) , — p(j) •， 

还有映射 & 称为 X 用 f 代入。 

n 

证明 由于 K [ x ] 中每个元素 fix ) 写成 Da / 1 的表法唯一（除了系数为0的项以 

i — 0 

外），并且 r 是 K 到^的双射，因此&是 K [: r ] 到 K 的一个映射。 

据 a 的定义，得 

« 

a t ix) = lx) = r(l)f = Vt — t. 

rt m 

设 /( jc ) = , g ( x ) = ^bjX 1 ，不妨设 n ^ m，M 

i = 0 i' = 0 

n 

h ( jc ) = /( x ) + g ( jc ) = ( a ^ + bi ) x 1 » 

*■ = 0 
rH-m 

pix) — f(jo)g(x )= 2 (So ， 

j ~0 s 

据 ^ 的定义，得 

n n 

h(t) = ^riai + bi)t { = ^ [r(a ,) 十 r(6 t )]^ 

i=0 i = 0 

n n 

=D ria^t 1 + ^ r{bi)t l = fit) + git )； 

i =0 i = 0 

rt^-m n-\-m 

pit) = D r (2 a! ~)〆=C y^r(a,)r(6,)]^ ; 

s = Q i+j = s 5 = 0 i-\-j^= s 

n m n m 

i = 0 7=0 1 = 0 j=0 

n-\-m 

r ( a ,) r (卜 ） ]£ s = /> ⑴. 

J = 0 i+j = S 

因此 a , 保持加法与乘法运算。 ■ 

定理1证明的关键是 ：一元 多项式 /( x ) 的表法唯一，从而^是 KO ] 到 JR 的一个映 
射。至于 A 保持加法和乘法运算，这是自然的，因为 K [ i ] 和尺都是交换环，都遵从交换 
环的运算法则。 

定理1 表明： 只要把一元多项式环 K [ jc ] 中有关加法与乘法的等式研究清楚了，那么 
对于可看成是 K 的扩环的任一交换环尺，通过把不定元 x 用尺 的任一元素代入，就可以 
得到 E 中有关加法和乘法的相应等式。 

从前面的讨论知道， KDc ]， iC [ A ] (其中 A 是 K 上任意给定的一个 n 级矩阵）都可看 
成是 K 的扩环，因此不定元 x 既可以用 K [ x ] 中任一多项式代入，又可以用矩阵 A 的任 
一多项式代入，还可以用可看成 K 的扩环的任一交换环 i ? 的任一元素代入。这就是为什 
么把符号: c 叫做不定元的缘由，并且由此看到 x 的确不属于 K 。 

综上所述，本章的主要任务是探讨一元多项式环 K [ x ] 中有关加法与乘法的若干重 
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要等式。这些等式在本章及后续几章中将发挥重要作用。探讨 K [: r] 中有关加法和乘法 
的等式本质上就是研究一元多项式环 K[x] 的结构，这是本章的主线。 

7.1.2 典型例题 

例 1证 明：在 K [ x ] 中，如果，那么 

deg fix ) — deg 片 (x). 

证明 若貧0)=0,则 fix ) =c • 0 = 0,从而 

deg fix ) = deg gix ). 

下设 由于 f ( x )= cg (： r ) ,c6K* ，因此 /(x)#0, 并且 

deg fix ) == deg c + deg g ( x ) = deg g < ix ). ■ 

例 2 证 明：在 K[x] 中，如果 /(x)=/K:r)g*(:r) ，且 /(x) 关0,那么 

deg g ( jc ) ^ deg fix ). 

证明由于 /( x ) = A (: c ) g (: r ) ，且 /( x )#0, 因此 /1(工）/0，尽(了）#0 ; 并且 

deg fix ) = deg /i(x) + deg g ( x ) ^ deg g-(x). ■ 

例 3 证 明：在 fC[:c] 中，如果 iC* 且 c = /(jc)g (: c) ，那么 deg fix 、=deg gix ) =0。 
证明 由于 c = /(*r)gU )， 且，因此 

0 = deg c = deg fix ) + deg g ( x ), 

由此推出 ,deg /(j：) = deg g ( x )=0 o ■ 

例 4 设只是一个有单位元 1( 关 0) 的环。对于如果存在66只，使得 

ab = ba = \， 

那么称 a 是可逆元（或单位），称6是^的逆元，记作 a — 1 。 证明 ：如果 a 是可逆元，那么 a 
的逆元唯一。 

证明 假设~，6 2 都是 a 的逆元，则 

b\ ah 2 == ^.b\cC)bi — \bz = 々 2 ， 

biab 2 = bi ( ab 2 ) = bil = b ' ， 

因此仏 ■ 
例 5 证 明：在 整数环 Z 中， a 为可逆元当且仅当 a = 士1。 

证明 必要性。设 a 是可逆元，则存在 66Z， 使得 

ab = 1. 

从而 a 关0,假如 a 关士 1，则 k|>l， 从而在整数环 Z 中有带余 除法： 

1 = 0a + 1 ? 0 ^ 1 <； I a I. 

又有 l = 6a + 0， 

比较上面两个式子，据带余除法中余数的唯一性，得 

1 = 0， 

矛盾，因此 

充分性。由于1 • 1 = 1，（一1)(_1) = 1，因此1和 一 1都是 Z 中的可逆元。 ■ 

例 6证 明：在 K[x] 中， /( X ) 是可逆元当且仅当 /( X ) 是零次多项式，即它是 K 中 
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非零数。 

证明必要性。在 KO ] 中， 

/( I )是可逆元 

< > 存在5"(工）6 K [: T ] ， 使得 /(*3：) g (： t ：) = 1 ， 

=> deg f(j：) = deg 尺 0) = 0 。 

充分性。对于任意都有^1=1，因此 c 是可逆元。 ■ 

例7设只是任意一个环，证 明： 

(1) Ofl — flO — 0 j V a 6 _ R ; 

(2) a，bG R ，有 a(—6) = —a6 ，（ 一 a)b= — ab ， { — a 、 {—l>) = ab 0 

分析： 连接加法与乘法的桥梁是分配律，因此想到用分配律来证明。 

证明 （1) 对任意有 

Oa = (0 + 0 )a = Oa + Oa . 

上式两边加上（一 Oa )， 得 

Oa + (— Oa) = (Oa H~ Oa) + ( — Oa), 

从而 0 = 0 a + 0， 

于是 O ^ Oa . 

同理可证 a 0 = 0. 

(2) 任取尺，由于 

ab + a( — b) = a\Jb + ( — 6)] = aO == 0 ， 

因此 a ( — b) = — ab. 

同理可证 ( — d)b= — ab, 

从而 （一 a )(—6) = — [ a (—△)] = — (— a 6)= a 6. ■ 

例8设尺是环，对于其中 N * 表示正整数集。令 

na ： = a + a + *** + a. 

_ _ / 

V - 

n 个 

对于0 6]\，令(^ : =0,其中等号右边的06只。 证明： 对任意任意 m ， wGN ， 有 

Cm + n)a = ma + na ， 

(mr/)a = m{na) ， 
n(a + b) = na + //6 ， 
n{ab) = (na)b = a(nb) . 

证明若 m ， n 中有一个为0,则第 1、2 式显然 成立； 若72 = 0,则第3、4式显然成立。 
下设 m 尹0且 n ^0 o 由定义立即得到第1、2式。由定义及环的加法的交换律、结合 
律立即得到第3式。 

niab) = ab+ab + … + ab = (a + a + *** + a)b 

V V 

n 个 72 个 

= (na)d. 


同理可证 


n ( ab ) = a ( nb ). 


■ 


在环尺中，对于 a 6 i ?， w 6 NT ，令 

( 一 n)a ! = n { 一 a )* 

可以证明例8中的4个等式对于任意 m ， n 6 Z 仍然成立。 
例 9 设只是环，对于，令 

a n i = a a … a* 


72 个 


证 明：对 于任意有 


a m a n 




(a m ) n 


证明由定义和环的乘法结合律立即得到。 
例 10 设数域 K 上的 n 级矩阵 A 为 


其中々，，说明 A 可逆，并且求 A - 1 

解令 


o 


H 


则 A = 々 J + cH 。 我们知道 
在 KDr ] 中直接计算可得 


o 


(1 — JC)(1+J ： + … + X 


1 — 工 ” 


K [ H ] 可看成是 1 C 的一个扩环。于是: r 用一 f H 代人，从 (9) 式得 


[卜(十) F + (十: 

由于 H ” = 0, 因此 （10) 式成为 


+ (- 


f H ) 


2 


+ •••+/ — 


f H ) 


n —1 




I _ 


1 + 


H )( J _ r H + f ^ 2 + … + (-i 广 1 


H 


从而 


ikl + cH ) ^-^-1 _ + … + ( — 1) 


c TTrr-1 


这表明 A = kl + cH 是可逆矩阵，并且 


士 1 + + … + ( —1) 


71-1 




H 
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点评： 在例10中，利用一元多项式环 K [ X ] 的通用性质，求岀了 71级矩阵 A 的逆矩 
阵，这比用初等变换法求逆矩阵更为简便。这是求逆矩阵的第6种 方法； 其他5种方法在 


本套书上册讲过，它们分别是伴随矩阵法、“凑”矩阵法、初等变换法、转化为解线性方程组 
的方法和分块求逆法。 

例11 设并且设 A 的特征多项式为 

I A/ _ A | = (A _ Ai ) /] (A — 入 2 )’ 2 … （A — A s ) 久， 

其中 A !， A 2 ，…， A s 是两两不等的复数4+4十…+/,=〜证明 ：对于 AeK * ，矩阵 AA 的 
特征多项式为 


I Ai — kA | = (A — kXO lx (A — kkt) 1 " 1 …— kk s y % • 
由此得出，如果1是 A 的 A 重特征值，那么 / U , 是 々 A 的/,重特征值。 
证明 设 A =( q )， 则 


XI ~ A 


A — a n — a 12 … — a ln 

—a 21 A — a 2Z … — a 2n 

• • _ 

• • ■ 

• • « 

— a nl — a n2 •” X — a m 


其中 心 是 Kronecker 记号。由已知条件得 


(— l) r0 A …V (Xdij x — aij^ )^ m (kdnj n ~ ci njn ) 

)iV 乂 

— (A — Ai) /} (A — 又 2 )心 … （又 一 A s ) /j _ (11) 


由于 K [ A ] 可看成是 K 的一个扩环，因此不定元 A 用 f 代入，从 （ n ) 式得 


2 (― 1)KJ " 2 ) （4^】 — ％】 


畚•參 




k 


A 

k 


• S nj 




据行列式的定义， （12) 式左端是 A 的行列式，于是该式可写成 


= 

k 

(13) 式两边同时乘以 k n 



| XI — kA | = (A — 1 (A — 从 2)~ … （A — kX s ^) ls . 

若 A , 是 A 的/ ( 重特征值，则从 （14) 式可以看出是 AA 的。重特征值。 


例 12设数域 K 上 n 级矩阵 A 的特征多项式为 

| Xl _ A | = (A — Ai ) /： (A — 久 2 V 2 …(又 _ Aj) /j . 

其中 Ai ， A 2 ，…， A , 是两两不等的复数。 证明： A 2 的特征多项式为 

| a/ — a 2 | = a — a?) 、a — a_ ) 。… a — a ;)、 

由此得出，如果 A , 是 A 的。重特征值，那么是 A 2 的至少^重特征值。 
证明 在例11中取々=_1， 得一 A 的特征多项式为 


( 12 ) 


(13) 

(14) 

■ 

(15) 
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XI — ( — A) | — (A — ( _ DAi)’ 1 (又 _ ( _ 1) 久 2… (A — ( 一 DA,) /j ， 

即 

| A /+ A | = ( A + A # ( A + A 2 ) z 2 … (A + W 、 (16) 

把 （15) 式与 （16) 式相乘，得 

\X 2 I — A 2 \= ( A 2 - A ?)' 1 ( A 2 — Ai )^*"( A 2 — (17) 

据行列式的定义， （17) 式左端完全展开后是 A 2 的多项式，因此 （17) 式是 K [ A 2 ] 中的一个 
等式。由于 K [ A ] 可看成是 K ： 的一个扩环，因此 K [ A 2 ] 的不定元 A 2 可用 K [ A ] 中元素 A 代 
入。把 （17) 式左端展开成 A 2 的多项式后，从此式得到 

| A 7- A 2 |= ( A — Af )、 — （18) 

若 A , 是 A 的 L 重特征值，则从 （18) 式可以看岀，是 A 2 的至少 （ 重特征值（注意， 
当时，有可能 A ?= A 〗）。 ■ 

点评： 在例11和例12中，分别要先把行列式 — A 1 或 | A 2 J — A 2 | 完全展开成 A 的 
多项式或 A 2 的多项式后，才能运用一元多项式环 K [ A ] 或 K [ A 2 ] 的通用性质。这一点要 
特别注意。 


习题 7.1 


1.在 K[a：] 中，如果 /(x) 与 g(x) 的次数都是3, 试问： /(x)+g(x) 的次数一定是 


3吗？ 

2. 设 R 是有单位元1(#0)的环，证明：尺中的可逆元不可能是零因子。 

3. 设数域 K 上 n 级矩阵 A 为 

r 1 b b 2 ••• if~ 2 i 

0 1 b … 6"~ 3 



b 


[ 0 0 0 … 0 1 

说明 A 可逆，并且求 A -、 

4. 设 B 是数域 K ： 上的 n 级幂零矩阵，其幂零指数为匕令 A = aJ + 沾，。说 
明 A 可逆,并且求 A -\ 

5. 设 A 是数域 K 上 w 级矩阵。 证明： 对任意有 

U + A) m = J + CLA + C 2 m A 2 + … + C : A ' 

6. 设数域 K 上 n 级矩阵 A 的特征多项式为 

| kl — A I = (A — Ai V 1 (A _ A2 V 2 … (A — A !)〜 ， 

其中 ApA 2 ，…， A , 是两两不等的复数。 证明： A 3 的特征多项式为 

\ xi - a 2 \ = a — a?) 、a —am … a - a ”、 

由此得出，如果; U 是 A 的 Z , 重特征值，那么 A ? 是 A 3 的至少重特征值。 

7. 设数域 K 上72级矩阵 A 的特征多项式同第6题所给出的，对于任一正整数 m ， 证 


m ： A - 的特征多项式为 


参 
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|AI — I = ( A - Ar )' 1 (A — … （ A — 

由此得出，如果 A , 是 A 的匕重特征值，那么 Ar 是的至少重特征值。 

7.2 整除关系，带余除法 


7 . 2.1 内容精华 

为了研究一元多项式环 KDr ] 的结构，我们从乘法运算人手，首先从乘法运算引出整 
除的概念，然后对于没有整除关系的两个多项式，探索带余除法。 

一 、整除关系 

定义 1 设 /( X ) ， g ( x ) eiCO ] ，如果存在 AU ) e K [ X ] ，使得 fix 、 

么称 gu ) 整除 /( x ) ，记作 g ( x ) I / u ); 否则，称 g ( x ) 不能整除 / u ) ，记作 gun / u ) 0 
在定义1中要注意 h ( x ) G K [ J ：] 这个条件。 

当貧(0：)整除 / O ) 时，称 gO ) 是/(工）的一个因式，称 /( o :) 是 g ( x ) 的一个倍式。 

从整除的定义容易推导出下列 事实： 

1° 0 \ fix ) < > /( x ) =0； 

2。 /( x )|0, V /( x ) eK [ x ]； 

3° b \/ u ), \/ beK * , v /( x ) eKM . 

整除是集合 KDr ] 中的一个二元关系，它 具有： 
r 反身性，即 fu )\ /( x) ， v fu ) e km ； 

2° 传递性，即若 /(： c ) I g ( x ) ，且 g (. r ) I / Ki ) ，则 /( x ) I / i ( x ) 0 
注意： 整除关系不具有对称性，即从 g (： r ) I /( i ) 不能推出 fix ) I g ( x ) 0 
定义 2 在 KDr ] 中，如果 I /( x ) 且 fix ) I g ( x ) ，那么称 /( jt ) 与 g (* r ) 相伴，记作 
fix) 〜 g(x) 0 

命题 1 在 KO ] 中， / Cr ) 〜 gCr ) 当且仅当存在 cGK # ，使得 

fix ') = c g ( X ). 

证明充分性。设 /( X)=c g ( X ), 其中 ce/C •，则 g (: T ) 丨/( X )。由于尽（1)= 
，因此 /(X) I g ( x ) 。 从而 / O ) 〜 gO ) 。 

C 

必要性。设/( X )〜 gCr )， 则 /( x )| g *( x ) 且 gU )|/( x )。 从而存在 (1)6 

K [ x ]， 使得 

gix ) = hi ( x ) fix ) , fix ) = h 2 ( x ) g ( a :), 

于是 f { x )= h 2 Cx ) h 1 ( x ) /( x ). (1) 

如果 /( x )=0, 那么 gU ) = 0, 从而 /( x ) 〜 g ( x )。 下面设 /( x ) 关0,运用消去律，从 （1) 



式得 
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1 — /l 2 (x)A! (x). (2) 

据 7. 1 节例 3, 从 (2) 式得， deg/i 1 U) = degA 2 Cr)=0 。 从而心 （ x) = K" 。于是 /U) = 

c 发 (X )。 ■ 

命题2在 K[x] 中，如果 g ( jc ) 丨/, (J：) ，/ = 1，2,…，^，那么对于任意 Mi (：T) ，…， 
eK[x]， 都有 

g-(x) I [wi (X)/\ (X) + …+ u, (x) /, (x)]. 

命题 2 的证明见本节例2。 

二、带余除法 

K [: T] 中，如果 gU ) 不能整除/( X)，那么能有什么样的结论呢？例如，设 fU 、= x 2 ， 
g(x)=JC— 1 ， 则 

/(X) = X 2 — 1 + 1 — (x + l)^-(x) + 1. 

由此受到启发，猜测有下述 结论： 

定理 1( 带余除法）设 / U)，g(x)GKDr]， 且 g(x) 关0,则在尺[>]中存在唯一的一 
对多项式 hix ) ,r(x) ，使得 

fix) = /i(x)^(x) + r(x) , deg r(jc) < deg g(jr) ， (3) 

其中 /U)，g(x) 分别叫做被除式、除式， A (: r)，r(x) 分别叫做商式、余式。 （3) 式称为除法 
算式。 

证明存在性。设 deggU )= m 6 N 。 

情形1爪= 0。此时 。 于是 

fix) = 6 + 0， deg 0 < deg ^(x). 

情形2 m>0, 且 deg/(x)<m 。贝! I 

fix) = 0 g(x) + fix) , deg fix) < deg 

情形 3 m >0, 且 deg/(x )> m。 对被除式的次数 w 作数学归纳法。假设对于次数 
小于《的被除式，命题的存在性部分成立。现在来看 n 次多项式/(X )。设 / U)，g(x ) 的 
首项分别是 ， b m x m ， 于是 a n b~ l x n ~ m gU) 的首项是。令 

fi (x) = fix) — a^^x^gix) , (4) 

则 deg /iUXn。 根据归纳假设，存在 MUhnCdeKO ]， 使得 

/i ( jc ) = h x ( x ) g ( x ) +7^0)， deg r ： ( x ) < deg g ( jc ). (5) 

把 （5) 式代入 (4) 式，得 

fix) = /i (x) + a n b~ m l x nm g{x) 

=[_hi (x) + + r } (x). (6) 

令 h ( x ) = h , U ) + a „6；： 1 > r n — ，则 

fix) = h(x)g(x) + n (jc), 


deg r 1 ( x ) < deg gix ). 


(7) 
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多项式： 



根据数学归纳法原理，定理1的存在性部分得证。 

唯一性。设 h{x) , r ( x ) ,h 0 Cx ) , r 0 ( x ) G K [ x ] ，使得 

/( x ) = h(jo)g(jc) + r ( x ) , deg r ( x ) <C deg g(jo) , (8) 

/( x ) = A 0 ( x )^( x ) + r 0 ( x ) , deg r 0 ( x ) < deg g(jc) ； (9) 

* 

则从 （8)、（9) 两式得 

— h 0 ( x )]^( j :) = r 0 ( x ) — Kx ). (10) 

于是 

deg [/ i ( j ：) — h Q ( x )] + deg g{x 、 = deg [ r 0 ( x ) — r ( x )] 

^ max{deg r 0 ( j:) ，deg r ( x ) } <C deg g ( x ). (11) 

假如 A (: c ) 尹 A 。（ x ) ，则从 （11) 式得， deg [ A ( x ) —/ i 。 （： 1 ：)]< 0 。矛盾。因此 /i (: c ) =/ i 。（ x ) 。 
从而 rCz )= r 0 ( x ) o 唯一性得证。 ■ 

定理 1 表明，数域 K 上的一元多项式环 K [: r ] 是具有除法算式的环。除法算式是 
K [ x ] 中有关加法和乘法的第一个重要等式，它非常有用。 

利用带余除法可以 证明： 

推论 1 设 /(X) G K[J：] ， 且 g (: T) 尹 0 ， 则 g ( ao ) 1/(2) 当且仅当 g(X) 除 /( ： C) 的 
余式为0。 ■ 

命题 3 设 fix) ,gU)e KDr] ，数域 F ^ K，m 
在 fC [ x ] 中， I /(: c ) <=> 在 F ( j :) 中，尺 ( jc ) 丨 /( x ) 。 

证明必要性。设在 K[x] 中， g(:c) |/( ： c) ， 则存在 h (jc) G K[x] ，使得 fix)= 
hXx 、 g(jc ) 。由于 KGF ， 因此 /(*r) ， g(:c) ， /i(:c) G F[x ]。 从而在 F[*r] 中， g(j：) I/(jc ) 。 

充分性。设在 F [: r ] 中， g U )|/ U )。 

当 g ( x )^ 0 时，在 K [ x ] 中作带余除法，有 M * r )， r ( x ) eK ： [: r ]， 使得 

fix) = hix)g(x) + r ( x ) , deg r ( x ) << deg g *( x ); (12) 

由于 /( x )， g (:^，/^(0：)，以:0 6卩[>]，因此（12)式也可以看成是在 F [ x ] 中的带余除法。 
由于在 F [: r ] 中 ,g(x) I /( x )， 因此据推论1得， r ( x ) = 0。 从而在 K [ j :] 中， g (: c ) | fix) 0 
当 g (* r ) = 0 时，从 g(x) |/ 0 )得，/( 0 ：)= 0 。从而在 K [ x ] 中，有 g(jc) | fix) o ■ 
命题3表明。 

利用带余除/一 c 去除一个多项式的综合 除法： 


设 /(.r) = ^^aiX 1 ,a n 0,w ^ 1 ，则由带余除法得 

i = 0 

fix') = h{x) (x — c) + r, r K. 

从 （ 13 ) 式得 1 < deg /(x) ^ max{deg h(x) {x — c) ,deg r ), 

由此得出 deg /(x) = deg /i(x) ix~c) =deg + 


因此 deg/i(x) ，从而可设 /i(x )= 



比较 （ 13) 式两边的首项系数，得 


(13) 


a„ = b 


(14) 
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比较 （13) 式两边的 s 次项的系数 （ s = l ，2, …， n — l )， 得 

a s =— c6 s + h ， 

从而 =6广】 ， s = 1，2，…， 7? —1. (15) 

比较 （13) 两边的常数项，得 

a 0 =— cb Q + r . 

从而 a 0 + cb 0 = r . (16) 


从（14)、（15)、（16)式得 



a n < 2„—k … a i +6] c a 0 -\- b 0 c 


b n -1 b „- 2 … b 0 r 

于是求出了商式 Mx )=6„- 1 x ”- 1 +6„- 2 x ”_ 2 + -+6。 ，余式 r 。 

整数环 Z 中也有带余 除法： 

定理2任给 a ，66 Z ，6 关0,则存在唯一的一对整数 g ， r ， 使得 

a = + r , 0 ^ r <Cl b |. (17) 

证明我们瞄准余数 r = a ~ qb 的形式和 r >0 的条件，考虑集合 

S = {a — kb \ k Z，a — kb ^ 0}. 

首先要说明 S 非空集，从而商 g 才有可能存在。分两种情 形：若 6>0,则 a — (― 

= a + a 2 6>0; 若6<0,则 a _ fl 2 6>0。 因此 S 非空集。由于 S 是自然数集的子集，因此 S 
必有最小的数。设 S 中最小的数为 a — 的，令 —砂。 据集合 S 的定义得， r >0。 下面 
还要证 r < l 6|。 用反证法，假如 r >|6| ，若6>0,则 r 一 6>0。从而 

r —— b = a —— q 6 ——6>0， 

即 a — Q + l )6>0。 于是 a—(g + l )6 GS ， 即 r — 6 eS 。 但是 r _60, 这与 r 是 S 中最小 
数矛盾。若6<0，则 r + 6^0。于是 r + 6 = + 即 a —( g — 1)6>0。于是 

a _ ( g —1)66 S ， 即 r +6 G S 。 但是 r +6<> D 矛盾，所以 r < C |6|。 存在性得证。 

唯一性。假如还有整数 g /， r '， 使得 

a = qb + 〆 ， 0 ^ r 7 <C I b | ; 

则#十广二^十 〆 。不妨设 r < 〆 。 于是 

iq - q^b = / - r > 0. 

由于 0< r <|6|，()< 〆 < I 6| ，因此 r ~ r < C\b \ 0 从而 

f I 〆 一 r 〆 飞 

q — q \= I b I < i * 

由此得出 ，g — </二0,即 g = 从而 r=r o ■ 
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关于整数环 z 中的整除关系及其性质，我们把它们放在本节习题的第5题中。 

* 三、带余除法的应用 之一： A - 矩阵的相抵标准形 

本套书上册中，我们讲了数域 K 上的矩阵，现在我们把它推广成整环尺上的矩阵。 

定义 3 设是一个整环，由尺中 W 个元素排成的 S 行72列的一张表称为尺上的一 
个 sX/i 矩阵。 

可以像数域 K 上的矩阵那样，定义 R 上矩阵的加法、纯量乘法（用只中元素乘矩 
阵）、乘法这3种运算，这些运算满足与数域 K 上矩阵一样的运算 法则； 还可以定义只上 
矩阵的3种初等行（列）变换（其中，3°型初等行（列）变换应当是用尺中的可逆元乘某一行 
(列 ））。 可以像数域 K ： 上 n 级矩阵的行列式那样，定义尺上 n 级矩阵的行列式，而且同样 
有行列式的7条性质以及行列式按一行（列）展开定理。对于整环1? 上的 n 级矩阵 A ， 同 
样可以有可逆矩阵的概念。但是要 注意： 尺上 n 级矩阵 A 可逆的充分必要条件是 | A | 为 
尺中的可逆元。整环 i ? 上的矩阵的秩的概念通过子式来 定义： 

孀鑄釁 

定义4 设 A 是整环只上的一个非零矩阵，如果 A 有一个 r 阶子式不为0,而所有 
r +1 阶子式（如果有的话）全为0,那么称 A 的秩为 r 。 零矩阵的秩规定为0。 

设 K 是数域，整环 K [ A ] 上的矩阵称为 A - 矩阵，记作 A ( A )， B ( A )， …。注意 K [ A ] 中的 
可逆元都是 K 中非零数，因此 A - 矩阵的3°型初等行（列）变换可叙述 成：用 K ： 中一个非零 
数乘某一行（列）。 

对于 A - 矩阵 A ( A )， B ( A )， 如果可以通过一系列的初等行 （列） 变换把 A ( A ) 变成 B ( A ), 
那么称 A ( A ) 与 BU ) 相抵。 

利用 K [ A ] 中的带佘除法可以证明下述关于 A - 矩阵的相抵标准形的定理。 

定理 3 任意一个非零的 n 级 A - 矩阵 A ( A ) —定相抵于对角 A - 矩阵： 

diag {^ ( A )^ 2 ( A ),*» ，尤 （ A ) } ， (18) 

其中 4( A ) |< +1 (2)，£=1，2，〜，《—1，并且对于非零的 A ( A )， 其首项系数为1。满足这些 
要求的 A - 矩阵 （18) 称为 A ( A ) 的一个相抵标准形或 Smith 标准形。 

* 证明 对 A - 矩阵的级数 n 作数学归纳法。 

n = l 时， Aa ) = ( a ( A ))， 设 a ( A ) 的首项系数为6,用6— 1 乘 A ( A ) 的第1行得， A ^ A ) = 
(6 一 1 a ( A ))。 于是 A ! ( A ) 就是 A ( A ) 的一个相抵标准形。 

假设对于 n — 1级 A - 矩阵命题成立，来看 n 级非零矩阵 A ( A ) = ( 心 （ A ))。 不妨设 
ail ( A )^0( 否则对 A ( A ) 作两行互换或两列互换，可以使所得矩阵的（1，1)元不为0)。令 

S = { G ( A ) = (^( A )) I G ( A ) 与 A ( A ) 相抵，仙 （ A ) 关 0}. 

取 B ( A ) = (6 (； ( A )) 6 S ， 使得 deg ( A)<deg a ) ，对于一切的 G ( A )= (心 （ A )) 6 S ; 并 
且 6 n ( A ) 的首项系数为1。我们来证 6 U ( A ) 整除 B ( A ) 的第1行和第1列的所有元素。 

假如 6 u ( A ) n Mm ( A )， 对于某个 ； G {2,3, …， 72} ，作带余除法得 

bn ( A ) = h ( X ) b u ( A ) + r ( A ) ， deg r ( A ) <C deg b u ( A ), 

其中 r ( A ) 关0。把 B ( A ) 的第 1 行的 _ A ( A ) 倍加到第/行上得到艮 （ A )， 则氏（义）的（^,1)元 
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为 r ( A )。 再把氏以）的第/行与第1行互换 得到压 （又），则 B 2 ( A ) 的（1，1)元为 r ( A )。 此 
时 J 5 2 ( A )6 S ， 且 deg KAXdeg ^ U )， 这与 B ( A ) 的取法矛盾。所以 6 n ( A ) 能整除 B ( A ) 的 
第1列的所有元素。同理可证 6 U ( A ) 能整除 J 5( A ) 的第1行的所有元素。于是对于 BU ) 
作一系列的1°型初等行（列）变换，可将 B ( A ) 变成 


[ b u ( A ) 0 ] 

C ( A ) = . (19) 

0 D ( A ) 

V ^ 

如果 D ( A )=0, 那么 C ( A ) 就是 A ( A ) 的一个相抵标准形。如果 D ( A ) 关0,那么根据归 
纳假设， D ( A ) 相抵于下述 n ~ l 级的对角 A - 矩阵： 

diag { c / 2 ( A ) ，…， ( A ) } ， (20) 

其中 <(久）|4 +1 (久），纟= 2,3^"，《_1，并且非零的4 ( A ) 的首项系数为1。由于对 D ( A ) 作 
初等行（列）变换变成 A - 矩阵 （20) 时，对 C ( A ) 作相应的这些初等行（列）变换就变成 

diag {6 u ⑴， A ( A ) ，…，(又） }. (21) 

于是 A ( A ) 相抵于对角 A - 矩阵（21)。剩下只要 证明心 （ A ) 整除 4( A )。 假如 6 u ( A )1^ 2 ( A ), 
作带余除法得 

d 2 ( A ) = hi iX ) b u ( A ) + r x ( A ) ^ deg n ( A ) <C deg b n ( A ) » 

其中 n ( A ) 关0。对 A - 矩阵 （21) 作下述初等 变换： 


"bw ( A ) 

^2 ( A ) 




r b \\ ( A ) 

d 2 a ) 

0 

… 0 


①+② 

0 

1 

d 2 ( A ) 

0 

… 0 

义 （ A ) 

/ 

1 

聲 

• 

# 

0 

s 

0 

• 

_ 

聲 

0 

• 

• 

• 

… d n ( A ) 


f b u ( A ) r x ( A ) 

_ 0 d 2 ( X ) 

② 十① •（ 一 ( A )) : 

0 0 


0 … 0 

0 … 0 

• « 

• * 

0 … d n ( A ) 


n ( A ) b u ( A ) 0 … 
d t ( A ) 0 0 … 


(①，②) 



0 


0 ] 
0 
0 


[ o o o … d n U) 

最后的 A - 矩阵记作 L ( A ) 。它属于 S ， 但是 deg n (AXdeg b u ( A ) ，这与 B ( A ) 的取法矛盾。 


因此 ( A ) I A ( A ) 。 

根据数学归纳法原理，命题为真。 ■ 

关于 A - 矩阵 A ( A ) 的相抵标准形的唯一性问题，我们把它留在下一节讨论。 

定理3是针对 A - 矩阵来叙述并且证明的。我们可以将其叙述略加修改，并且类似地 


证明整数环 Z 上的72级矩阵的相应定理。 
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定理4 整数环 Z 上任一非零的72级矩阵 A —定相抵于 Z 上的对角 矩阵： 

diag { di ，< i 2 ，…，么 } ， (22) 

其中…， n )， 并且<|义 +1 ， i = l ，2, …， 77— 1，满足这些要求的矩阵 （22) 称为 
A 的一个相抵标准形或 Smith 标准形。 

定理4的证明与定理3类似，只要把“首项系数为1”改成“正整数”，把“次数”改成 
“绝对值”即可。 

7.2.2 典型例题 


例1证明整除关系具有传递性，即在 K [: T ] 中，如果/(工） | g (： T ) 且 g ( x )\ hU ) ，那么 

fix )\ h { x ) 0 

证明由已知条件得，存在 u ( jc ) ， tKx ) 6 K [ J ：] ，使得 

g ( jo ) —— u ( jo ) /( x ) , / i ( x ) = v ( x ) g (. x ). 

从而 h ( x ) ~ v ( x ) u ( x ) f ( jo ). 

因此 fi 工、 \ h ( x ). ■ 

例 2 证 明：在 K ：[ x ] 中，如果以:^丨/^文:^二:^^“+那么对于任意仏（: r ), …， 
u s ( x ) G K [* r ] ， 有 

g ( x ) I [wi ( x )/^ ( x ) + … + u s ix ) f $ ( x >3- 

证明由已知条件得，存在纪 Cr )6 KDc ]， 使得 

fi ( x ) = hi ( x ) g ( x ) , i = 1,2 , ,5. 

从而 


Ui ( x )/} ( x ) + … + m s (x) f s (jc) = U\ (x)hi ( x ) g ( x ) + …十“ s ix)h s {x^gix) 

=[mi ( x)/ij ( x ) 十… + u s (x)h s (jo')^\g{jc). 

因此 g ( j ：) I [mi ( x)/i ( jo ) H - hw , ( jt )/ s ( jc )]. ■ 

例 3 设 /(: c ) = jc 4 十 2: r 3 _ 5 j : + 7， g *( ar ) = x 2 — 3: r +1 。 用发(工)去除 /( x )， 求商式和 
余式。 


解 x 2 _ 3工+ 1 


sc 4 + 2 x 3 _ 5 j : + 7 

o ： 4 -3x 3 +x 2 _ 

5jc 3 — x 2 — 5 工 4~7 
5x 3 — 15x 2 +5 工 

14 jc 2 — 10 x +7 
14 x 2 — 42: c + 14 
32 x — 7 


x 2 +5 x +14 


因此，商式为工 2 +5 x +14, 余式为 32 jc _7。 即 
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fix ) — ix 2 +5: c + 14)《( x ) + (32 x — 7). 

例 4 设 /(: j :) = : c 4 — a : 3 +4 x 2 +aij ： + a 0 jgijc ) = x 2 ~\~ 2 x _ 3。求 g *(* r ) 整除 /( x ) 的 
充分必要条件 ^ 


解 ： c 2 十2工一 3 


x 4 — x 3 +4x 2 +aj x + a 0 

x 4 +2x 3 —3 工 2 

_ 3x 3 ~\~7x z +aix+a 0 

— 3x 3 — 6jo 2 + 9x 

13x 2 + (a ： — 9) j ： +a 0 

13a: 2 +26x — 39 

(aj — 35)j7+(a 0 +39) 


x 2 ~3 x +13 


因此， g ( 工 ） I /( 工） < —— - > (ai — 35)x+(a 。 十 39) =0 

n > (X\ _ 35 ~0 且 a 。 十 39 = 0 

< > Gi — 35 cio ~ 39. 

例 5 用综合除法求 x +3 除 f { jc ) = 2 x A — j ： 3 十 5 x _3 所得的商式与余式。 

解 


2 —1 0 5 — 3 —3 

-6 21 —63 174 

2 —7 21 —58 171 


因此，商式为 2 x 3 —7： r 2 +21 x — 58,余式为171 0 

例 6 在例5中，用1+3除 /( x ) 所得的商式记作 h ( x ) ，接着用^ + 3 除幻 （ I )所得 
的商式记作 / i 2 ( x )，."， 如此进行下去，得到 / Gr ) 的一个表达式，称之为工+ 3的幂和。把 
/(• r ) 表示成 x +3 的幂和。 

解在例5中已求出 / m ( x )=2 x 3 —7: r 2 +21: r _58, 余式为171。 


2 

-7 

21 

-58 

-3 


— 6 

39 

— 180 

I 


2 

—13 

60 

— 238 



于是商式为 h (* r )=2 x 2 — 13工+60,余式为 一 238。 

2 —13 60 —3 

— 6 57 

2 -19 117 


于是商式为 A 3 U ) = 2: c — 19,余式为117。 



于是商 式为心 （ x)=2, 余式为 一 25 。 从而 

fix) = h x (x) (jt + 3) + 171 

— \_ h z ( x)(x + 3) — 238]( j : + 3) + 171 
=[(2 x - 19 )(x + 3) +117 ](x + 3) 2 — 238 U + 3) + 171 
- [2 (x + 3) -25 ](x + 3) 3 十 117 (jc + 3) 2 _ 238(1+ 3) + 171 
= 2 (x + 3) 4 — 25 (:c + 3) 3 + 117 (x + 3) 2 — 238 (jc + 3) 十 171. 

点评： 例 6 利用综合除法把 /( x ) 表示成了 x +3 的幂和的形式，从而给出了多项式函数 
/Cr) 在 — 3 处的展开式，这与数学分析课中用泰勒级数公式求出的 /(x) 在 x= —3 处的 
展开式一致。 

例7证明：设 d ，72 G N * ，则在 K [ JT ] 中，— 1 I x n — 1 < > d I W 。 

证明充分性。设 W ， 则 w = N " 。显然有 

X s — 1 = (x — 1)( 工 5-1 + x"~ 2 + ••• + x + 1 ) • 

由于 K [ x ] 可看成是 K ： 的一个扩环，因此不定元: r 可用/代入，从上式得 

(x d ) s — 1 = (/ — 1)(/( 』 + 分 (「 2) H - h/ + 1). 

由此得出 JC d — 1 I JC n — 1. 

必要性。在整数环 z 中，作带余除法： 

n ~ sd r ^ Q 《 r d ， 

假如 r #0, 则 

/ — 1 = ? +r — 1 

= JC ^ • x r — x r + x r — 1 

= 一 1) + (〆 _ 1). (23) 

由充分性所证的结论得， / — l | x “ 一 1。又由已知条件得，/一 1| f 一 1。 

因此从 （ 23) 式得， x rf _l \ x r ~ l 0 由此推出 ， d < r 0 

这与 r < c / 矛盾。因此 r =0, 从而 d | n 。 ■ 

例8证明 ：设山 72都是正整数，则对任一整数 a ， 有 〆 一 1 |Y — 

证明充分性。设冽《，则 n = 在 K |>] 中显然有 

X s — \ ~ {x — 1) (X 广 1 + 广 2 + …+ JC + 1). 

对任一整数 a ， x 用 〆 代入，从上式得 

-1 = ( a d - l )( a dC ^ u + V (广 2> H - ha J + 1). 

由此得出 a d ~ l \ a n — 

必要性的证明与例7的必要性证明类似。 ■ 

*例9求下述 A - 矩阵的一个相抵标准形。 


7.2 整除关系，带余除法 
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鲁 


— 1 3 — 4、 

A ( A ) = -4 A + 7 -8 . 

— 6 7 A - 7 

解首先要使 A - 矩阵的 （1，1) 元变成能整除该矩阵的所有元素，从而可把第 1 行和 
第1列的其他元素变成0。然后把右下角矩阵的（1，1)元也变成能整除该矩阵的所有元 
素，依次进行下去。 


A ( A ) 


③十 ② r 


A — 1 

3 — 1 ' 


r - 1 

3 

A — 1、 

-4 

A + 7 A - 1 

- ► 

A — 1 

A + 7 

— 4 



(① ，③） 




— 6 

7 A 

J 


A 

7 

一 6 


② + ① _ ( A - 1) 
③+① A 

- ► 




0 

0 


3 

4 A + 4 
3 A + 7 


A - 1 

A 2 一 2 A 一 3 
A 2 —A — 6 


-10 0 

0 A + l -^-(A — 3) (A + 1) 

4 

0 3 A + 7 A 2 — A — 6 


③ + ② 


— T (义 _3) 


0 


0 


0 0 

A + l 0 

3A + 7 j(A —3)U + 1) 

4 


③ + ②（一 3) o 




0 


0 

A + l 
4 


0 

0 

冬 (A —3 )(A + 1) 

4 



「1 

0 

0 1 

- ► 

0 

1 ( A - 

-3 )(A + 1) 


0 

A 十1 

0 




〆 



^ 0 

0 


0 0 
1 (A _ 3) (A + 1) 

0 -( A _3 )(A + 1) 2 



a 

0 

0 、 


0 

1 

0 



0 

0 

( A -3 )(A + 1) 2 

J 


最后一个 A - 矩阵就是 A ( A ) 的一个相抵标准形。其中， 


d x iX ) = 1,^ 2 ( A ) = 1， A ( A ) = (A —3 )(A + 1) 2 . 


习题 7. 2 

1. 用 g ( x ) 除 /( X ) ，求商式与 余式： 

(1) fix) =x A — 3jo 2 — 2x— 1 yg(jo) =x z — 2x + 5; 

(2) f ( x )= x A + x 3 — 2 x +3， g (: c ) =3 x 2 — j : 十 2. 

2 . 设 /(: c )=: r 4 — 十 1，求 gU ) 整除 /( x ) 的充分必要 
条件。 

3. 用综合除法求一次多项式除 /( x ) 所得的商式与余式。 

(1) /( x ) = 3 x 4 — 5 x 2 +2 x — 1，尺(工 ） =:c — 4 ; 

(2) /( 工）= 5工 3 —3工+4,莒十 2. 
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4. 把第3题的第 （2) 小题中的 /( x ) 表示成: c 十2的幂和。 

5. 设如果有 AeZ ， 使得 a = /^， 那么称6整除 a ， 记作此时称6是 a 的 
因数（或因子），称 a 是6的倍数。 证明： 

(1) 如果 a |6 且6 | a (此时称 a 与6相伴），那么 a = 士1?，反之也成立; 

(2) 如果 a 1 6且6 | c ， 那么 a | c ; 

(3) 如果6 1 a , 1，2， …， s ， 那么对任意〜，…， w s 6 Z ， 有6| + M 2 a 2 +… + w 几； 

(4) 如果6| a 且 <2尹0，那么 | 6 1 < | a | 。 

6. 设 A 是数域 K 上的 n 级矩阵， 

/( A ) = A 3 — 4 A 2 +7A- Ug(A) = A-2I. 

求 MA )， KA ) ，使得 /( A )-^( A )^( A )+ r ( A ) 0 
*7. 求下列 A - 矩阵的相抵标 准形： 



—1 

0 、 


\ — 4 5 —2、 

(1) 

4 A -4 

0 

； (2) 

-5 A + 7 —3 


2 -1 

A 一 2 

> 


— 6 9 A — 4 


7.3 最大公因式 


7.3.1 内容精华 

利用带余除法和整除的性质，本节要推导出一元多项式环 K [ x ] 中有关加法和乘法 
的又一些重要等式。 


一 、最大公因式 

在 fC [: c ] 中，若 cix ) | /(: c ) 且 c ( x ) I g -( ar ) ，则称 cO ) 是 /( j :) 与 gO ) 的一个公因式。 
定义1 K [:^中多项式/( I )与 以: C ) 的一个公因式 d ( x ) 如果满足下述条件 ：对于 
/ U ) 与 g (> r ) 的任一公因式 c (^) ，都有 C U ) W ( x ) ，那么称 JU ) 是/(2)与 gU ) 的一个最 

大公因式。 

定义1中的条件刻画了 d(X) 是 /(X) 与 g(x) 的公因式中的“最大者”。另一种自然 
的想法是在/(工）与 g ( x ) 的公因式组成的集合中，将次数最高的多项式定义为 /( Z ) 与 
g ( x ) 的最大公因式。但是这样定义最大公因式不容易求两个多项式的最大公因式，也无 
法确定0与0的最大公因式（因为任一多项式都是0与0的公因 式）。 而采用定义1所述 
的条件就比较容易求出两个多项式的最大公因式。例如，用定义1立即 得到： / U ) 是 
/( x ) 与0的一个最大公因式。特别地，0是0与0的最大公因式。从定义1还可看出，对 
于不全为0的两个多项式/(工）与 g ( x ) ，它们的最大公因式是次数最高的公因式。 

由最大公因式的定义容易看出 ：如果 /(工）与 g(*r) 的最大公因式存在，那么 /(x) 与 
的任意两个最大公因式 ACr ) 与 d 2 ( x ) 是相伴的，即它们相差一个非零数因子（由于 
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A ( x ) 是/( I )与 g ( x ) 的一个最大公因式，因此 4(1) IAU ); 同理 4( X ) I 4( x )， 从而 
4(工）与 AU) 相 伴）。 如果 /(X) 与 g(x) 不全为0,那么它们的最大公因式不是0,于是 
我们用 （/ U )， g ( x )) 或者仏 cj (/(: r )， g (: r )) 表示首项系数为1的最大公因式，简称为 
/( X )与 g (: r ) 的首一最大公因式。 

在 KO ] 中，如果 

{/(• r ) 与 gix) 的公因式} = {/>( x ) 与 q(x) 的公因式}， 

那么 {/ O ) 与 gO ) 的最大公因式 } = { p ( x ) 与 q { x ) 的最大公因式 } 。理由 如下： 

设 < i ( x ) 是 /(: c ) 与 gO ) 的一个最大公因式，则由已知条件得， d ( x ) 是/>0)与 g ( j ：) 的 
一 个公因式。任取 p (:) 与 x ) 的一个公因式 c ( jc ) ，则 c ( x ) 是 /( x ) 与 g ( sc ) 的一个公因 
式。于是 cU )| d ( x )。 从而以 x ) 是 pU ) 与 g (: r ) 的一个最大公因式。同理，设 〆 : c ) 是 
P ( X ) 与 <7( x ) 的一个最大公因式，则 M ( X ) 也是 / O ) 与 gO ) 的一个最大公因式。因此 
{/(• T ) 与 g ( x ) 的最大公因式 } = { pix 、 与 <?( x ) 的最大公因式 } 。 ■ 

由此结论立即得 到：若 则 

{/( JC ) 与 g ( x ) 的最大公因式 } = U /( X ) 与 6 g ( x ) 的最大公因式 } 。 

还可 得到： 

引理在 K [: r ] 中，如果有等式 

fix) = h{x)g(x) + r(.r) 

成立 ，那么 

{/( X )与 g ( jc ) 的最大公因式 } = { g ( x ) 与 r ( x ) 的最大公因式}。 

证明设 K * r ) 是/( X )与 gU ) 的公因式，则 

c (. r ) | fix) — h(x)g(jo ) , 

从而 c ( x ) | r ( x )。 于是 c ( x ) 是 g ( x ) 与 K ： c ) 的公因式。 

设 m (: c ) 是 g ( j ：) 与 r ( x ) 的公因式，则 

uix) | h{x)g{x) + r(x ) , 

从而 u ( jc ) I /( x ) 。 于是 w ( ar ) 是 /( x ) 与 g ( x ) 的公因式，因此 

</( x ) 与 g ( x ) 的公因式} = { gO ) 与 r ( x ) 的公因式}。 

于是 {/ U ) 与 g ( x ) 的最大公因式 } ={ g ( x ) 与 rU ) 的最大公因式}。 ■ 

由于 K [: r ] 中有除法算式，因此根据引理可以用辗转相除法求出 /( x ) 与 g (: r ) 的最大 
公因式，其中发(: r ) 参0。 EP ， 我们可以 证明： 

定理1对于 K |>] 中任意两个多项式 /( x ) 与 g ( x )， 存在它们的一个最大公因式 
d ( x )， 并且存在 m (: r )， i ( x ) eK [ x ]， 使得 

dix) — u(x)f(x) + v(x) g(jc) . (1) 

证明 如果 g ( x ) = 0, 那么 /( x ) 就是 /(: r ) 与 g ( x ) 的一个最大公因式，并且 fix) = 
1 - /( x ) + l - 0 o 下面设 gU ) 关 0。 据带余除法得 

/( x ) = hi (: c ) g ( x ) 十 n ( x ) ， deg r x ( x ) <C deg ； 

若 nU ) 祥0,则 

g(x) = h 2 (X)n (X ) 十 r 2 (X ) ， deg r 2 (sc) < deg n (x )； 
若厂 2 (工)乒0，则 
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n ( x ) = h 3 ( x ) r 2 ( x ) + r 3 ( x ) , deg r 3 ( x ) < deg r 2 ( x )； 

如此辗转相除下去，所得余式的次数不断降低。由于非零多项式的次数都是自然数，因此 
在有限次辗转相除后，必然出现余式为0。即 

，广 3 ( 工 ）= h (x)r^ 2 (x) + O ) ， deg (x) < deg r 广 2 (x ) ， 

r 广 2 (-3：) — h s Cx)r^i (x) + r s (x) , deg r,(x) <C deg tv! (j ：) ， 

r^i (x) = h^ x (x)r s {x) + 0. 

由于 G ( x ) 是 nU ) 与 0 的一个最大公因式，因此据引理，从上述等式的最后一个式子得 
出， r s U ) 是 /^( x ) 与 n (: c ) 的一个最大公 因式； 从倒数第二个等式得 ，^( x ) 是 rs _ 2 U ) 与 
n — i ( x ) 的一个最大公因式；依次往上推，最后得出， r , O ) 是 /( j ：) 与尽 O ) 的一个最大公因 
式。这证明了 ：在对 / O ) 与 g ( x ) 作辗转相除法时，最后一个不等于零的余式是 /(： c ) 与 
的一个最大公因式。 

从上述等式中倒数第二个式子往上推，得 

r s ( x ) = r ^ 2 ix ) — h s Cx ) r T -i ( x ) 

= r ^ 2 ( jo ) — h s ( jc )[? v 3 (: c ) — Ah ( x ) r ^ 2 ( x )] 

= m ( jc ) f ( jo ) + v ( jc ) g ( x ), 

其中 m ( x ) 9 v(x) 6 K [ x ] 0 ■ 

定理 1 的证明中给出了求 /( x ) 与 g (： T ) 的最大公因式的方法，称之为 辗转相除法。 
它是求任意两个多项式的最大公因式的统一的、机械的方法，非常有用。 

公式 （1) 是 K [: c ] 中关于加法和乘法的第二个重要等式，很有用。 

两个多项式的最大公因式的一个极端情形是 ：它是 非零数（即零次多项式）。这个情 
形很重要，下面我们来专门讨论它。 

二、互素 

定义2 设 / uhWdeKDc ]， 如果 (/ u )， gu )) = i ， 那么称 / u ) 与 gu ) 互素。 

由定义2立即得出， K [ x ] 中 fix ) 与 互素当且仅当它们的公因式都是 K 中 
非零数。 

由定义2和定理1以及上述结论可以推 导出： 

定理2 K [ x ] 中两个多项式 /( I ) 与 gU ) 互素的充分必要条件是 ：存在 M ( x ), 
v { x ) G KXor ] ，使得 

+ vix) gix) = 1 . ( 2 ) 

证明 必要性。从定理 1 立即得出。 

充分性。设 (2) 式成立，若 C ( x )|/ Cr ) 且 c (: c )| gCr )， 则 c ( x )| l 。 从而 cU ) 是 K 中非 
零数。因此/( X )与 g ( x ) 互素。 ■ 

定理2是十分重要的结论，公式 （2) 是 / CDr ] 中关于加法与乘法的第3个重要等式。 
利用辗转相除法可以 证明： 

命题 1设 /( x )， gU ) GiC [: r ]， 数域 F 2 K ， 则 /( x ) 与 g ( x ) 在 K [ x ] 中的首一最大 
公因式等于它们在 F ( x ) 中的首一最大公因式。即 / U ) 与 g (: r ) 的首一最大公因式不随 
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数域的扩大而改变。 

证明 设 /( X ) 与 〆 : T ) 不全为零。在 KDr ] 中对 / U ) 与作辗转相除法，设最后一 
个不等于0的余式是 n ( x ) ，其首项系数为 c ， 贝！是 与 g ( x ) 在 K [: c ] 中的首一最 
大公因式。由于 KCF ， 因此 fU ) 与 gU ) 在 K [: r ] 中作辗转相除法可看成是它们在 F [: r ] 中 
作辗转相除法。从而 inU ) 也是 / U ) 与 g ( x ) 在 F [ x ] 中的首一最大公因式。 ■ 

C 

由命题1立即 得到： 

推论 1设 /( X ) ，尽 U ) eK [ x ]， 数域则 /( X ) 与 g ( x ) 在 iC [ x ] 中互素当且仅 
当/( X )与 g ( x ) 在 F [ x ] 中互素。即互素性不随数域的扩大而改变。 

K [ x ] 中，两个多项式互素当且仅当它们的公因式都是 K 中非零数。由此直观地可 
以猜测有关互素的一些 性质： 

性质 1在 Kl >] 中，如果 

/( X ) I g ( jr ) h ( x ) 9 且（/(，） ， g ( x )) = 1 ， 

那么 / U ) lh ( x ). 

证明由于（/( X ) ， g ( x )) = l ， 因此存在 u { x ) ，■^ (1) 6 K "[ X ] ，使得 

uix ^> fix ) + vix ) g { x ) = 1, 

从而 u ( x ) fix ) h ( x ) gix ) h ( x ) ~ h ( x ) . (3) 

由于 /(- r ) | g ( x )/ i ( x ) ，因此从 （3) 式得， fix ) \ h ( x ) 0 ■ 

性质 2 在 K [: c ] 中，如果 /(: c ) 丨 /i ( jt ) ， g ( x ) I/i ( x ) ， 且 （/( j :) ， g ( o :) ) = 1 ， 那么 

f ( x ) g ( x )\ h ( x ) 0 

证明 由于 fix 、\ hU ) ，因此存在 p ( x)G iCDr ] ，使得 

h ( x ) = p ( x ) fix ) . (4) 

由于 I A ( x ) ，因此 g ( x ) I 户 ( x )/( x ) 。由于 （ g (: c )，/( x )) = 1 ，因此 g (: c ) I 户 （: c ) 。从而 

存在 Mx ) 6 K [ x ] ，使得 />(: c ) = (7( x ) g (： i ：) 。代人 （4) 式得， Mx ) = g ( x ) g ( x )/( x )。 因此 

f ( x ) g ( x )\ h ( x ) o ■ 

性质 3 在 K [ x ] 中，如果 

(/(x) ，/ i(x)) = 1 * (g(x) yh(jo)) — 1 , 

那么 （/( dgCl )，；! (: C )) = l . 

性质 3 可以用定理 2 证明，请同学们自己写出证明。 

性质3可以推广 为：若 （/, ( x )，/ Kx )) = l，z = l ，2, •••，$，则（兑 ( x )/ 2 (: r ) … 
f s (x) ， hXx ) ) = 1 。 

三、 多个多项式的最大公因式和互素 

K [: c ] 中，多个多项式的最大公因式的概念与两个多项式的最大公因式类似。 K [:] 
中，/1(*^)，/2(工），一，/ 5 ('3：)的一'个公因式 3(*3：) 如果满足下述条件 ： /l (*3：)，/2(^)，…， 
/, U ) 的任一公因式 C U ) 都能整 除以: c )， 那么 dU ) 祢为 尤（: r )，/ 2 (: c )， … ，兑 U ) 的一个 

最大公因式。 • 
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从多个多项式的最大公因式的定义立即得 到：在 K [ x ] 中， s 个多项式乃（ X )， 
/ 2 ( x )， …， /, U ) 的最大公因式如果存在，那么它在相伴的意义下是唯一的。对于 s 个不 
全为0的多项式 / iU )， …， / S U ) ，它们的最大公因式不是0,从而我们用（/\ (: r )， …， 
/, U )) 表示首项系数为1的最大公因式，简称为首一最大公因式。 

用数学归纳法可以证 明：在 K [: r ] 中，任意 s 个多项式， （ x ) ，/ 2 U ) ，…，， U ) 
的最大公因式存在。证明 如下： 

s = 2 时，已证 AU ) 与 / 2 ( x ) 的最大公因式存在。 

假设1个多项式的最大公因式存在，来看 s 个多项式/ 〆:^，/^^)，…，/,^)。 
据归纳假设，可以设 A (工)是/: U)， …， /^(.r) 的一个最大公因式，设以工）是 4(0：) 与 
//•r ) 的一个最大公因式。则从 d ( x } \ d , U) I /,(0：)“=1，2，一， 5 —1，可得 

d ( x ) I f 人 x 、 ，i = l ，2,… ，s_l 。 从而 <^(*3：)是 /: (x) ，… ，/ 5 -i (x)，/ s O) 的一个公因式。任 
取 /i (工），… ，/ s - 1 ( 工）， /,(：*:) 的一个公因式 c ( jt ) ，则 cCx ) | d x ( jo ) , c ( jc ) I f s ( jo ) 0 从而 c(*r) 

\ dix ) ，因此 c /(: c ) 是 /i O ) ，… */,-! ( x )，/ 5 ( x ) 的一个最大公因式。 

据数学归纳法原理，任意个多项式的最大公因式存在。 ■ 

从上述证明立即得出 ：对于 s 个不全为0的多项式 U ) ，/ 2 ( x ) ，… ，/,0 c ) ，有 

(/\ (x) ，/ 2 (x) ， … ， /;( 工 ） ） = ((/] (x) , ••• ， / j-i (x) ) ，/, (a:) ). (5) 

从而有 K [ x ] 中多项式⑷（工），纟=1，2广_山使得 

Ui (x)/i (x) + U 2 0),2 (X) + …+ m s (x)/ 5 (j:) 

=(/i ( j :) ,/ 2 ( x ) , ••• ,/ s ( x ) ). (6) 

定义 3 K "[: c ] 中 ， s 个多项式 /i ( x )，/ 2 O ) ， •••，/, ( i ) 如果满足 （/i ( x ) ，/ 2 ( j :) ，…， 

/ s O )) = 1 ，那么称 /\ O )，/ 2 ( x ) ，… ， f s ( x ) 互素。 

定理 3 在 K ■[: c ] 中， ( jc )，/ 2 (* r ) ，…， /, ( x ) 互素的充分必要条 件是： 存在 Mi ( x ) , 
m 2 ( jc ) ，…， w , ( or ) 6 X [ x ] ，使得 

A (j:)/i (x) + w 2 ( 工 ),2 ( 工 ） + … + “〆 i)/ s ( 工） = 1_ (7) 

注意个多项式互素时，它们不一定两两互素。例如，设 

fl (,x) — X+1 ，/2 (x) = x 2 + 3x + 2，/ 3 ( 工） = X— ly 
则 （/l ( 工 ）， ,2 (x)) =X+1 , (/i (x) , ft (x ) ，/ 3 (X))= ( 工 +l，：C —1) = 1. 

因此 ^ ( X ) ， / 2 U ) ，/ 3 ( x ) 互素，但是 /\ (1) 与 / 2 ( X ) 不互素。 

在整数环 Z 中，类似地可讨论最大公因数和互素的概念，以及它们的性质。下面把 
它们列举出来，请同学们自己写出证明。 

定义4整数 a 与6的一个公因数 d 如果满足下述条件 w 与6的任一公因数 C 都能 
整除么 那么称 d 是 a 与6的一个最大公因数。 

定理4任给两个整数 a 与6,都存在它们的一个最大公因数 A 并且存在整数 

使得 

ua -\- vb = d . (8) 

从定义 4 得出，若 d ,, d 2 都是整数 a 与6的最大公因式，则4 = ±4。若 a 与6不全 
为0,则 a 与 b 的最大公因数恰有两个，它们互为相反数。用 U ， W 表示正的那个最大公 
因数，或者记作 c . d ( a , b ) o 


7.3 最大公因式 
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定义 S 设 a ，6 ez ， 如果 U ，6) = l , 那么 a 与6互素。 

定理 S 两个整数 a 与6互素当且仅当存在 w ， t ； ez ， 使得 


ua -\- -vb = 1 . (9) 

互素的整数的性 质：在 Z 中， 

1° 若 且 （ a ，6) = l ， 则 ak ; 

2° 若 a | c ，6| c ， 且 （ a ， 6) = 1，则 ab \ c ; 

3° 若 ( a ， c ) = l ，（6， c ) = lj !]( a 6， c ) = l 。 

性质3可以推广 成：若 (<2,，(：）=1，2=1，2，"、5,则(^1^“化，£：) = 1 0 
在 Z 中， q ， a 2 ，…，义的一个公因数 d 如果满足下述条件: A ， a 2 ，…， a , 的任一公因数 
C 能整除(^，那么称 d 是 <3 x ^2,…， A 的一^个最大公因数。 

从多个整数的最大公因数的定义得出，不全为0的整数~ ， a 2 ，…，^的最大公因数 
恰有两个，它们互为相反数。我们约定用 （ A ， a 2 ，…，义）表示正的那个最大公因数，或者 
记作 c . dia 1，“2，… ，〜） 。 

用数学归纳法可以证明，任意个整数都有最大公因数。由此得出，对于不全 
为0的整数〜 ， a 2 ，…，化，有 

(ai ， a 2 ， … ， a s ) = ( (ai ,a 2 , ••• ) ,a,), 

从而存在&，仏，*"，462，使得 


u^ai + u 2 a 2 + *** + u s a s = (a 】， a 2 ， ••• ， a s ). 

对于 s 个整数 h ， a 2 ，…， a 5 ，如果 （ a :， a 2 ，…， a s ) = 1 ，那么称 a !， a 2 ，…， A 互素 。 
q ， a 2 ，…， a s 互素当且仅当存在 w ! ， u 2 ，…， u s G Z ， 使得 


U \ a \ + u 2 a 2 + *'* + u s a s = 1. 

整数 m 称为整数 a 与6的最小公倍数，如果 

1° a\m ^ b \ m- f 

2° 从 可推岀 m | Z 。 

可以证明，任意两个整数都有最小公倍数，若 a 与6不全为0,则 a 与6的最小公倍数 
恰有两个，且它们互为相反数。用 [ a ，6] 表示正的那个最小公倍数，若 a >0,6>0, 则 


[ a ，6] = 


ab 

(a,6)' 


* 四、最大公因式的应用之 _:； l - 矩阵的行列式因子 

定义6 设 A ( A ) 是一个 sXn A - 矩阵，对于正 整数) ^(1<是<1^1^，72})，焱（；0的所有 

k 阶子式的首一最大公因式 D a ( A ) 称为 A ( A ) 的々 阶行列式因子。 

定理6相抵的 A - 矩阵，它们的秩相等，并且各阶行列式因子也对应相等。 

证明只要证 A - 矩阵的初等行（列）变换不改变 A - 矩阵的秩，以及各阶行列式因子。 


设 


AU ) 


① + G)/i(A) 

- ► 


B ( A ). 


b ( a ) 中包含第 j 行但不包含第 f 行的 k 阶子式是 a a ) 的一个々阶子式与另一个々阶子 
式的 / i ( A ) 倍或者 一/ KA ) 倍的和， B ( A ) 的其余々阶子式等于 A ( A ) 中对应的6阶子式。因 
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此 A ( A ) 的所有々阶子式的公因式能整除 B ( A ) 的所有々阶子式。 


B ( A ) 


①+① ㈠ ⑴ )> A ⑴， 


由于 


因此据刚证得的结论得， B ( A ) 的所有 A 阶子式的公因式能整除 A ( A ) 的所有是阶子式。由 
此推出， A ( A ) 的々 阶行列式因子等于 B ( A ) 的々 阶行列式因子。 

设 


a ( a ) 


(①，①) 


^ C ( A ) 




则 C ( A ) 的任一々阶子式或者等于 A ( A ) 的某个6阶子式，或者等于 A ( A ) 的某个々阶子式 
反号。因此 Aa ) 与 C ( A ) 的是阶行列式因子相等。 

设 


(£)•(： 

A ( A ) — ^ G ( A ), 

则 G ( A ) 的任一 A 阶子式或者等于 A ( A ) 的某个々阶子式，或者等于 A ( A ) 的某个々阶子式 
的 c 倍。因此 G ( A ) 的 A 阶行列式因子等于 A ( A ) 的々 阶行列式因子。 

同理可证， A - 矩阵经过初等列变换，不改变各阶行列式因子。 

根据 A - 矩阵的秩的定义，初等行（列）变换不改变 A - 矩阵的秩。 ■ 

据 7. 2节的“内容精华”中的定理3得，任一非零的 w 级 A - 矩阵 A ( A ) 相抵于下述对角 
A - 矩阵： 

diag{^i ( A )， d 2 ( A ) ，…， ( A ) } ， （10) 

其中 A ( A )| A +1 ( A )， 丨=1，2,…，1，并且非零的4 ( A ) 的首项系数为1。现在来计算 
A - 矩阵 （10) 的各阶行列式因子。设 

d t ( A ) ^ 0 9 i — l ，2，〜， r ; h ( A )= … = 么 Q ) = 0. 

则 A ⑴ =(A (A WA ) ，…， t / r ( A )，0 ，… ，0) = 4 ( A ) ， 

D z (A) = (^i ik ) d 2 (A) ，di ( 又 ）4 (A) ， … td r -i (/0d r ( 又 ）， 0 ，… ， 0) 

=di { X ) d 2 ( A ), 


D r ( A ) =^ii ( A )< i 2 ⑴… d r ( A ) ， 

D r +1 ( A ) = … ( A ) — 0. 

I 

根据定理6，1) 1 以），0 2 (义），〜，1)„(又）也是必(义）的各阶行列式因子。由上述式子得到 


( 11 ) 


di ( A ) = Di ( A ) ^ 


( A ) 


D 2 ( A ) 
D ^ O ) ^ 


d r a ) 


p r a ) 

ka) 


( 12 ) 


这表明 A ( A ) 的相抵标准形中主对角线上的非零元可以用 A ( A ) 的行列式因子计算出，因 
此 a ( a ) 的相抵标准形中主对角线上的非零元是唯一确定的，其个数等于 a ( a ) 的秩。这 


样我们证明了下面的 定理： 

定理7 W 级 A - 矩阵 A ( A ) 的相抵标准形是唯一的。 ■ 

定义7 n 级 A - 矩阵 A ( A ) 的相抵标准形中主对角线上的非零元 A ( A )， A ( A )， …， 
义 （ A ) 称为 A ( A ) 的不变因子。 

定理8 两个 n 级 A - 矩阵相抵的充分必要条件是它们有相同的不变因子，或者有相 


同的各阶行列式因子。 


7.3 最大公因式 
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证明是很容易的，请同学们自己写出。 

从 （ 11) 式立即得出， D, (A) |D, +1 (A) ， f=l ， 2 ，〜， n—l 。 因此在求 A(A) 的各阶行列式 
因子时，往往先求出最高阶的行列式因子，较为简便。 

设 A 是数域 K 上的 n 阶矩阵， AJ—A 称为 A 的特 征矩阵 ，由于 |AJ —A| 是 A 的 n 次 
多项式，因此 Ai — A 的 n 阶行列式因子 (A) = 1 Af — A | 关0。由于 
认（久）=4(义；^ 2 (又）…忒 （ A )， 因此; U-A 的不变因子有 n 个，并且 

d\ iX)d t (A) (A) = D„ (A) = I AJ — A | ， 

即 XI-A 的 n 个不变因子的乘积等于 A 的特征多项式。 

设 A ( A ) 是 n 级可逆的 A - 矩阵，则 | A ( A ) I 是 K ： 中非零数。于是 D „( A )= | A ( A ) I =1， 
从而 Di ( A ) = 1 ,Z = 1,2,…， 72. 

因此 c /, ( A ) — 1 — 1 »2 , , n . 

这证 明了： rz 级可逆的 A - 矩阵的相抵标准形为单位矩阵 J 。 于是 n 级可逆的 A - 矩阵经过一 
系列初等行 （列） 变换能变成单位矩阵 I 。 

由单位矩阵 J 经过一次 A - 矩阵的初等行 （列） 变换得到的矩阵称为初等 A - 矩阵。容易 
看出，初等 A - 矩阵都是可逆的。对 A - 矩阵 A ( A ) 作一次初等行（列）变换就相当于用一个相 
应的初等 A - 矩阵左 （右） 乘 A ( A )。 于是容易推出下列 结论： 

1° ^级 A - 矩阵可逆当且仅当它可以表示成一系列初等 A - 矩阵的乘积。 

2°两个 n 级 A - 矩阵 A ( A ) 与 B ( A ) 相抵当且仅当存在可逆的 A - 矩阵 P ( A ) 和 Q ( A ) ，使得 
B ( A ) = P ( A ) A ( A ) Q ( A) q 


7.3.2 典型例题 


例 1 求 /U) 与 以 : C) 的首一最大公因式，并且把它表示成 /(I) 与 g(x) 的倍 式和 : 


fix) = j： 4 + 3x - 2 ， ^(j:) = 3:c 3 - x 2 - lx + 4. 


解 


3x — 4 


因此 

由于 


g ( 工） 

3x 3 _ x 2 _ 7x 十 4 

3x 3 +3x 2 — 3x 

3 fix) 

3x 4 +9x — 6 

3x 4 —— lx 2 十 4x 

— 4x 2 — 4x + 4 

— 4x 2 — 4a ： + 4 

x z + lx 2 + 5x — 6 

工 3 3 乂 3 3 

0 


, 、 22 2 , 22 22 
n (x) = 3 x 十 3 x ~ 3 

^ri (x) =x 2 +x— 1 


{fix) ，莒 （ x)) = (3/(x) =x 2 +x—l. 



3/(x) 






i) 尺 ( 工 ) 


+ r x (x), 


gix) = (3x —4) —n (x) 十 0 


因此 


(/O) ,g(jc))= (j ：) = ^ 3fix) — (x + + )g(x) 

= 垚 /( 工 ) 一 (1 工 +-)☆)_ 

例 2 证 明：在 K|>] 中，如果 /(x) 与 g(x) 不全为 0, 那么 

( /( 工） g (工） \ _ 1 

证明设 f(x)=f l U) (/(-x) 9 gU)),g(x)= gl U) (/(.r) ， g(x)). 
据定理 1 ，存在 M (: r) ^(x)e KDr ] ，使得 


即 


W(X)/(X) 十 tKx)g(X) = ( /(x) 

m(x) /] (jc) (/(x) ，尽 （ x) )-\~v(a:)gi (x) (/(x) = ( fix) ，贫 （ x) )_ 


由消去律，得 


m(x) /i (x) + v(x)gi (x) 


因此 （/ Jx )， 幻（: r )) = l . 

例 3 设 /(JC) ， g(x) 6 K[x] ， a ， 6 ， c ， d6 K ， 使得 ac/ —6c/0 。 证明 

(a/(:r) 十故 （ :c) ， c/(x)+c/g(x)) = (/(i) ，尽 (x) )• 


证明 若 c(:r) 丨 /(:c ) 且 c(_r) I g(:c ) ，则 

cix) I af Cjc) + bgix ), 


c(x) I cf (jc) + dg(jc) 


设 pix) = af ix) -\rbg{x^ ^ 
由于 ad — & 关 0 ,因此可解得 


q(x) =c/(x)+ 办 （ x ) ， 


/( 工） =(x) ’ 


g *( x )=— 


ad —— be 


p (x) 


ad — be 


g ( x ). 


若 h{x) I />(jc) 且 h{x) lg(J：) ， 则 h{x) |/(:c) 且 h(jo) \g(x) 0 

因此 {/>u) 与 gU) 的公因式 } = {/( 工）与 gU) 的公因式}。 
由此得出， (af(jo) ~\~bg(x) ,c/(x) -^dgix') ) = (/(x),g*(:c ))。 

例 4 证 明：在 K|>] 中，如果 (/ ， g) = l ， 那么 

(1) (/，/+尽)=1，（尽，/十尽）=1; 

( 2 ) (fg,f+g) = l 0 

证明 （ 1) 据例 3 的结论得 


(/，/ 十茗） = (1/+0g ， l/+ 1 莒）=(/，茗 ） =1 ， 
( 莒， / 十兮） =(0/+ lg ， l/+ 1 发） = (/ ， g) = 1. 

(2) 由第 （ 1) 小题结论和性质 3 立即得到 


(/ 尽， /+ 茗） = 1, 



最大公因式 


• 31 • 


例 5 证 明：在 K [: r ] 中 ，如果 （/( x )， gU )) = l ， 那么对任意正整数 m ， 有 

= 1 . 

证明 由于 （/( x )， g ( x )) = l ， 因此存在 

u ( jo ) f ( jc ) v ( jc ) g { jc ) = 1. (13) 

由于 K [ x ] 可看成是 K 的一个扩环，因此不定元工 可用， 代入，从 （13) 式得 

udx m ) f ( x m ) + v ( x m ) g ( x m ) = 1. (14) 

由于 M (: T )、 t ;(:^)6 K [ x ]， 因此由 （14) 式得 

(/(x m ),g-(x m )) = 1. ■ 

点评： 在例5中，运用一元多项式环 K [ x ] 的通用性质很容易地证明了 （/(: r m )， 
忌(/)) = 1，并且把道理讲清楚了。如果没有讲一元多项式环的通用性质，那么例5的证 
明或者比较繁琐，或者无法把 （13) 式中用，代替 x 的道理讲清楚。 

例 6 设 AeM„(K) ， /(x) ， g ( sc)e K[x] 0 证明 ：如果 dU ) 是 /(x) 与 g (: r) 的一个 
最大公因式，那么齐次线性方程组 d ( A ) X =0 的解空间等于 /( A ) X =0 的解空间 Wi 
与 g { A ) X =0 的解空间 W 2 的交。 

证明 由定理1，存在 t / U )， z ；( x ) 6 K [ x ] ，使得 

d ( x ) = m ( x )/( x ) + tKx ) g ( x ). (15) 

由于 K [ A ] 可看成是 K ： 的一个扩环，因此 * r 可用 A 代入，从 （15) 式得 

d ( A ) = w ( A )/( A ) +* y ( A ) g *( A ). (16) 

任取 ，则 /( A )| J =0 且 于是 

cKA ) t ] = u { A ) f { A ) r \ + viA ) g { A ) r \ = 0. 

因此 ijew 3 ，从而 w nw 2 ^ w 3o 

设 /( x ) =/i Cx ) d ( x ) ^gi ( j :) c /( x ). 

则 x 用 A 代入，从上面两式得， 

/( A ) = / 1 ( A )^( A ), J g ( A ) =幻 （ A ) d ( A ). 

任取则 d ( A )5=0, 从而 

fdA)S = /i ( A ) diA)d = 0, g ( A}S = g ! { A ) d ( A)S = 0. 

因此 sew, nw 2 ，从而 ^ 3 ^! nw 2o 

综上所述得， w 3 =\^ nw 2 . ■ 

例 7 设 AeMOOJJxhAU) GK [ jc ]， 记 U)/ 2 U )。 证明 ：如果 

(/ iUh / zUDsl ， 那么 f ( A ) X =0 的任一个解可以唯一地表示成 /!( A ) X =0 的一个 
解与 / 2 ( A ) X =0 的一个解的和。 

证明 可表性。由于 (/ iCr )，/^*!：)):}， 因此存在 M U )， x ； U ) eKl >]， 使得 

uix ) fiix ) v ( x ) f 2 ( jc ) — 1. (17) 

不定元工用 A 代入，从 （17) 式得 

u ( A )/!( A )+ t ;( A )/ 2 ( A ) = L (18) 

任取 /( A ) X =0 的一个解1|，则 /( A ) tj =0, 从 （18) 式得 

tj = Itj = u ( A)fi ( A)?j + v ( A ) f 2 ( A ) i |. 

记 tJi = v ( A ) / 2 ( A ) ty , iy 2 = M ( A )/ 1 ( A )||， 则 Ti^Tiz +! ji 。 
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由于因此 /( A ) = / 1 ( A)/ 2 (A)， 从而 

/iCA)^^ / 1 (A) z ；(A)/ 2 (A) i , = i；(A)/ 1 (A)/ 2 (A)t, 

— v ( A ) /(A)ij = 卩 (A )0 = 0， 
f z (A) ij 2 = f 2 ( A ) u ( A ) f 1 ( A)ti 

= m (A) == 0. 

因此小，卟分别是的一个解。 

唯一性。任取 /(A)X=0 的一个解 ij， 设 

巧 = IJl + l ?2 ， f / = 5 l + 各2， 

其中卬、5,是/,04)1=0的解“=1，2。贝 !] 

1?1 — Si = s z — r\z. 

用 w, 表示 /,( a ) x = o 的解空间， f=i，2, 则 ^- s . ew . nwz . 

由于因此用例6的结论得，汉= 0 的解空间 W z =w, nw 2 。显 
然 W 3 = {0}。 因此 灰 2 = {0}。从而口 1 一 51=0^0 1^=51。于是 1|2 = 占2。 ■ 

点评： 从例6和例7的证明中看到 :运用 一元多项式环 KO] 的通用性质，把: T 用矩阵 
A 代人，从 K[>] 中关于最大公因式的等式和关于互素的多项式的等式，便得到关于矩阵 A 
的多项式的等式，而这些等式在证明中起了关键作用。例如，在例7中，把 /(A)X=0 的一 
个解1；表示成， (A)X=0 的一个解印与/ 2 ( A ) X=Q 的一 个解帘 的和，这是等式 （18) 起了 
关键作用。 

例8 证 明：在 K[:c] 中，如果 （/O) ,g(jc)) = 1，并且 deg /(x)>0，deg 尽 (:c)>0, 那 
么在 K[:c] 中存在唯一的一对多项式 m ( x ) 9 v ( x ) ，使得 

uix ) fix ) vix ) gix ) = 1, 

且 deg w(x)<deg g ( x ) , deg x;(j：)<deg /(x) 。 

证明 由于（/(工），贫(工））=1，因此存在 々(*r), g (x)eK[>]， 使得 

pix ) fix ) + qix ) g { x ) = 1. (19) 

用 g(x) 去除 / >(x) ，有 hix ) ,r(x) 6 K [: c] ，使得 

pix ) = h ( x ) g ( x ) + r ( x ) , deg r(x) <C deg g ( x ). (20) 

把 （20) 式代入 （19) 式，得 

r(x)/(x) + [/i(x)/(j：) + g( j ： )]g(x) = 1. (21) 

令 u { x ) = r ( jc ) ，i(x) = h ( x ) fix ') + q ( x ) ，则 （21) 式成为 

uix ) fix ) + v ( jo ) g ( x ) = 1» (22) 

其中 deg uix ) = deg r(xXdeg gix ) 0 由于 deg gO)>0, 因此从 （22) 式看出 u ( x )^ 0 a 
假如 deg vix)^deg /(x) ，则 

deg[xKx)g(:c)] = deg v ( x ) + deg g(x) ^ deg fix ) + deg g { x ) 

> deg /(x) + deg u { x ) = deg[w(x)/(x)]. 

从而 

deg[«(x)/(x) + *y(x)g(:r)]= deg[^(x)^( jc )] 

^ deg fix ) + deg gix ) > 0. 

这与 （22) 式矛盾，因此 deg z;(x)<deg /U) 。存在性得证。 


7.3 最大公因式 


_ 
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唯一性。假设 K [ x ] 中，还有一对多项式 Ml ( x ) ，％ ( x ) ，使得 

Wl ( x )/( x ) + T^i ( x ) g ( x ) = 1 , 

且 deg ( x)<deg g ( jc ) ,deg ( x)<Cdeg /( x ) ，则 

[wi (^:) — u { x )~\ f { x ) = \^ v { jc) — V i (23) 

由于 （/ U )， g ( x )) = l ， 因此从 （23) 式得 

g ( jo ) I [mi ( x ) — u ( x )]. 

假如 Mi ( j :) — w (x ) # 0 ，则 deg 发 （xX deg [ Mi ( jc ) — w ( j :)]< deg g ( x )， 矛盾。因此 
“ i ( X )— w ( x )=0, 从而 pO )—*6> 1 ( X ) = 0。 即 

= Wi ( x ) f v { x ) — V \ ( x ). ■ 

例 9 设，证 明：在 K |>] 中， 

— 1,^ — 1) -= x (M,n) — 1. (24) 

证明当 m = n 时， （ m ，72)= m ， 显然有 

( x m — — 1) = x m — l . 

下面设 m > n ， 对幂指数 m 和 n 的最大值作第二数学归纳法。 

当 max {/ w ，”^2时， w ^ 2， n = l ，^ 1。 

显然有 （ x 2 — l ， x — l )— x — 1. 

假设幂指数的最大值小于 m 时，命题为真，现在来看 max { m ， n }= m 的情形。 

( x m — l ， x n — 1)= U m — X m ~ n +广” ~~ l 9 x n — 1) 

= { x ^ n { x n — 1) +广” 一 l ， x n — 1). 

由于 { x m - w U n — l )+ x m — ”一 1 与 X ”一1 的公因式} 

= U n — 1与 / — n — 1的公因式}， 

因此 （，1 (? — 1 ) + : c m — ” 一 1， : c n _ 1 ) = ( / — 1， x m — ” 一 1 ). 

由于 max { w ，? w _7 i }< m ， S ( n，m — n ) = ( m ， w ) ，因此据归纳假设得 

( x n — 1，广” —1) = — 1 = x Cm * n) — 1. 


从而 （/ — 1,^ — 1) =x( m ， n ) — 1. 

据数学归纳法原理，对一切正整数 m，n， 命题为真。 ■ 

例 10 设 fix ) ,g(x)e K [: c]，K[x] 中一个多项式 mCr) 称为 /(x) 与 g(x) 的一个最 

小公倍式，如果 

1。 fix ) \ m { x > ) |m(j：); 

2° fix ) I u { x ) jg ( jc ) I uix ) m(x)|M(:c) 0 

(1) 证明： K[1] 中任意两个多项式都有最小公倍式，并且 /(X) 与 g(：T) 的最小公倍式 
在相伴的意义下是唯一的； 

(2) 用 [/U) ，以工)]表示首项系数是1的最小公倍式，证明 ：如果 fU ) ^U) 的首项 
系数都是1，那么 


[/( 工），尽（工）] 


/( x ) g ( x ) 

(/( 工 ）， /d 


证明 （1) 0与0的公倍式只有0,从而0与0的最小公倍式是0 
设 / U)，g(o：) 是 K[x] 中不全为0的多项式，则 


o 
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/(X) = /： (x) (/(x) ,^-(x)) ,g-(x) = gi (jo) {fix) yg(x)) t 
令 mix') = fi(x)gi(x)( /( j :) ,^( x ) ), 

则 /( x ) | m ( x ) ^ g ( x ) \ m ( jc \ 

假设 fix) I u ( jo ) jgCx) I u ( sc ) ，则存在 p ( x ) ,q(x) G K [ x ] ， 使得 

m(:c) = p(jo) fix) ,u(x) = q(x) g(x). 

从而 />( x ) f(x)=q{x)g(,x), 

于是 pioc)fi (jo) {fix) jg(a:))=q(jo)gi (jc) (/(jt) ， g(x)). 

因此 pU ) f l U )= q ( x ) g , U ). 

从而存在 M : r ) eK |>] ，使得 

qix) = h{x )/i (x). 

于是 u{x)=h{x^ /i (x) g(x) = h(x)mix). 

因此 m (: c )| M ( x )。 从而 m ( x ) 是 / O ) 与 〆 jc ) 的最小公倍式。 

设 m x ( jc )， m 2 ( x ) 都是 / O ) 与 g (： c ) 的最小公倍式，贝! 1 

m x {x) I m t ix) , m 2 (x) | m x (x). 

因此 mi ( x ) 〜 m 2 ( x ) t 

(2) 设 /( i ) 与 gU ) 都是首项系数为 1 的多项式，则从第 （1) 小题的证明可以看出 

[/( x )， g (* r )] = /i (^) g'i ( j ：) ( ) 


/( j ：)^ ( x ) 

(/(^),^( x ))* 



习题 7.3 

1 . 求 /( O ') 与 gU ) 的首一最大公因式，并且把它表示成 / U ) 与 g ( x ) 的倍 式和： 

(1) / Xx ) = jc 4 十 3 jc 3 — x 2 —4工一3; g(x) ~ 3 x 3 + 10 x 2 + 2 x — 3; 

(2) f ( x ) — . r 4 - h 6 jc 3 _ 6 jc 2 +6 x _ 7; x ) = x 3 ~\~ x 2 — 7 jc + 5. 

2. 证 明：在 / C [: c ] 中，如果 < i ( x ) 是 / O ) 与 g ( j ：) 的倍式和，并且 < i (: r ) 是 /( x ) 与 g ( x ) 
的一个公因式，那么 < i ( x ) 是 /( x ) 与 gO ) 的一个最大公因式。 

3. 证 明：在 fC [ J ：] 中 ，（/( J ：)， g ( X ))/ l ( J ：) 是 /( jc ) A (: t ) 与 g ( x )/ i ( x ) 的一个最大公因 
式； 特别地，若 / Ki ) 的首项系数为1，则 

(fijo)h(x)^g(x)hix)) = ,g(x))h(x). 

4. 证 明：在 K [ x ] 中，如果 / U )， gU ) 不全为零，并且 

m(x)/(x) + ^(x)g^(x) = (/(x) ,g(x )), 

那么 U ( X )， T ；( X )) = 1. 

5 . 设 fi (x) yg } ( x ) G K[_jc^\ ，£ = 1，2 ，…， = 1，2 ，…， m 。 

证明：如果 （/ 〆 ：*:)， g > (: c )) = 1 ，z = 1，2 ，… = 

那么 （/i ix) fz ( x ) … /;(: c ) ，仏 ix)g 2 ( x ) …心 （ x )) = 1. 

6. 证 明：在 K [: c ] 中两个非零多项式 /( x ) 与 g ( x ) 不互素的充分必要条 件是： 存在两 
个非零多项式 u ( x )， t ( x ) ，使得 
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u(x) fix) ^vix)g(x) f deg wCxXdeg g(x )，deg v{x)<Zdeg fix). 

> * 

' 7. 证 明：在 K [ x ] 中，设 /( x ) 与 g (: r ) 不全为零。如果 /( aOlAU )， 貧 ( x )|/ Kx )， 那么 

f{x)g{x) I /l(X) (/(JC) ， g(x) )• 

*8. 求下述 A - 矩阵的行列式因子和不变 因子： 



A -2 

0 

0 、 


， A _1 

0 

0 j 

(1) a ( a ) = 

0 

A — 2 

-1 

; (2) BU ) = 

0 

A —5 

-1 


0 

< 

0 

A — 2 

J 


0 

V 

0 

入一 5 

/ 


7.4 不可约多项式，唯一因式分解定理 


7 . 4.1 内容精华 

本节要利用最大公因式和互素的知识揭示数域 K 上一元多项式环 K [ x ] 的结构。 
从直觉判断，如果一个多项式的因式最少，那么它便是最简单的多项式。从而它在研 
究 KDr] 的结构中将起基本建筑块的作用。由于 K 中任一非零数是 K[:r] 中任一多项式 
的因式，又 /(*r) 的相伴元是 /(x) 的因式，因此因式最少的多项式应当是因式只有 K 中 
非零数和相伴元这样的多项式，即下面要研究的不可约多项式。 


一、 不可约多项式 

定义1 对于 KDr ] 中一个次数大于0的多项式 / Cr ) 来说，如果它在 K [ x ] 中的因式 
只有 K 中的非零数和/(工)的相伴元，那么称/(工)_数域 K 上的一个不 可约多 项式； 否 
则称 / U ) 是可约的。 ' 

不可约多项式在研究数域 K 上一元多项式环 K [ x ] 的结构中起着基本建筑块的 
作用。 

定理 1设 / >( x ) 是 K [: r ] 中一个次数大于0的多项式，则下列命题 等价： 

(1) fU ) 是不可约多 项式； 

(2) V / U ) GK ：|>] ，有 />(: r )|/(: r ) 或 （/?(> r )，/(: r )) = l ; 

(3) 在 KTx ] 中，从 p ( x ) | /( jr ) g "( j ：) 可推出 

p ( x ) I /(: c ) 或 p { x ) I g { x ) ； 

(4) M ： r ) 不能分解成两个次数较低的多项式的乘积。 

上述是分别从因式的角度、从与任一多项式的关系的角度、从整除关系的角度，以及 
从因式分解的角度对不可约多项式的刻画。 

证明 （1)=>(2):设 pU ) 不可约。任取 / U ) GK [ x ]， 由不可约多项式的定义得 

, fix )) — p { x ) 或 （/)(： c ) ，/0)) = 1. 

从而 pix ) I ( p ( X )，/( X )) 或 >( X ) 与 /( X ) 互素。对于前者，由整除关系的传递性得 
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出， pix ) | /(x) 。 

(2) =>(3):若{(工)>/(工），则据已知条件得，与 /(x) 互素。于是据互素的性 
质 1，从 p ( x ) I /(x)g •(: C) 可得出 p { x ) I gO) 。 

(3) =H4): 假如 (x) = A (x) /) 2 (*r) ，其中 deg piix ) <deg /? ( jc) ， f = 1 ， 2 。则 
p(:) I pi (x)/?2 (x) 。由已知条件得， />(x )|/? i(x ) 或 />(工）|/>2(工）。从而 deg p ( jc )^ 
deg /^(x) 或 deg />(x)<deg / > 2 (x) ，这与所设矛盾。因此 p (: c) 不能分解成两个次数较低 
的多项式的乘积。 

( 4 ) =>(1):任取 />&) 的一个次数大于0的因式 g ( x )， 则存在[: r ]， 使得 

/>( X ) (: C ) 。于是 

deg p { x ) = deg A(x) + deg gix ), 

由已知条件得， deg g(x) = deg fO)。 从而 deg/Kx) =0,即 /i(x) = K* 。于是〆 :c) = 
cg { x ) 0 因此 g(x) 〜〆 x)， 这证明了〆: c) 不可约。 ■ 

从上述的命题 （3) 与不可约多项式的定义等价，运用数学归纳法可证 得：在 K[x] 中， 
如果 c) 不可约，且 

M 工 ）I /l (工)/2 (工）…//工） ， 

那么 p { x ) | f } ( x ) ，对于某个 j G { 1，2，…。 

从上述的命题 (4) 与不可约多项式的定义等价，立即得出， K[x] 中一次多项式都是不 
可约的。 


二、唯一因式分解定理 

从不可约多项式的等价条件 (4) 猜测有下述定理 2 ， 它揭示了数域 K ： 上一元多项式环 
KO ] 的结构。 

定理 2( 唯一因式分解定理） K [ x ] 中任一次数大于0的多项式 /( x ) 能够唯一地分 
解成数域 K 上有限多个不可约多项式的乘积。所谓唯一性是指，如果 /( x ) 有两个这样 
的分 解式： 


/( X ) = A (工）/) 2 (工）…久（ X ) = ^(工）？“：!：）…^：*：)， (1) 

那么一定有且适当排列因式的次序后有 

pi(x) 〜 q { (jc) , i = 1,2 , ••• ,5. 

证明 先证可分解性。对多项式的次数〃作第二数学归纳法。 

当 《=1 时，由于一次多项式不可约，因此命题为真。 

假设对于次数小于9的多项式命题为真，现在来看〃次多项式 / U )。 若/( I )不可 
约，则命题显然为真。若/( I )可约，则据不可约多项式的等价条件 （4) 得，存在 /,(: r)G 
/<"|>]，〖=1，2，使得 

fix) = fi (x) f z (x) » deg fi(x) < deg fix) » f = 1,2. 

根据归纳假设 ，/! U ) 和 / 2 ( x ) 都可以分解成数域 K 上有限多个不可约多项式的乘积。 
从而 /(： r ) 可以分解成 K 上有限多个不可约多项式的乘积。根据归纳法原理，对一切正 
整数 n ， 可分解性命题为真。 

现在证唯一性。假设 /( x ) 有两个这样的分 解式： 
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fix ) = 九（： 1 ：)/) 2 (： 1 ：>“久（工 ）= qi { x ) q 2 ( x ) ••• g , ( x ) , (2) 

其中 AU )，<?,( x ) 都是数域 K 上的不可约多项式， f = l ，2, …，…‘ =1，2,…山我们对第 
一个分解式中不可约因式的个数 s 作数学归纳法。 

当5=1时， /( x ) = R ( x )， 则 /( x ) 不可约。由于不可约多项式的因式只有其相伴元 
和零次多项式，因此从仍 （ 工 ）I f (工)得 ， Qi ( x ) 〜/(工）。从而 f { x > >= cq l ( jc ) K * 。因此 

艺 = 1，且 pi ( x ) 〜化（工）。 

假设/( X )的第一个分解式中不可约因式的个数为 5-1 时唯一性成立。现在来看不 
可约因式的个数为 S 的情形。 

由 （2) 式得，九（ X ) Iw ( x ) q 2 ( jo )-- q t ( x ) o 由于 々 i O ) 不可约，因此 九 （ x ) 必能整除某 
个&(工）。不妨设户1 ( X ) ( X )。由于 giO ) 不可约，因此/^(工）〜^。）。从而叭（工）= 

a /?1 (： r )， 其中 a ^ K * 0 于是从 (2) 式两边消去 pjx )， 得 

pz ( x )***/> s ( x ) = a q 2 ( x ) *^ q t ix ) 

根据归纳假设，有 s — l = i _ l ， 即 s = G 且适当排列因式的次序之后，有 

pi ( x ) 〜 qi ( x ) , i — 2 , ••• 

从而有 /?, (工）〜 <?, ( x)，z = l ，2 ， …山 

根据数学归纳法原理，唯一性得证。 

从唯一性的证明中可以看出，/( I )的任一不可约因式一定与/( X )的分解式中某一 
个不可约因式相伴，因此 /( x ) 的分解式给出了其全部不可约因式(在相伴意义下）。 

研究 K [ x ] 的结构的途径 如下： 



整除关系 


次数备 


带余除法 
次数 | ~ 
最大公因式 


互素 


不可约多项式- 



不能分解成两个 
次数较低的多项 
式的乘积 




唯一因式分解定理 


K [_ r ] 中次数大于0的多项式 / Or ) 的标准分解 式为： 

/( x ) = ap{i ( x ) p 1 ^ ( x )-- p 1 / ( x ) , (4) 

其中 a 是 / U ) 的首项 系数; 九 （ x )，/> 2 ( x )， …， A ( x ) 是 K 上两两不等的首一不可约多项 
式 ;々>0，/= l ，2， w ， s 。/( i ) 的标准分解式是 K [ x ] 中有关乘法的第四个重要等式，用处 
很多。 

如果知道 K [ x ] 中两个次数大于0的多项式 /( x )， g ( x ) 的标准分 解式： 

fix) = ap[^ ix)p l i ( x ), 
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g ( x ) = bp \^ { oc ) p r ^ {工、 … p r # ( x ) 的（: c ) …於 （ x ) ， 

那么 

(/( x )， g ( x )) = pr {l ^ r ^ } ( x )- pT {1 ^ ix ) ^ (5) 

[/(工），发(工)] = K ax{W (工） 二 1 U )- pHx ) q ； ( x )- g ；( x ). (6) 

(5) 式成立的理由 ：显然 （5) 式右端的多项式的乘积 dU ) 是/( I )与 g ( x ) 的一个公因 
式。任取/(工)与 gU ) 的一个次数大于 0 的公因式 c ( x ) ， 在 c ( x ) 的标准分解式中任取一 
个不可约因式 w ( x )。 由于 u ( x ) |/( x ) 且 u ( x ) IgO )， 因此 M ( X ) 等于某个九 （ J ：)， 其中 

并且 iKx ) 在 c ( x ) 的标准分解式中的幂指数不超过于是得出， 
c ( x ) \ d { x ) o 这证明了 d ( x ) 是 /( J ：) 与 g ( j ：) 的最大公因式。 

利用 7. 3节的例10的结论和 （5) 式可以得出 （ 6 ) 式。 

在整数环 Z 中也有唯一因子分解定理，下面列举出有关概念和结论。 

定义 2 — 个大于 1 的整数 m ， 如果其正因数只有 1 和它自身，那么称 m 是一个素 

数; 否则称 m 是合数。 

素数在整数环 Z 的结构中起着基本建筑块的作用。 

定理 3设 f 是大于1的整数，则下列命题 等价： 

( 1 ) />是素数； 

( 2 ) 对任意整数〜都有或 (/>， a ) = l ; 

(3) 在 Z 中，从可推出/?|< 2 或 p | 6 ; 

(4) > 不能分解成两个较小的正整数的乘积。 

素数的等价条件 (3) 可推广 为：若 素数/>能整除一些整数^，^，… ，化 的乘积，则 p 
能整除其中的一个。 

定理 4( 算 术基本定理） 任一大于 1 的整数 a 都能唯一地分解成有限多个素数的乘 
积。所谓唯一性是指，如果 a 有两个这样的分 解式： 

a = p\p2-"ps = q\qz … 

那么 s = 且适当排列因数的次序后，有 

pi = qi ， i = 1 ,2,*" ,5. 

算术基本定理揭示了整数环 Z 的结构。 

任一大于 1 的整数 a 的标准分解 式为： 

a = p\ 1 p7 

其中 pi ， p z ， …， p m 是两两不等的 素数; r , 是正整数， z _ = l ， 2 , …， m 。 

在 Z 中，设 

a = p r \ p7 ， 

b = p \' Pi 2 …户 St … 4 ， 

则 

( a ，心） = 々 min < r i ， V 々 min { r 2， V „. p min { vV ， 

[ a ,«= … f " A3 .« 心 … 
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7.4.2 典型例题 

例1 设 /(dGKDr]， 且 deg/U)>0。 证明下列命题 等价： 

(1) /(工)是 KDr] 中某一个不可约多项式的方幂； 

(2) V gioc ) 6 K [: r] ，有 { fix ) ，gO)) = 1，或者 /(x) \ g m (x) 对于某一个正整数 m; 

(3) V gix ) 9 h ( jc ) 6 K[x] ，从 /(:c)|^：(:r)/i(jr ) 可以推出 /(了）丨尽 （:c) 或者 fix ) | 
/T (x) 对于某一个正整数 m。 

证明 （1) =>(2) : 设/(了) = /(工），其中 pU ) 不可约， Z 6 N * 。任取 g (: c ) eKDr ]， 据 
定理 1，有 （/)( X )， g ( o :)) = l 或户（：1：)|片(：1：)，于是（户 / 0)， g ( X ) ) = 1 或 〆 （ X ) I 尽 z ( X )。即 
(/(• r ) ，尽⑴ ） =1 或 fU )\ g l U ) 0 

(2) =>(3) : 设/(工）丨总(工）/1(工），如果\/讲€1^都有 /(：r)Vr (X)，那么据命题 （2) 

得， （/(x)，/^^：)):：^ 从而 /U) 丨 g(x)。 

(3) ==>(1):假如 /(x) 不是某一个不可约多项式的方幂，则 /(x) 的标准分解式为 

fix ) = ap \^ ix ) p L i ( x ) (x), 

其中 :? >2。取 g ( x ) = a p[ l ( x ),/ i ( x ) = p 1 ^ ( jc ) mmm ( x )， 则 从而 

/( x ) I g ( jo ) h ( jr ) ，据命题 （3) 得， / O ) | g (: c ) 或者 fix ) 对于某一个正整数 m ， 从而 

deg fix ) ^ deg g*(x) 或 p x ( x ) \ p l ^ m p) m ix ) , 

前者是不可能的。后者推出九 （ i ) 丨 p ,(: r ) 对某个 je {2，一， s }。 由于九 （ x ) 不可约，因此 
九（ X )〜九（ X )。由于它们的首项系数都为1，因此矛盾，所以/( X )是某 

一个不可约多项式的方幂。 ■ 

例2 在尺|>]中，设(/，&) = 1，£=1，2，证明： 

(/《I，尺2)= (尽1，貧 2). 

证法 一 设 gi (* r ) ，尽 2 (工）的标准分解式为 

( jc ) = biq ^ ( jo ) …办 ( a :) qJ + 1 ( x ) • • • 的 ( i ) ， 
gz ( jc ) = b 2 q\ l ( jo ) •••☆ ( x ) w ? 5 ( x ) • • • u e „ n ( jc ). 

由于（/，&) = 1，纟=1，2，因此/(:0的标准分解式为 

fix ) = ap 1 ^ ix ) p 1 ^ ( x ) ***/)/ ( x ). 

其中久 ( x) (f = 1 ， 2 ，…， s) 在 gi (:r)，g 2 (工）的标准分解式中不出现。 

于是 

( fgi . gz ) = # in …’屮 （ x ) … C 匕〜=(&，&)• ■ 

证法二显然，若 q ( X ) | 幻（: T ) 且 C 〗 （ X ) | 貧 2 O ) ，则 Q (工 ）I f \ x ) g ' (: C ) 且 Ci (工） | g 2 (工） 。 
反之，若 c 2 U )|/( x ) a ( x ) 且 c 2 (: r )| 沿 （: T )， 由于 （/必）=1，；=1，2，因此（/，尽 1 沿）=1。 
于是存在 u { x ) ^ vix ) G K [： C ] ，使得 u { x ) f { x )+ vix)gi ( x ) g 2 ( jo ) = 1 o 从而 

u ( x ) f { x)gx ( x ) + v ( x ) g \ ( x ) g 2 ( x ) — gi ( X ). 

因此 C 2 (- r ) \ gi ( x ) 0 由上述推出， （/ 尽 1 ， g * 2 ) = ( gl ， g2 )。 ■ 

例 3 设 /( j ：)， g (* r ) G K [ j :] ，其中 gO )+ 々尹 0。证 明：对 任意给定的正整数 

W， 有 
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gix) I 广（工 ）< > g(x) I fix). 

证明 充分性是显然的。下面证必要性。由于一次多项式 g ( x ) = ；Lr + 6， U 关 0) 是 
不可约的，因此从 g ( x )| 广 （ x ) 可推出 g ( x ) |/ U )。 ■ 

点评： 从证明过程可以看岀，只要尽(工)是 K 上不可约多项式，就有 

g(jc) I (x) < - -> g{x) I fix). 


习题 7. 4 

1 . 证明下列多项式在实数域上和有理数域上都不 可约： 

( 1 ) x 2 +1 ； (2) x 1 +x +1. 

2 . 分别在复数域、实数域和有理数域上分解下列多项式为不可约因式的 乘积： 

(1) x 4 +1 ； (2) jc 4 +4. 

3. 证 明：在 K [ x ] 中， 〆 （ x ) I 尸 U ) 当且仅当 gU )\ fix 、。 

4. 证 明：在 iC [ x ] 中，对任意正整数 m 有 

5. 设 m 为正整数， 

(1) 在 R |>] 中， : r 4 + m 是否可约？如果可约，试写出它的标准分 解式； 

(2) 在 Q [ x ] 中，求出 x 4 + m 可约的充分必要条件；当 P + tw 在 Q 上可约时，写出它 
的标准分解式。 

7. 5重因式 

7.5.1 内容精华 

唯一因式分解定理揭示了数域 K 上一元多项式环的结 构：每 一个次数大于0的多项 
式/(工)都可以唯一地分解成有限多个不可约多项式的乘积。在/( I )的标准分解式中， 
如果一个不可约因式九 （ x ) 的幂指数为，那么自然可以把九（: r ) 叫做/( I )的6重因式。 

此时/^(1 )1/(工），但是/^ + 1 (工)>/(^)。由此引出下述 定义： 

定义1 KO ] 中，不可约多 项式 〆 I )称为 / U ) 的 fc 重因式，如果 I / U )， 而 

// +1 (上外/(工）。 

在上述定义中，如果6 = 0,那么 p ( x ) 不是/(工）的 因式； 如果（ = 1，那么称 pU ) 是 
/( x ) 的单 因式； 如果々>1，那么称 />( x ) 是 / U ) 的重因式。 

显然，如果 /( x ) 的标准分解式为 

fix ) = （工）/4 2 ( x ) … 〆 /(工）， （1) 

那么九（: c ) 是 /( a :) 的 Z , 重因式， i = l ，2, …， h 在 （1 ) 式中如果那么称 
/ U ) 没有重因式。 


7.5 重因式 
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如何判别一个多项式有没有重因式呢？由于没有一般的方法求一个多项式的标准分 
解式，因此我们必须寻找别的方法来判断一个多项式有没有重因式。下面先看一个简单 
的例子。 

设 / u ) = u + i ) 3 gr [： t ]， 显然 / u ) 有重因式 x + i 0 如果把 / u ) 看成多项式函 
数，那么对 / U ) 可以求导数，得 /( x )- 3 ( x + l) 2 0 于是 

(/(• r )，/'(: r )) = ( x +1) 2 . 

由此受到启发，有可能运用导数概念以及求最大公因式的方法来讨论一个多项式有 
没有重因式的问题。我们模仿实变量多项式函数的求导公式，对于任意数域 K 上的一元 
多项式给出导数的 定义： 

定义 2 对于 K [: r] 中的多项式 


— a n *r ” + a „~\ a\X , 

我们把多项式 

n a n x n ~' x + (n — 1 ) a „- ix ,r_2 + …+ a ： 

称为 /(* r ) 的导数（或一阶导数），记作 / U ) 0 

/ U ) 的导数叫做 / U ) 的二阶导数，记作/〃(^);/"( 1 )的导数叫做 /( x ) 的三阶导 
数，记作/ 〃(: T )， 等等。 /( X ) 的々阶导数记作/ ⑴ （: C )。 

从定义 2 立即得出，一个”次多项式的导数是一 个”一 1 次多 项式； 它的〃阶导数是 
K 中一个非 零数； 它的 n + 1 阶导数是零多项式。零多项式的导数是零多项式。 

根据定义2,通过直接验证，得 

[/( x ) + 尽 ( x )]’= f ix ) + g ix ), 

[c f ( x)y = c /’( jc )， c ^ K , 

[/(工)兒(工)]' = ( jc ) g ( x ) +/( x ) g / ( x ), 

[广 （ x )]’ = m / m — 1 ( x ) , m ^ N * . 

从前面的例子 （/( i ) 二 （1+1) 3 ，/(^) = 3(1十1) 2 )受到启发，猜测且可证明有下述 
结论： 

定理 1 设 K 是数域，在 K [ x ] 中，如果不可约多项式 pU ) 是 fix ) 的一个 kik ^ l ) 
重因式，那么/ >( X ) 是/( X )的一个々一 1 重因式。特别地，/(^)的单因式不是/( X )的 
因式。 

证明 由于 p (: r ) 是 / U ) 的々重因式，因此存在 [: r ]， 使得 

fix ) = p k ix ) g { x ) , /?( x ) ^ g ( x ). 

于是 

f { x ) = kp k ~ l ( x ) p f ix ) g { x ) + p k { x)g ( x ) 

= p ^ 1 ix )[_ kp f { x ) gix ) + p { x)g ( x )]. 

由于々/ 0 ，户( 1 )>//( 2 )，户(工) 1 ^( 0 ：)，且 v & Cr ) 不可约，因此 

pix ) ^ kp f ix ) gix ), 

从而/ >(: c ) 卞 [ Ap ' CaOgXx )+/)( X ) 〆 （:*:) ]。因此 / Kx ) 是 / ( x ) 的 々一 1 重因式。 ■ 

推论 1 设尺是数域，在 K [ x ] 中，不可约多项式 / K * r ) 是 / U ) 的一个重因式，当且仅 
当 〆 工)是/( X )与//( X )的一个公因式。 
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证明 必要性。设不可约多项式 〆 x ) 是 /( x ) 的一个々重因式4>2)，则据定理1 
得， 〆 x ) 是 /( x ) 的 ^-1 重因式(々一1>1)，因此 /> U ) 是 / Cr ) 与 /( x ) 的一个公因式。 

充分性。设不可约多项式 PU ) 是 / U ) 与 / Or ) 的一个公因式，则据定理1得 ，〆 X ) 
不是 /( x ) 的单因式。从而 Mx ) 是 /( x ) 的重因式。 ■ 

从推论1立即 得到： 

推论 2 设 K 是数域，在 K [ x ] 中，次数大于0的多项式 /( x ) 有重因式当且仅当 
/( x ) 与/( X )有次数大于0的公因式。 ■ 

从推论2立即 得到： 

推论 3设 K 是数域，在 K [ x ] 中，次数大于0的多项式/( I )没有重因式当且仅当 
/( x ) 与 /( x ) 互素。 ■ 

推论3表明，判断数域 K 上一个次数大于0的多项式/( I )有没有重因式，只需计算 
(/ U )，/ U ))。 而求最大公因式有统一的 方法： 辗转相除法。因此，我们可以用统一的 
方法——辗转相除法来判断一个多项式有没有重因式。 

由于在数域扩大时，两个多项式的互素性不改变，一个多项式的导数也不改变，因此 
从推论3立即 得到： 

推论 4 设数域 F 包含数域 iC ， 对于 K [ x ] 中次数大于0的多项式 / U )，/( i ) 在 
KDr ] 中没有重因式当且仅当 / U ) 在 FDr ] 中没有重因式。即/(工）有无重因式不会随数 
域的扩大而改变。 ■ 

一个多项式如果没有重因式，那么它的结构比较简单，便于研究其性质。如果数域 
K 上次数大于0的多项式 /( x ) 有重因式，我们可以想办法求出一个多项式 g U )， 它与 
/( x ) 含有完全相同的不可约因式（不计重数），但是没有重因式。如何求这个多项 
式 g ( x ) 呢？设 

fix) = ap[ l (*r)/4 2 (JT) …〆 1 (J：) ， 

其中 AU )， 九 （ x )， …，久(: c ) 是两两不等的首一不可约多项式。据定理1得 

/’( 工） = 夕 ; 1 1 1 {x)h{x ) , 

其中 / Kx ) 不能被任何 A U ) 整除“=1，2,…0。于是 

(/(X) ， /’(x) ) = (x)p’ 2 2 1 ( 工 )… p: J 1 ( 工） 

因此用 （/ u )，/ U )) 去除 / U ) 所得商式是 

a pi { x ) p 2 ix ) ••• p s ( x ) , 

这就是我们要求的 gU )， 它没有重因式，且与 /( x ) 含有完全相同的不可约因式（不计重 
数）。这表明去掉/( I )的不可约因式的重数的方 法是： 先用辗转相除法求出 /( x ) 与 
/'( JC ) 的首一最大公因式 (/( J ：)，/'( x )) ，然后对 /( x ) 与（/( X )，//(^))做带余除法，所得 
商式即为所求的没有重因式的多项式。 

7.5.2 典型例题 

例 1判断下述有理系数多项式有无重因式。如果有重因式，试求出一个多项式与 
它有完全相同的不可约因式（不计重数），且这个多项式没有重因式。 


7. 5 重因式 
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/(x) = x' 6 x 2 — 16x + 20. 

解 (x) = 3x 2 + 2x — 16. 

用辗转相除法求出 （/( x )，/(: r )) 二 x — 2 。因此 / U ) 有重因式。 

用（/( X )，/'(^:))去除/( X )，所得商式为: c 2 +3x— 10, 它没有重因式，且与 /( JC ) 有完 
全相同的不可约因式（不计重数）。 

例2求例1中的多项式 /(: r ) 在 QDc ] 中的标准分解式。 

解例 1 中已求出用 X — 2 去除 /(*r) 所得商式为 x 2 +3x— 10, 余式为 0, 因此 

( x 2 +3x—10) (了 一 2) 

= (j ： + 5) (x — 2) 2 . 


例3 设 K 是数域，在 KU ) 中， /( x )= x 3 十 m 十6,求 /( x ) 有重因式的充分必要 


条件 


解 f ix ) = 3 x 2 + a . 

设 a 弇0,用辗转相除法求 / U ) 与 / U ) 的最大公 因式: 


h 2 ( jc ) — 3 x — 


9 h 

2 a 


/'( 工） 

3x 2 +a 

3x 2 x 

la 

3/(x) 

3x 3 +3ax + 36 

3jt 3 ~\~ax 

9 b , 

— o X 十 a 

Za 

9 b 27 b 2 

2a 4 a 2 

r x ( jc ) = 2ax+ 3 办 

0 r ] ( x ) — x+ 0 
la la 

仏 3 傷 2 

2C ) 4a 2 


hi ( jt ) 


x 


/(x) 有重因式 <=>4a 3 +276 2 -0. 

当 a = 0 时，上述结论仍然成立。 

例 4 /CDr] 中， /Cr) 的次数大于 0, 令 

g(x) : — fix + 6),6 G K. 

证明 ： /( I )在 K 上不可约当且仅当尺（ I )在 K 上不可约。 

证明充分性。易知 deg gU) = deg /( X )。 假如 /(x) 在 K 上可约，则在 K[x] 


中，有 


fix ) = /,(^)/ 2 (^), deg /,( x ) < deg / U)，f = 1,2. 

x 用 x 十 6 代入，从上式得 


fix - \- b ) ~ 

令 g t ( x ) :=/,(x + 6)， 显然 deg gl ( x)=deg 于是在 K [ x ] 中，有 

g ( x ) = g \ Cx ) g 2 ( x)，deg g t ( x ) deg g ( x ) = 1，2. 

这与 g (： c ) 在 K 上不可约矛盾，因此 f ( x ) 在 K 上不可约。 

必要性。$用: r — 6代入，则从 g U)=/(*r + 6) 得 gU — 6) = /( x )， 从充分性证得的 
结论知，如果 f ( x ) 在 K 上不可约，那么 g (: c ) 在 K 上不可约。 ■ 



例 5 K [ x ] 中， /( x ) 的次数大于0,令 

gix ) - = fix + 6). 

证明： /( X ) 有重因式当且仅当 g (: T ) 有重因式。 

证明设 /( Z ) 在 K [ Z ] 中的标准分解式为 

fix ) — ap 1 ^ (. r ) p l { ( x ) ( x ). (2) 

工用 代人，从上式得 

fix + 6 ) = ap[ l (jo + b 、 p l { ix b ) • • • p 1 / (x + 6 ). 

令 g , U ) = AU +6) ，纟=1，2,… ， s 。 由于 A (* r ) 在 K 上不可约，因此据例 4 得，％ ( x ) 在 K 
上也不可约， f = l ，2, … ， s 。 于是 g ( ar ) 在 KDr ] 中的标准分解式为 

g ( x ) — aq 1 ^ ix ) q l i ix ) ( x ). (3) 

/( x ) 有重因式«=» (2) 式中有某个 ~>1 

<=> (3) 式中有某个/,>1 

<^=> g (* r ) 有重因式。 ■ 

例6设 K 是数域，在 K [: r ] 中， 

fix ) = x z + a 2 Jr 2 + a : x + a 0 . 

求 /( i ) 有重因式的充分必要条件。 


解令 gix ) 

= ( x- f ) 3+az ( x_ f ) 2+al ( x_ f ) +a ° 

= x 3 十 (A — yai jx + ^ a 2 — ^~^- + a 0 . 

运用例 5 和例 3 的结论得， /(* r ) 有重因式当且仅当 

0=4 卜厂 jd ) 3 + 27(^_^ i +ao ) 2 

= Aala 0 — a \ a \ —- I 8 a 2 aia 0 + 4 a ? + 27 a 2 0 , 

点评： 研究数域 K 上的 3 次多项式没有重因式的充分必要条件是有实际应用的。例 
如，在密码学中，可以利用平面上的下述 曲线： 

y 2 =: c 3 + aj ：+6, 其中 4 a 3 + 27 b 2 ^ 0, 

来建立公钥密码体系。据例3的结论知道，这里关于的条件正是3次多项式 fU ) = 
x ^ ax + b 没有重因式的充分必要条件。 

例7 证明： QDr ] 中的多项式 

fix ) = 1+工 + ^ 7 +“. + ^7 

I ! n ! 

没有重因式。 

证明 /' (工） = 1十工+ ••• 十 , i ^ > 

(w—1) ! 

于是 / U )=/'(： r ) + $。 据 7. 3节例3的结果得 

n ! 


7.5 重因式 
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(/( 工）， /’（ I )) 


(， 


(X) + —JC 


nr %/U) ) 


& ， /( 工 ) 


n 


X 


n 


由于 ' 的不可约因式 只有工 (不计重数），而: 4/(1)， 所以 
n ! 




从而 （/U)，/(x)) = l 。 因此 / U) 没有重因式。 ■ 

例 8 设 K 是数域，证 明： 中一个 n 次（〃>1)多项式 /(：r) 能被它的导数整除的 
充分必要条件是它与一个一次因 式的〃 次幂相伴。 

证明充分性。设/(工）=奴^+6)”，则 

/'(jc) = wa (cr + 6) n — 1 c'. 


从而 /(x )|/( x ). 

必要性。设 /( X )|/ U)， 则 （/(X)，/(：T)) 二 c/U)， 其中 C - 1 是/( I )的首项系数。 
由于用 （/U)，/(x )) 去除 / U) 所得的商式 g(:r ) 与 /(: r) 有完全相同的不可约因式（不计 


重数），且没有重因式，因此 

fix ) = cgix) /’(X). 

由于 deg fix ) =n,deg /’ （: c) = n— 1，因此总 (: r) = a (: c + 6). 

从而 /( x ) = a(x 十 6)". ■ 


习题 7 . 5 


1. 判别下列有理系数多项式有无重因式。如果有重因式，试求出一个多项式与它有 

完全相同的不可约因式（不计重数），且这个多项式没有重因式。 

(1) fix ) = x 3 — 3 x 2 + 4； (2) /( jc ) = x 3 +2 x 2 — Hj : — 12. 

2. 对于第 1 题中有重因式的多项式 /( x )， 求出它在 Q [: r ] 中的标准分解式。 

3. 在 Q [* r ] 中， /( j :) = j : 3 — 3 jc 4 +2 jt 3 ~\~2 x 2 — 3 x + l 。 

(1) 求一个没有重因式的多项式 g ( x )， 使它与/( I )含有完全相同的不可约因式（不 
计重数）； 

(2) 求 /(: c ) 的标准分解式。 

4. 举例 说明： 在数域 K 上的一元多项式环 K [: r ] 中，一个不可约多项式 />( x ) 是 fU ) 
的导数 /' U ) 的 k ~ l 重因式 a >2) ，但是 p (: r ) 不是 /( x ) 的6重因式。 

5. 设 K 是数域，证 明：在 KDr ] 中，若不可约多项式/>(工）是 / U ) 的导数/'( I )的 
々一 1重因式（々>1)，并且 Mx ) 是 / O ) 的因式，则 po ) 是 / O ) 的&重因式。 

6. 设 K 是数域，证 明：在 K [: r ] 中，不可约多项式/ >( x ) 是/( I )的々重因式（6>1)的 
充分必要条件 为：/ > U ) 是/(尤），/'(:^»,/ < 卜 1) (0：)的因式，但不是 / w (* r ) 的因式。 

7. 设 K 是数域。在 K [>] 中， /( x ) 如下所述，求 /( x ) 有重因式的充分必要条件。 

(1) f ( x )= Jo 4 -\- ax 2 -\~ b ； (2) /( x ) = x 4 ~\~ cx + d ； (3) f ( x )= x A -\~ cx 3 - i rd . 


蠡 



7.6 多项式的根，复数域上的不可约多项式 

7 . 6.1 内容精华 

唯一因式分解定理揭示了数域 K 上一元多项式环 K [ x ] 的结 构：每 一个次数大于0 
的多项式都可以唯一地分解成有限多个不可约多项式的乘积。下一步的任务就是要决定 
中的所有不可约多项式。由于一次因式都是不可约的，因此我们要进一步在次数大 
于1的多项式中寻找不可约多项式。次数大于1的多项式如果有一次因式，那么它是可 
约的； 如果没有一次因式，那么它可能是不可约的，也可能是可约的。于是次数大于1的 
多项式不可约的必要条件是它没有一次因式，但这不是充分条件。为此要研究 K [ i ] 中 
的多项式/( I )有一次因式的充分必要条件。首先研究用一次多项式 x - a 去除 /( x ) 得 
到的余式是什么样子。 

定理 1( 余数定理）在 K [ x ] 中，用去除 /(： r ) 所得的余式是 / U )。 

证明作带余除法，得 

fix) = h{x) ix — a) + r{x) , deg r(sc ) 〈 deg( x — a). 

若 r ( x ) 參0,则 deg Ki ) = 0, 记 r ( x ) = r ，其中若 r ( x )=0, 则可以把 r (: c ) 与 K 中 
的数 0 等同。总而言之，有 

fix) = hix){x — a ) + r , r K, (1) 

x 用 a 代人，从 （1) 式得， /( a ) = r 。 因此用 x - a 去除 /( i ) 所得的余式是 / U ) 。 ■ 

由定理1立即 得到： 

推论 1 在 K [ x ] 中 ，: r —a | /0)<=> /( a ) =0。 ■ 

从推论1看出，需要引进多项式的根的 概念： 

定义1设 K 是数域，尺是一个有单位元的交换环，且只可看成是 K 的一个扩环。 
对于/(^) G K [. r ] ，如果有 cG ■尺 ，使得 /( c ) = 0,那么称 c 是/ (： 1 ：)在 R 中的一个根。 

/( X )在复数域和实数域中的根分别称为复根和实根。若 /(： C )6 Q [: T ]， 则/( X )在 Q 
中的根（如果有的话）称为有理根。 

从定义1和推论1立即 得出： 

定理 2 (Bezout 定理）在 KDr ] 中 ，: r — a 是 /( x ) 的一次因式当且仅当 a 是 / U ) 在 iC 

中的一个根。 ■ 

于是， K [ x ] 中的多项式 /( x ) 有一次因式的充分必要条件是它在 K 中有根。如果 
x — a 是 /(* r ) 的々重因式（々>0)，那么称 a 是/( I )的灸重根 。当 k ^2 时， a 称为 重根； 当 
々=1时， a 称为 单根； 当6 = 0时， a 不是根。 

对于 K [ jc ] 中的次 ( n >0) 多项式 /( J ：) ，设 

f(sc) = a(jc — Ci ) ri ix — c 2 ) r2 •" (x — c m ) r ^p r ^l (jc) … p r ， (x ), 

其中，…，是尺中两两不等的 数；〜 +1 ( I ) ，… ，久 （: T ) 是次数大于 1 的首一不可约 
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多项式，它们两两不等；1，2，…，5。由于 r ! + r 2 +… + ，因 此有： 

定理 3 K [ x ] 中 n 次 （ n >0) 多项式 /(: r ) 在 K 中至多有 n 个根（重根按重数 
计算）。 ■ 

显然，当 n = 0 时，定理3也成立。 

从定理3 得出： 如果一个次数不超过 n 的多项式在 K 中有 n + 1 个根，那么它必为零 
多项式。由此立即 得出： 

定理 4 在 K [: r ] 中，设/( I )与 g ( x ) 的次数都不超过 〜如果 K 中有 n + 1 个不同的 
数 q ， c 2 ，… , C n + i ，使得 

/( c ,) = g ( c t ) , i = l ，2 "__，n + l , 

那么 /( JC ) 。 

证明设 "（ x ) = /( x )— 貧(工），则 degdeg/，deg 尽}由于 

h ( c t ) — /( c ,) — g ( c t ) = 0 ， i = 1 ， 2 ，…， 7? 十 1 

因此 / i ( x ) 在 K 中至少有 n + 1 个不同的根，而 deg / KjcX / z ， 于是 / i ( x ) =0。从而 fix ) = 

片 ( x )。 ■ 

定理4使我们可以把数域 K 上的一元多项式/(^)与一元多项式函数/等同看待。 
理由 如下： 

任意给定 /( i ) eK [ x ]， 可以得到 K ： 到自身的一个映射 /:a I ^- /( a ), V ^ eK 0 
这个映射/称为由多项式 /( I ) 诱导的 多项式函数， 也称为 1 C 上的一元多项式函数。 
把数域 K 上的所有一元多项式函数组成的集合记作 K p 。, ，在此集合中规定 

(/+g0(a):=/(a)+g(a )， V a G K , (2) 

(/ g )( a ) := /( a ) g ( a ) V a 6 K . (3) 

从 （2)、（3) 式可以看岀， /+ g ，/ g 分别是由多项式 

/i(x) = fix 、 + g ( sc ) , p ( x ) = f ( x ) g ( x ) 

诱导的多项式函数，因此 （2)、（3) 式定义了集合上的加法运算和乘法运算。易看出， 
零函数是 K pcjl 中的零元素，常值函数1是中的单位 元素； 易验证 K p[)l 是一个有单位元 
的交换环，称它为 K 上的 一元多项式函数环。 

定理 5 数域 K 上的两个多项式 /( x ) 与 g ( x ) 如果不相等，那么它们诱导的多项式 
函数/与 g 也不相等。 

证明 设 / U ) 关 g U )。 假如 /= g ，则 VaGiC ， 有 / u )= g ( a )。 由于 K 是数域，它 
有无穷多个元素，于是根据定理4得， /( x ) = gU )， 矛盾。因此/ 关心 ■ 

注意 ：定理 5 证明中的关键是 K 中有无穷多个元素。 

设 K 是数域，把多项式 /( x ) 对应到它诱导的多项式函数/，这是 K [ x ] 到的一个 
映射。显然它是满射；从定理5得出，这个映射是单射，从而它是双射。由于多项式 
/( d + Mz ) 对应的多项式函数是/+#，多项式 /( x ) g ( i ) 对应的多项式函数是 / g ， 因此 
这个映射保持加法运算和乘法运算。 

定义 2设尺和 V 是两个环，如果存在从只到尺 ' 的一个双射 〜它保 持加法和乘法 
运算，即对有 


aia + 6) = (j(a) + aib ) ， 
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aiab ) = aia ) aib ) , 

那么称 a 是环只到 V的一个同构映射，此时称环只与尺'是同构的，记作 R ^ R \ 

从上面的讨论立即得 到：设 K： 是数域，则 

iC [>] 兰 K poI . 

从而可以把数域 K 上的一元多项式/(工）（这是一个寧毕字）与数域 K 上的一元多项式函 

数/ ( 这是一个哼年 > 等同起来。 一’ 

由 Bezoutg- 立即得 到：在 iC[x] 中，: r-a 是 /U) 的一次因式当且仅当多项式函数 

f 在 a 处的函数值 /(a)=0。 这使得我们可以运用函数论的知识来研究数域 K 上的不可 
约多项式。 

现在来研究复数域上的不可约多项式有哪些。设 

f ( x ) — a n x n + …十 a! x + a。G C[x] 

^ deg fU )= n > 0 o 假如 /( x) 没有复根，则 Vz6C， 有 /( 幻关0。于是函数 


= 


f(z) 


的定义域为 C。 类似于实变量函数，复变量的多项式函数有导数，且复变量函数的导数与 
四则运算的关系，以及复合函数的求导法则，都像实变量函数那样，因此，中 U) 在复平面 C 
的每一个点处都有导数，此时称 0U) 在复平面 C 上解析。 

当 | Z |—+ CO 时， 10(2)1 的变化趋势 如何？ 我们有 


I f ( z ) | = | a n z n + a„-i z 7 ^ 1 ~h ••• + a ] 2 : + a 0 


^ I a„z n | —I 之 71-1 H - + ai z ： + a 0 I 

> I I 1 2 ： | n — ( I a^j I I 2 : I" -1 H - +1 a ： I I z | + 1 a。I )• 

直觉猜 测：当 kl 充分大时，有 

\ a n \ \ z \ n — C \ I I 2 ： l^ 1 H - +| a x \ \ z \-\-\ a 0 | ) > 0. 

为了论证这一猜测是真的，令 


M = max { I | ， …，| ai | , | a 0 | }. 

于是当 kl 一 1>0 时，有 

I a^i I I z I 旷 1 H - +1 a l I I 2 : | + | a 0 I ^ M( | 2 : | 0-1 H - +| 之 1+1) 


- M 



z_ 

z 


n 


从而当 I 2： 丨 一1〉0 时，有 



M I ^ 

z — 


Y ^ I 



Z I 1 -- 


M 

a n 


因此’当 + ，有 


I fiz) \ ^\ a n \ \ z \ n ~ ( \ I I z 卜 1 + … + | A I I z l + l a 0 I ) 

^> \ a n \ \ z \ n — M ^ I ~r ^ 0. 

z — 1 


于是，当 Ul ^1 + 


M 
\ a n I 


时，有 
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I 0( z ) 


f ( z ) | 


< 


n 


I n _(| 


rt — 1 


+ …+| a \ 


+ | a 0 I ) 


rt 


n 


0,当 I 




+ 


• • • 


Z 


+ 1 ^1 


T +1 a 0 


1 


n 


所以 


lim \0(z) I 

I 2 I -f-oo 


0. 


于是存在『>0，从 1 >0，使得当4|>『时，有 

I ^>(z) |<M } . 

显然少 U ) 在圆盘 U | 上连续。根据“有界闭集上的连续函数必有界（指它的 

模）”，因此中 U ) 在上有界，即存在 Af 2 >0, 使得当时，有 


步 （ z) |< M 2 


综上所述得， v ^ ec ， 有 


I 0(z ) 丨 < max{Mi ， M 2 }_ 

这表明 0( z ) 在复平面 C 上有界。 

根据复变函数论的 Liouvill 定理••在复平面 C 上解析且有界的函数必为常值函数，得 

O(z) = 6 ， V z ^ Cj 

其中6是某个非零复数，从而 

f ( z ) = V Z ^ C . 

b 


由此得出， /( a :) = |。 这与 deg / U )=”>0 矛盾。因此 /(: r ) 必有复根。于是我们证 
明了： 

定理 6( 代数基本定理） 每一个次数大于0的复系数多项式至少有一个复根。 ■ 
定理6被称为“代数基本定理”，是因为在19世纪以前求代数方程的根是代数学的最 
重要课题。这个定理的第一个严格证明是高斯 （ Gauss ) 于1799年给出的，后来他又给出 
了 4 个证明； Jordan、Weyl 等人也给过证明。 

由定理6立即得 到：每 一个次数大于0的复系数多项式都有一次因式。从而次数大 
于1的复系数多项式都是可约的。于是 得到： 

推论 2复数域上的不可约多项式只有一次多项式。 ■ 

定理 7 (复系数多项式唯一因式分解定理） 每一个次数大于0的复系数多项式在复 
数域上都可以唯一地分解成一次因式的乘积。 ■ 

据定理7,次数大于0的复系数多项式/(工）的标准分解式为 

fix ') = a(x — Ci )^ ( x — c 2 )^ 2 (x — c , )^ . (4) 

于是立即 得出： 

推论3 每一个 n 次 ( n >0) 复系数多项式恰有 n 个复根（重根按重数计算）。 ■ 

显然，当 w = 0 时，推论3也成立。 

至此我们完全决定了复数域上的不可约多项式（见推论2)，从而细化了复系数多项 


_ 
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式的唯一因式分解定理。 

利用复系数多项式唯一因式分解定理，可以得出数域 K 上的〃次 ( n >0) 多项式 /( x ) 的 
复根与它的系数之间的 关系： 

设 fix ) = jc n _ 1 / _1 十…十 a ! x 十 a 。 6 K [ a :]， n 〉0。 把 /(： c ) 看成复系数多项式， 

设它的 Z 2 个复根为^ ， Q ，…， G (它们可能有相同的），则/( I )在复数域上有因式 分解： 

fix ) = ( jc — C ] ) (x — c 2 ) *** (x — c n ). (5) 

把 （5) 式的右端展开，并且比较各项系数得 


= — + c 2 +•••+〜）， 


( 6 ) 


a^ k = (— D* 2^j … S ， 

1 < … 〈i 务 


a 0 = (— 1 ) n ci c 2 

公式 （6) 称为 Viet a 公式。 

* 复系数多项式唯一因式分解定理在 A - 矩阵的相抵的判定上也有应用。 

定义 3 设 A ( A ) 是 C [ A ] 上的 n 级非零矩阵， A ( A ) 的每个次数大于0的不变因子的标 
准分解式中出现的所有一次因式的方幂（相同的必须按出现的次数计算）称为 A ( A ) 的初 

等因子。 

从定义3可以看出，如果知道了 A ( A ) 的不变因子，那么可以唯一确定出 AQ ) 的初等 
因子； 反之，如果知道了 A ( A ) 的初等因子，也可以唯一确定出 A ( A ) 的不变因子。考虑到 
以后的应用，假定 A ( A ) 的秩为心于是 A ( A ) 的不变因子有 n 个。我们把 A ( A ) 的初等因 
子中同一个一次因式的方幂按降幂排列，并且当同一个一次因式的方幂不到个时，就在 
后面补上适当个数的1，以便凑齐77个方幂。于是有 

(A — Ai )* n » (A — Ai )^ 12 ? …， (A — Ai )夂" 

(A — Xz ) kzi 9 (A — Xz ) kzz -» …， (A — 乂2 ) 

(7) 

«♦# ••攀 

( A —— Ai )、 1 ， (A —— X s ) k -' z » …， ( A —— X s ) ksr, . 

由于 （7) 式中出现的一次因式的方幂（除去零次幂以外）就是 A ( A ) 的全部次数大于0的不 
变因子的标准分解式中的一次因式方幂，因此 （7) 式中的一次因式方幂应当分别属于 
A ( A ) 的各个不变因子。注意到 A ( A ) 的不变因子具有 性质： 

diCX) I d l+l (A ) ， i = 1 ， 2 ，…，? i — 1. 

因此尤 （ A ) 应当包含 （7) 式中每个一次因式的最高 方幂； 尤 - i a ) 应当包含 （7) 式中每个一 
次因式的次高 方幂； 如此下去。换句话说， （7) 式中第1列的一次因式方幂的乘积就是 
尤 （ A )， 第2列的一次因式方幂的乘积就是尤- JA )， …，第 n 列的一次因式方幂（可能是零 
次幂）的乘积就是 4( A )。 这样从 A ( A ) 的初等因子便唯一确定出了 A ( A ) 的不变因子。由 
此立即得出： 

定理 8 C [ A ] 上两个满秩72级矩阵相抵的充分必要条件是它们有相同的初等因子。 ■ 
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对于数域 K ： 上的 n 级矩阵 A ， 它的特征矩阵 ； U — A 是满秩的 n 级 A - 矩阵（因为 
| A /— Aj 关0)。由于 AJ — A 的 n 个不变因子的乘积等于 | AJ _ A | ，因此如果 |AJ — A | 在 
K [ A ] 中的标准分解式是一次因式方幂的乘积，那么 A 7- A 的每个不变因子在 K [ A ] 中的 
标准分解式也都是一次因式方幂的乘积。这时所有这些一次，因式的方幂（相同的必须按 
出现的次数计算）都是 A /— A 的初等因子。按照上面一段的讨论 ， AJ — A 的不变因子与 
初等因子互相唯一确定。因此与定理8—样，有下述 结论： 

定理 9 设是数域 K 上的《级矩阵，如果它们的特征多项式在 iC [ A ] 中都能分 
解成一次因式方幂的乘积，那么 Al — A 与 XI — B 相抵的充分必要条件是它们有相同的初 
等因子。 ■ 

今后我们把数域 K ： 上 n 级矩阵 A 的特征矩阵 AJ — A 的不变因子就叫做 A 的 不变因 
子。 如果 A 的特征多项式 | AJ _ A | 在 K [ A ] 中能分解成一次因式方幂的乘积，那么我们把 
XI - A 的初等因子就叫做 A 的初等 因子。 

设 A(A) 是 C[A] 上的 w 级满秩矩阵， A(A) 的初等因子比起不变因子较容易求出。 

定理 10 设 A(A) 是 C[A] 上的 n 级满秩矩阵，通过初等变换把 A(A) 化成对角矩阵， 
然后把主对角线上每个次数大于0的多项式分解成互不相同的一次因式方幂的乘积，那 
么所有这些一次因式的方幂（相同的按出现的次数计算）就是 A(A) 的初等因子。 

证明 设 AQ ) 经过初等变换化成了对角矩阵 GQ ): 

G ( A ) = diag % ( A )， A 2 ⑴，… ，/ i „ ( A )} ， 

其中每个心 （ A) 的首项系数为 1 。 设 A,(A) 的标准分解式为 

h t (X) = (A —A!) 〜（ A—A 2 )（A —d = l ， 2 ， .. ， n. 

若纪 （ A ) = l ， 则各个一次因式方幂的指数为0。现在把 G ( A ) 的主对角线上每个相同的一次 
因式方幂按递升幂次排列，使幂指数最高的方幂位于 （ W ， N ) 元，次高的位于0—1， 72—1) 元 
……这样得到的 A - 矩阵记作 L ( A )。 这时 L ( A ) 的主对角线上元素具有 （ f ， i ) 元整除 
G + l ， f + l ) 元的特点“=1，2,…， n — 1。如果能证明 G ( A ) 与 L ( A ) 相抵，那么 A ( A ) 就和 L ( A ) 
相抵，从而 L ( A ) 就是 A ( A ) 的相抵标准形，于是 L ( A ) 的主对角线上全部一次因式方幂就是 
A ( A ) 的初等因子，而 L ( A ) 的这些一次因式方幂正是 G ( A ) 的所有一次因式方幂。 

首先对 A — 的方幂进行讨论。考虑 G ( A ) 的相邻的两个主对角元其 

中 々 i *>々 i , 出。设 

, (A) — (A Ai) 々 1; gi(A )， 1+1 (A ) ~ C A Ai gi (A). 

其中 反 ; （ A) 与 A~Ai 互素 ， j = l ，2。 考虑两个二级对角 A- 矩阵： 

f (A _ Ai (A) 0 、 

Qi ( A ) = ， 

0 (A 一 Ai g 2 (A) 

< J 

{ (A _ Ai gi (A) 0 〕 

Q 2 (A) = h • 

0 (A 一 Ai ) kli g2 (A) 

显然 QJA ) 与 Q 2 ( A ) 的二阶行列式因子相同， Qa ) 的一阶行列式因子为 

( (A — Ai ) ku gi (A) ? (A — Ai g 2 (A) ) 

— (A Ai)* 1 . 1 . 4 * 1 ( 君 1( 又） ，尽 2( 入 ））• 

同理可求出 Q 2 (A) 的一阶行列式因子为 
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(A ⑴，釔 2 (A)). 

这表明 QJA) 与 Q 2 (A) 有相同的各阶行列式因子，因此它们相抵。通过每次调整主对角线 
上相邻两个多项式的 a — A !) 的方幂的位置，可以得到一个对角 A - 矩阵 GJA ), 它的主对 
角线上元素是按照 A—A: 的升幕排列的。据上述可知， G(A) 与 GJA) 相抵。 

现在对于仏“），考虑 A—A 2 的方幂，依次进行下去，最后便得到 L(A )， 从而 G(A) 与 
L(A) 相抵。 ■ 

设 A 是数域 K ： 上的 n 级矩阵，如果它的特征多项式 |AI —A 丨在 K[A] 中能分解成一 
次因式的方幂的乘积，那么可以按照定理10所讲的方法求出 A 的特征矩阵 AJ—A 的初 
等因子。 

前面指出，可以把数域 K 上的一元多项式与一元多项式函数等同看待。从而我们利 
用函数论的知识证明了代数基本定理，进而决定了复数域上的所有不可约多项式。现在 
我们反过来运用多项式的理论来解决函数论中的一些问题。定理 4 表明 ：数域 K 上一个 
次数不超过 n 的多项式，被它在 K 中的 n + 1 个不同元素的值所唯一确定。于是在实际 
问题中，如果变量 ^ 与变量 I 之间有确定的依赖关系（即函数关系），并且通过观测得到 
当： r 取 n + 1 个不同的值 c 。， ^ ， •••<„ 时的对应值为 A ， 4,… ，么，那么我们可以找一 
个次数不超过 n 的多项式 /U) ， 满足 /(^)=4，£ = 0 ， 1 ， _" ， 72 ，用多项式函数 7 = /(1 )来 
近似地描述 ^ 与 ^ 的函数关系。此时把这个多项式函数 ^ = /( 工)称为原来函数的 插值函 
数 ，或 插值多项式。 求插值函数的问题称为插值问题。下面介绍求插值多项式的一些 
方法 。. 

定理 11 设 c D ， d ， … ， c„ ，数域 K ： 中 72 + 1 个不同的数心， 4 ， "• ，尤 GK ：， 则 KDr ] 中 
存在唯一的一个次数不超过〃的多项式 /(I )，使得 


/(c t ) = d { , i = 0,1,2 , ,n. (8) 

证明 据定理 4 得，满足 （8) 式的次数不超过《的多项式 / Cr ) 如果存在，那么它是唯 
一的。现在来证存在性。 

先看一个特殊情 形：任 意取定；6{0，1，一，4，设 


d Q =…= di- x = = d n = 0 t 

如果存在一个次数不超过 n 的多项式 /, U )， 使得 

/, ( Cj ) = dj = 0, j ^ ii = di. 

那么 /, (X ) 有 W 个不同的根 C 。 ， C—i ,C i+ i ，…， 。由于 deg / t (*3 ： )<72, 因此 

/, (x) = (j: — c 0 ) •■- ix — Ci-i ) (x — c t+ i ) ••• (x — c„ ). 

由于 /,(c,)=A ， 因此由 （ 10) 式，得 


a , 



把 （11) 式代入 （10) 式，得 


_ d , _ 

C 0 ) … （ C, — Ch ) (C, — C i+ 1 ) (c, 


cj * 


/,(x) 


= d t 


(x 

( c , 


Co ) … （ J ： — Cj-i ) (jo — Cj+i ) ••• (X — c n ) 
Co ) *•* (c, — C i+ i )(C, — C,+ 1 ) (c, — c n ) 


(9) 

( 10 ) 

( 11 ) 


(12) 


显然 （12) 式给出的 AU ) 是次数不超过 《 的多项式，且满足 （9) 式。 
现在来看一般情形。令 
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n 


/(X) = y]dj 


0 


(x — C 0 ) — Cj^i ) (x — C , + 1 ) … (x — c n ) 

(€i - Co ) (Ci - Ci~i ) (c { - Ci+i ) (Ci — c n )' 


则 deg /( X )<；7, 且满足 


n 


/( Cj )= XX 


o 


(C) Cq ) ••• ( Cj C i ) ( Cj C ) … （ Cj — G) 


(c, — Co)*" {Ci — C^i )(Ci — Ci^i ) •••(<：, ~ c n ) 


d “ 


公式 （13) 给出的多项式称为拉 格朗日 （ Lagrange ) 插值公式。 

定理11中求插值多项式 /( x ) 还可以 用牛顿 （ Newton ) 插值 公式： 

/(X) = W 0 + Wi (x — Co ) + u z {x — Co ) (X — q ) + •• •十 

U n (x — Co ) (jr — Cl ) ••• (j ： — ), 

其中系数叫， A ，… ，… 可以通过把 X 逐次用 C 。，。 ，…， 代入而从 （14) 式求出 
定理11中求插值多项式/( I )还可以 用待定系数法 。设 


o 


fix ) — a n x n + a 


- \- a\x a 0 , 


(13) 


(14) 


(15) 


由于要求 /( C t )=< i ,，〗 = 0， l ，” •，/ 7,因此可以得到一个含未知数，(^^，…，<2。的72+1个 

方程组成的线性方程组，它的系数行列式是范德蒙行列式，这个行列式不等于0,因此方 
程组有唯一解。 


7.6.2 典型例题 


例1 在 Q [ x ] 中 ，/( x )=* r 3 —3: c 2 + a:c + 4。 求 a 的值，使 /(： c ) 在 Q 中有重根，并且 
求出相应的重根及其重数。 


解法一 


c 6 Q 是 / O ) 的重根 < > X — c •是 / O ) 的重因式 

<■ ■ ■> X — C 是 （ /(X) ，/' (X) ) 的因式。 


用辗转相除法求 （/( X )，/ U ))， 当 a 关3时， 
c 是 /(: c ) 在 Q 中的重根 

< > 4 a 3 — 9 a 2 +216 a = 0 (aG Q ) 且 — c 是工 + ^【士^ 的因式 

< - > a = 0 且 c = 2 0 

当 a = 3 时，（/(工），/'(尤））=1，从而 /(: r ) 没有重因式，因此 / U ) 在 Q 中没有重根 
综上所述， / U ) 在 Q 中有重根当且仅当 a = 0, 此时2是 /( x ) 的二重根。 

解法二 /(： r ) 在 Q 中有重根 

=> /(X) 在 Q [: T] 中有重因式 

< > 4*( — 3) 3 • 4_ ( — 3) 2 a 2 —18 • ( — 3) • a • 4 + 4 a 3 +27 • 4 2 — 0 


4 • a 3 —9 a 2 +216 a = 0 
a = 0 或 4 a 2 —9 a + 216 = 0( 舍去）。 


因此， / U ) 在 Q 中有重根的必要条件是 a 


o 


再看它是否为充分条件。当时， 


fix ) — jc 3 — 3 jo 2 + 4 = jc 3 — 2 x z — jc 2 + 4 = (x — 2) 2 ( a : + 1). 


因此/( I )在 Q 中有重根当且仅当 a = 0, 



是 / U ) 的二重根 


o 


_ 
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点评： 解法一具有普遍性，解法二是针对/(工）是三次多项式，利用了 7. 5节的例6 
中关于三次多项式有重因式的充分必要条件，从而变得比较简捷。 

注意： K |>] 中的多项式 /( x ) 在 K 中有重根的必要条件是 / U ) 在 KDr ] 中有重因 
式，但这不是充分条件。即，可能 /( x ) 在 K [ x ] 中有重因式，但是 / U ) 在 K 中没有重根。 
例如， Ql >] 中， /( x ) = ( x 2 — 2) 2 有二重因式： r 2 — 2,但是 /( x ) 在 Q 中没有根，当然也就没 
有重根了。当 K ： 是复数域时， C |>] 中的多项式 / U ) 在 C 中有重根当且仅当 / U ) 有重因 
式。 

例2设 K 是数域，证 明： K [ x ] 中两个次数大于0的多项式没有公共复根的充分必 
要条件是它们互素。 

证明设 / u ) ki >] ，则 

/( X ) 与 g (: T ) 有公共复根 

<==> /(* r ) 与 g ( x ) 在 C |>] 中有公共的一次因式 

< > /( J ：) 与 g ( x ) 在 C [: c ] 中不互素 

<=> /( x ) 与尽 U ) 在 Kl >] 中不互素。 

从而 / U ) 与 g ( x ) 没有公共复根当且仅当/( I )与 g ( X ) 在 K [: T ] 中互素。 ■ 

点评： 在例2证明过程的第二步的充分性利用了复数域上每一个次数大于0的多项 
式都可以分解成一次因式的乘积。例2的结论使我们可以利用辗转相除法判断中 
两个多项式有无公共复根，并且如果有的话，把公共复根求出来是/( I )与的公共 
复根当且仅当 rc 是 (/ U ) ，总 Cr )) 的因式。 

例3 Q [: c ] 中，/ Xx ) = jc 3 — 3 x 2 x — 3 <, g ( jc ) = x 4 — x 2 + 2 x 2 —: r +1。/( jt ) 与 g (: r ) 

有无公共复根？如果有，试把它求出来。 

解用辗转相除法 求出： 

( f(jc) ,g(x) ) = x 2 -\~\ = (:r — i)(jf + i). 

因此 i 和一 i 是 / U ) 与 gU ) 的公共复根。 

例 4 证 明：在 K [>] 中，如果 : c — a |/( x m ) ，其中 m 是任一正整数，那么 

—a m I /(，）. 

证明令 g (^ = ，由于 x — a |/(: c m ) ，即 x~a I g ( jc ) ，因此 a 是 g (* r ) 在 /C 中的 

根，从而 gU )=0, 于是 / U m )= g ( a ) 二0。这表明，是 /( x ) 在 K 中的根。因此 
x ~ a m | /( x ) 0 从而有 / i ( x ) 6 K [: c ] ，使得 /(: c ) = / i ( x ) (x —) 。不定元 x 用:代入，从 
上式得， /( x m )= hU m ) U m ~ a m ), 于是 x m - a m | fU m ) a m 

点 评：例 4 的证明主要是利用了根与一次因式的关系，以及一元多项式环的通用性 
质。如果不用一元多项式环的通用性质，就很难把道理讲清楚。 

例5证 明：在 Q [ x ] 中，有 

x 2 + x 十 1 I : r 3m + x 3n+1 + x 3/+2 ， 

其中 mjjeN * 。 

证明把上述多项式看成复数域上的多项式，记加==^^。由于 W = l ， 因此有 

1 + u; + w 2 = 0， 
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參 


vu^ m + VU 


3«+1 


3/+2 


1 + 十 


从而加是？ + JT +1 与： + 


3”+1 


+工 3/+2 的公共复根。据 Bezout 定理得， x — u ; 是它们的 


公因式，从而它们不互素。由于互素性不随数域的扩大而改变，因此 X 2 十 X +1 与 x 3m + 
:在 Q [ x ] 中也不互素。又由于二次多项式工 2 +1 + 1在 QDr ] 中没有一次因 
式，因此它在 Q 上不可约。于是在 QDr ] 中，有 


X + 1 


+ 


3?H-1 


3/+2 


点 评：例 5的证明充分显示了掌握理论的重要性。利用根与一次因式的关系，互素 
性不随数域的扩大而改变， Q [ x ] 中不可约多项式与任一多项式的关系要么互素，要么能 
整除它，就证明了结论。几乎不用什么计算，也不需要什么特殊技巧。 

例6 证 明：在 QO ] 中，如果 


2 


+ + 1 | /l ( x 3 ) + Xf 2 ( 


3 


那么1是/,(0：)的根， ? :=1，2。 

证明 由已知条件得，存在 MweQDr ]， 使得 


/[ ( 工 3 ) + xf 2 ) = h{x) + .r + 1). 


(16) 


记加 


-1 +^i 


，则 UU 2 -\-UU~\- 1 = 0 ,( VO 2 ) 2 + VO 1 + 1 = ZV~\- tv 2 + 1 




: T 分别用仏加 2 代入，从 （16) 式得 

/l (1) + vuf 2 ( 1 ) = 0 , 

/\(1) + zv 2 f 2 ( l ) = 0, 

联立解得，因此1是 /,( x ) 的根， f = l ，2。 ■ 

点 评：例 6的证题思路是为了求/\(1)，/ 2 (1)，需要列出两个方程，利用已知的整除 
关系写出关于整除的等式（16)。从 （16) 式的具体情形可以看出，应当把: r 用三次单位根 
代入，才能得到关于 / Jlh / Jl ) 的两个方程。 

例7设 K 是一个数域， / U ) eK ：[: c ] 且 / U ) 的次数 n 大于0。 证明： 如果在 K [ x ] 
中 ，/( x ) 1/(/)， m 是一个大于1的整数，那么/( I )的复根只能是0或单位根。 

证明任取 / U ) 的一个复根 c ， 则 f ( c )=0 o 

由于在 K [: r ] 中，/(1)|/(，），因此存在 A ( x ) GK ：[ x ]， 使得 

fix m ) — hix ) fix ), (17) 

■ r 用 c 代人，从 （17) 式得 /( c ，= Mc )/( c )=0。 于是，是 / U ) 的一个复根。 

x 用 c m 代入，从 （17) 式得/( 〆 )= hic m ) f ( c m )= 0 Q 于是 〆 也是 /( J ：) 的一个复根。 
依次下去可得，， 〆 ，…都是 /( x ) 的复根。把/( I )看成 C [ x ] 中的多项式，由于 
deg / U ) = 72, 因此 /( x ) 恰有〃个复根（重根按重数计算）。于是必存在正整数），使得 
〆 = 〆 对于某个正整数由此得出 〆 （ 〆 — — 1)=0。因此 〆 =0或 〆 
从而 c = 0 或 c 是单位根。 ■ 

点评： 从例7的证明过程可以看岀，运用一元多项式环的通用性质才能把从 r 是 
/(• r ) 的复根推导出 c - , c - 2 , ，…都是 /( x ) 的复根的道理讲清楚。否则，不仅道理说不 

清楚，而且很容易产生差错。 

例8设 K 是一个数域，/(工）6尺[工]且 deg /(: r ) = n >0。 证明： c 是 / U ) 的6重复 
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根 U >1) 的充分必要条 件是： 

/( c ) = /’ （ c ) =…= /( h ) ( c ) = 0 ， / U) ( c ) 尹 0. (18) 

证明必要性。设 c 是/( I )的6重复根 U >1)， 则在 C [ x ] 中 ， x — c 是 /( i ) 的々重 
因式，从而 x _ c 是 /'( x ) 的6 — 1重因式，于是 x — c 是 /"( j :) 的 = 重因 
式。依次下去可得 ， x — c 是/ ^( x ) 的々一3重因式 ，…， x — c 是 / (A_1) ( x ) 的1重因式， j : —c 
不是广 Hx ) 的因式，因此 

/( c ) = /’（ c ) =…== 0, / U ) ( c ) 关0_ 

充分性。设复数 c 使得 （18) 式成立，则 c 是 /( x )，/( x )， …，/卜”^)的复根， c 不是 
/ u) (: T ) 的复根。从而在 C [ x ] 中 ，: r — C 是 / m ( x ) 的单因式。于是 X — C 是/^ 2) (工）的2 
重因式。依次下去可得 ，: C — C 分别是 / u_3) ( x ) ，•••，/'(:*:) ，/( x ) 的3重 ，…， A — 1重，々重 
因式，因此 C •是/(工）的々重复根。 ■ 

例9设 /( x ) = j : 4 +5* r 3 ~\~ ax 2 + 6 x + c 6 Q [ x ] ，如果 _ 2 是 /( x ) 的 3 重根，求 a ， b ， c 0 

解据例8的结论 ，一 2是 /( x ) 的3重根当且仅当 

/(-2) = /’(一 2) = /'(—2) = 0,/ / (-2) ^ 0 

f f ix) — 4x 3 + 15x 2 + 2ax + b , f\x) = \2x 2 + 30j: + 2a , 广 (x) = 24:r 十 30. 
解关于 a ， b ， c 的方程组 

r (-2) 4 +5 X (—2) 3 + a (—2) 2 +6(-2) +c = 0, 

<4 X ( — 2) 3 + 15 X ( — 2 ) 2 +2 a ( — 2) +6=0， 

12 X (—2) 2 +30 X (—2) + 2 a = 0， 

V 

得 a — 6 ^ b = — 4 , 一 8. 

例 10 证明 ：数域 K 上任意一个不可约多项式在复数域内没有重根。 

证明设/>(工)是 K [ x ] 中的不可约多项式，它在 K [: r ] 中的标准分解式为 p ( x ) = 

a •丄户（ X )，其中 a 是 〆 x ) 的首项系数。由此看出/ >( x ) 在 iC [ i ] 中没有重因式。从而 
^2 


P ( X ) 在 C [: T ] 中没有重因式，于是/ >( x ) 在复数域内没有重根。 ■ 

点 评：例 10证明的关键是利用了“有无重因式不随数域的扩大而改变”这个结论。 

例11 证 明：在 K [: C ] 中，如果 /( x ) 与一个不可约多项式 / K ： r ) 有公共复根，那 
么 p(sc) I fix 、。 

证明 由已知条件得， /( X ) 与 PU ) 在 C [ X ] 中有公共的一次因式，因此在 CLr ] 中， 

从而在 K [>] 中， （/ U )，/ K : c )) 式1。由于 / K * r ) 是 1 C 上不可约多项 
式，因此丨/(工）。 ■ 

点 评：例 11证明的关键有两点 ：第一 ，互素性不随数域的扩大而 改变； 第二， K [: r ] 
中，不可约多项式与任一多项式 / U ) 的关系或者互素，或者 />(: c )|/( x )。 

从例5、例6、例7、例10、例11等题目可以看出，掌握一元多项式环的通用性质、“整 
除关系、首一最大公因式、互素性、有无重因式都不随数域的扩大而改变”，以及 K [: r ] 中 
不可约多项式与任一多项式的关系等理论，可以比较容易地找到解题思路，而且能把解题 
过程写得清楚、明白，不至于含糊不清。 

例12 在 C [ x ] 中，求 x n ~ l 的标准分解式。 
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记 e ^ n , m 1，$，#，一，广 1 都是 x n - i 的复根，且两两不等，因此 ？一1 在 c [ x ] 中的标 
准分解式为 

x n — 1 = (x — 1) ( j : — f)(x — ^ ) ■•- ix — f " -1 ). (19) 

例 13 设: r "— /是数域 K 上的多项式 （ a 关0)，求: r ”一 Y 在 C [ x ] 中的标准分解式。 



x 用^代入，从例12的 x n ~\ 的标准分解式 （19) 得 

a 


⑺”- 1 = (f - q (卜)(含 - 勹 " d . 

从而 x n — a " — (x — a ) ix — a $) {x — af 2 ) ••• (x — af "— 1 ). (20) 

例 14 若复数 f 满足矿=1，而当 时^关 1，则称 f 是一个本原 n 次单位根。 

例如，便是一个本原 W 次单位根。设 f 是一个本原 n 次单位根，都是正整数。 
证明： 

(1) ^ = 1 <=> w | m ； 


(2) #是一个本原次单 位根； 

(3) t 是一个本原^次单位根 <=#( n ， A ) = l 。 

证明 （1) 充分性。设 w | m ， 则存在 / iGZ ， 使得 m = 于是 

^ = t 1 = (矿穴= 1. 

必要性。设 r = i 。 对 w 和”作带余 除法： 

m = hn r , 0 ^ r <C w . 

贝 lj i = ^=^ + -=^^ = ^ m 

由于 f 是本原 《 次单位根，因此 r=0。 从而 n|m。 

(2) 设《 = 灸），々 = &(”，是 ） 。 则 

(^) n i — 产 1 = ^i (n -* )n i = ^i n = i. 

设 f 是本原 s 次单位根，则据第 （1) 小题，由上式得，又有 

1 = ( f) s = f ， 

因此据第 （1) 小题得， nlh。 即 n〆”， 幻丨/^(72，々）5, 从而叫 Ud。 由于 （叫， t ) = 1，因此 
从而 s = Wl ，即 f 是本原 A 次单位根，其中 


(3) 据第 （2) 小题， f 是本原7^次单位根，因此， 

\7 l ^ k ) 

^ 是本原〃次单位根 

▲ _ ^ — n 

n — ~ ~~ tt 

in 9 k ) 

< - H n , k ) = 1. ■ 

例15设 K ： 是一个数域， K 是一个有单位元的交换环，且尺可看成是 K 的一个扩 
环，设尺，令 

J a = if ( jo ) G K [ j :] |/( a )=0}， （21) 

设九#{0}， 证明： 

(1) J a 中存在唯一的首一多项式 mU )， 使得 

J a = { hix ) m ( x ) \ h ( x ) G K [: r ]}; (22) 

(2) 如果 i ? 是无零因子环，那么第 （1) 小题中的 m (: r ) 在 K [ x ] 中不可约。 

证明 （1) 在人中取一个次数最低的首一多项式，记作 m (: r )， 任取 /( x ) e 人，在 
K [ or ] 中，用 m ( x ) 去除 /( x ) ，作带余 除法： 

/( j :) = / i ( x ) m ( jc ) + r ( x ) ， deg r ( x ) 〈 deg m ( x ). 

假如 r ( x ) 关 0， x 用 a 代入，从上式得 

f ( a ) = h ( a ) m ( a ) + r ( a ). 

由此得出 ， r ( a )==0, 从而 r ( x )6 九，这与 m ( x ) 的取法矛盾，因此 r (: c ) = 0。 即 /( jt ) = 
h { x ) m { x ) ，从而 （22) 式成立。 

设首一多项式 m / x ) 也使得 

J a = { hix ^ mxix )\ h { x ) G K [ x ]}, 

则 m ( jr ) j (: r ) 且叫 （ jc ) I w ( x ) 。从而 / n ( jr ) 〜叫 （ x ) 。又由于它们的首项系数都是 1 ， 
因此 m ( x ) =7?!! ( JT ) 。 

(2) 假如/«(: r ) 在 K [ x ] 中可约，则在 K [ x ] 中有 

m ( x ) = mi ( x ) m 2 ( x ) » deg m , ( x ) <C deg m ( x ) ,i — 1，2. 

: r 用 a 代入，从上式得 

m ( a ) = mi { a^niz ( a ). 

由于 m ( a ) = 0, 且 i ? 是无零因子环，因此 m ! ( a ) =0 或者 m 2 ( a ) =0 o 从而 m x ( x ) ^ J a 
者讲 2 (: r ) e 九，这与 m ( x ) 是九 中次数最低的多项式矛盾。所以 m (: r ) 在 K [: r ] 中不 

可约。 ■ 

例16在例15中，取 K 为复数域 C ， 取只为 C [ A ]， 其中 



求 Ja 中的次数最低的首一多项式 m ( x )。 

解叫 ； - ;)(; "：)=(： X 

因此 A Z -2 A + 2 I = 0. 


多项式的根，复数域上的不可约多项式 
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令 

则 


fix) =x 2 — 2x+2 ， 

/(A)=A 2 _2A + 2 卜 ()• 


从而 /( A )6 h ， 由例15的第 （1) 小题知道， m ( x ) |/ U )。 在 CO ] 中， 

/( 工） — [x— (l + f)][x— (1 — z)]. 


显然，工一 （1 士 因此 mix ) = /(工）。即 7 W ( JC ) 


— 2jc + 2. 


点 评：例 16的中次数最低的首一多项式 m ( jr ) 在 cl >] 中可约，这是因为 C [ A ] 是 
有零因子的环。例如， A —(1 + 0 了乒 0， A —(1 — f ) J 关0,但是 

[A - (1 + 0 J ][ A - (1 -0/] = A 2 -2 A + 27 - 0. 

因此 A-(l 士都是 C [ A ] 中的非平凡的零因子。 

例 17 设 A 是数域 K 上的 n 级矩阵，证 明： A 的特征多项式的《个复根的和等于 
tr ( A)，n 个复根的乘积等于 | A | 。 

证明据本套书上册 5. 5节的命题 1 ，A 的特征多项式 /( A ) 为 


/(A) 


XI ~A\ = A n -tr(A)A^ 1 H - h (- l) n | A 


设 /( A ) 的 n 个复根为 Ci ， C 2 , …， ^， 据 Vieta 公式得 


因此 


— tr(A) —— (ci + c 2 + •••+<：'„)， 

卜（一 lrqm 

Ci +c 2 H - hc„ = tr(A ) ， c } c 2 mmm c n = \ A \ 


■ 


*例18设 A 是有理数域上的 3 级 矩阵: 


[-2 —14 -3j 

A 有无初等因子？如果有，试求出 A 的初等因子，并且写岀 A 的不变因子。 


解 


A — 2 — 3 


-2 


Al — A 


—1 A — 8 —— 


14 


A 十 3 


A — B 


-2 


A 2 — 10A + 13 — 2A + 2 


2A 


A 一 


0 A 2 — 10A + 13 — 2(A — 1) 


2(A 一 1 ) 


A 一 


0 A 2 — 6 久 + 9 
0 2(A 一 1) 


(A — 3) 


A- 


因此 A 的初等因子为 A —1 ，（A — 3) 2 。于是 A 的不变因子为 

4( A ) = -= l , d 3 U ) = ( A -1 XA -3) 2 . 

例 19 求一个次数不超过 3 的多项式 /(x) 6Q[>] ，使得 /(0)=5 ， /(1)=7，/( — 1) = 9, 
/(-2) = 13 0 

解用拉格朗日插值公式，得 
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fU) =5 ( ^~^ ( f + . 1 . K f + f ) +7 <^-0 )(x + l)U + 2) 


(0 — 1)(0 十 1)(0 十 2) 


( 1 - 0)(1 + 1)(1 + 2 ) 


q Cjo — 0)(3 ： — 1) ( j ： + 2) i^o ( 工 一 0)( 工一 l)(x+l) 

V-/ ^ ^ 氣、 J- — 論、身 ^ I Tfc. 1 J- 


(— 1 - 0 )(- 1 - 1 )(- 1 + 2 ) 


(-2 — 0)(—2 — 1)(— 2 + 1 ) 


=:c + 3x — 2x + 5. 

例 20 设 /(尤），发(了）6€：[:*：]，证明 ： 如果 /— 且 /— VI )， 那 


么 fix) = g{x) 


o 


证明 设 max { deg fix), deg g (sc)} = w ， 不妨设 / ( x ) 的次数为 w ， 显然 

( o ) n / _ l ( i)=#( 口果能证明 


r '( o ) u 厂 hi )|> ” + i ， 


那么由于 /— 穴0)=尽 —Uo ) 且因此 /( i )= g (: c ) 
设 /( x ),/( j :) — 1的标准分解式分别为 


m 


/(:) = a JJ (x — d ， 

I = i 

fix) - 1 = aJlu-d.y. 


m 


其中 s 






o 


显然 



(0) = { ex ， c 2 ， … } ， 


1 (1) = {^i jd 2 t •" ， d s ) • 


因此 


/" 1 ( o ) U/' 1 (D I =爪十^ 


根据 7. 5 节的定理1，我们有 


f ix) = (/(x) —1)’ 


m 


~ TX — c ) r<1 • JX (工 一 d 】 y 厂 1 • / i ( x )， 

t=i j 

其中 /i(*r) 不能被 x — Ci 整除，彳 =1，2 ，…，/ w ; 也不能被 jc — 4整除， j = 1，2，…， s。 于是 


m 


y^j irj — 1) -\- y^] (tj — 1) < deg /"( x ) = n 


另一方面，我们有 


in 


m 


2 O, — 1) + 2 ( 心 一 1)= r ( — m + J] ^ — 5 


2n — (m + 5) 


因此 277 — (m + .0^w —1 0 由此得出 m + s>n + l 。 即 


r l (0) U r ' Cl ) |> n + 1. 


从而 


fix) =g(jr). 


■ 


习题 7. 6 


1. 设 /( x ) == a ： 5 +7 x 4 +19 x 3 +26: c 2 +20: c 十 86 Q [ x ] ，判断 一2 是不是 /(： c ) 的根；如 
果是的话，它是几重根？ 


7. 7 实数域上的不可约多项式 • 实系数多项式的实根 
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2. 在 Q [ x ] 中， /( x ) = 2 jc 3 ~ lx 2 +4 j : 十 a ， 求 a 的值，使 /( x ) 在 Q 中有重根，并且求 
出相应的重根及其重数。 

3 . Q [* r ] 中， f ( jc ) — x 3 — x 1 — x — 2 = x 4 — 2 x 3 + 2 jc z — 3 x — 2。 / X : r ) 与尺（了）有 
无公共复根？如果有，试把它求出来。 

4. 设 /(: t ) = j : 4 — 5 jo 3 ~\ rax z +6 :r + 9 6 Q [ x ] ，如果 3 是 /(: c ) 的二重根，求 a，b 0 

5. 证 明：在 K [ x ] 中，如果： T +1 |/(/ +1 )，那么 yH+l |/( x “ +1 )， 其中々是任意 
自然数。 

6. 证 明：在 Q [ j :] 中，如果 jc 2 +1 I ( x 4 ) + jt / 2 ( x 4 ) ，那么 1 是 O ) 的根， = 1，2。 

7. 证 明：如 果数域 K 上两个首一不可约多项式 /( x ) 与有一个公共复根，那么 

f 、 x) = g 、 JC 、 。 

8. 设 K ：[: r ] 中 n 次多项式 

/( x ) = a n x n + a„_i x n ~ l + ••* + + a 0 

的 n 个复根是 0 / 2 ，…， c „ ，对于求数域 K 上以& , ， bc 2 ，…， be ” 为复根的多项式。 

9. 设 AeM „( K )， A 的不等于零的主子式的最高阶数称为 A 的主秩，记作 pr ( A ) 0 
证明： A 的非零特征值的个数（重根按重数计算）不超过 pr ( A ) ，也不超过 rank ( A) a 

10. 证明 ：如果 n 级实矩阵 A 的主对角元全为正数，那么 A 的特征多项式的复根中 
至少有一个其实部为正数。 

*11. 下列有理数域上的矩阵 A 有无初等因子？如果有，试求出 A 的初等因子。 



' 0 

1 

0、 


,1 -3 

3、 

(1) A ~ 

- 4 

4 

0 

； (2) 

-2 -6 

13 


-2 

1 

2 


—1 —4 

8 

j 


12. 求有理数域上一个次数不超过3的多项式/( I )，使得 

/(1) = 2，/(2)=—3， /(3) = 1， /⑷= 3. 

13. 求有理数域上一个次数尽可能低的多项式 / U )， 使得 

/(0) - 3, /(1)=4， /(2)=9， /⑶= 18. 

7.7 实数域上的不可约多项式•实系数多项式的实根 

7.7.1 内容精华 

由于把实数域扩充成复数域比较容易实现，因此找出实数域上的所有不可约多项式， 
可以利用复数域上多项式的信息。 

定理1设 /( X ) 是实系数多项式，如果 C 是 /( I ) 的一个复根，那么也是 /( I ) 的一 
个复根。 

证明 设 /(: r ) = + a „— ! X "— 1 + …+ ai + ct 。 ， a , G R，f = 0，1，…， W 。 由于 c * 是 

/(■ r ) 的复根，因此 
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a n c n + a n -i c n ~ x 十…十 aic + a 0 = 0. 

两边取共轭复数，得 

a n c n + 1 + **• + + a 0 =0. 

即/(6=0。因此 f 是 /( x ) 的一个复根。 ■ 

定理2 实数域上的不可约多项式只有一次多项式和判别式小于0的二次多项式。 
证明 设 /( x )6 R [ x ] 是不可约的，把/( I )看成复系数多项式，根据代数基本定理， 
/( I )有一个复根 c 。 

情形1 c 是实数。则 /( x ) 在 R [: c ] 中有一次因式： r - C 。 由于 / U ) 不可约，因此 

/( X )〜 （ X — C )。 从而 

/( j :) = a(jc — c ) , a G R * • 

情形 2 c 是虚数。则 c - 关 c 。 据定理1得，也是 / U ) 的一个复根。于是在 C [: r ] 中 

(x — c ) I fix ) , ix — c ) I fix ). 

由于 I — c 与 I — f 互素，因此在 C [ X ] 中 

(x — c ) (x — c ) I fix ) , 

Bp x 2 — (c + c ) j ： + cr |/( x ). 

由于 c + f 与&都是实数，且整除性不随数域的扩大而改变，因此在 R [: T ] 中 

x 2 — (c + c ) j : + cr I fix ), 

由于 /( x ) 在 R [ x ] 中不可约，因此 /( x ) 〜 （ a ： 2 — (c + f)x + cf ) 。从而 

/(* r ) = a \_ x 2 — (c 十 f):c 十#]， a G R # . 

由于 /( x ) 有虚根，因此 / U ) 的判别式小于0。 

反之， R [ x ] 中任意一个一次多项式都是不可 约的； 判别式小于0的二次多项式由于 
没有实根，因此没有一次因式，从而也是不可约的。 ■ 

从定理2和唯一因式分解定理立即 得出： 

定理 3( 实系数多项式 唯一因 式分解定理） 每一个次数大于0的实系数多项式 /( x ) 在 
实数域上都可以唯一地分解成一次因式与判别式小于0的二次因式的乘积。即 

fix ) = aix — Ci ) r] ••• (x — c s Y ^ ( x 2 + /?! x + ) A ' … （ x 2 + p t x + ) 〜. (1) 

其中 a 是 /( I ) 的首项系数 ； Cl ，…， C s 是两两不等的 实数； （ A ， 仍），（/ > 2 ，仍） ，…， （ A ， g ,) 是 
不同的实数对，且满足都是非负整数。 ■ 

从实系数多项式的分解式看出，如果虚数^是 /( x ) 的一个复根，那么 Z 也是 /( i ) 的 

一个复根，且它们的重数相同。因此通常我 们说: “辛罕譽亭，字印率 f 卷率年$ 中辱 L ” 

由此立即 得到： . 

推论 1实系数的奇次多项式至少有一个实根。 ■ 

下面我们来研究 ：一个 实系数多项式/(工）有多少个不同的实根？ /( I )的所有实根 
在哪个区间内（即实根的界的问题）？对每一个实根，能否找一个区间包含这个根而不包 
含其他根（即把实根分离开）？然后我们再去求每个实根的近似值。 

先看实系数多项式/(工）的实根的界的问题。我们可以更一般地讨论复系数多项式 
的复根的范围，再由此得出实系数多项式的实根的界。 

定理 4设 /(： C ) = J ： n - 1 +…+<2 1 1 + <2。是一个复系数多项式，其次数 




n ^ l 0 令 


7.7 实数域上的不可约多项式 • 实系数多项式的实根 


_ 


63 


* 


M = max{ | a^i |，| a„_ 2 i ，…，| a 0 | } ， (2) 

贝 !j 当 I z | + 时，有 

\a n I 

I /( 之 ） I ^ I a n z n | —I a^z^ 1 + …十 ap + ao I 〉 0. (3) 

证明 在 7. 6 节证明代数基本定理时已经证明了上述结论。 ■ 

从定理4得出， /( x ) 的复根全都在以原点为圆心，以1 + ^为半径的圆内。把这一 

I a n \ 

结论用到实系数多项式上，便 得到： 

推论 2设 / O ) = a n x n + a „_! x n ~ x +… 十〜^ +如是一个实系数多项式，其次数 
77^1 0 令 

M = max{ | |， | a^ 2 |，…，| a x 1，| a 0 | }. 


则 /( x ) 的实根全都在区间（一 1 一 



1 + 


M 


)内 


n 



从定理4还可以 得到： 

推论3 设 fix ) = a n x n -\- a n - iX n ~ l +…十〜工十 < 2 。是一个次数大于0的实系数多项 
式，则对一切充分大的正数 r ，/( r ) 的符号与化^的符号一样。 ■ 


例如，设 / U )= x 3 — x 十1，我们有 M = l，l +」^ = 2。 因此 / U ) 的实根全都在区间 
(— 2 ,2) 内。 

注意： 求出了一个实系数多项式/(工）的实根的界只是表明 ：如果 /( x ) 有实根，那么 
它的所有实根都在这个区间内，但是不能肯定 /( x ) —定有实根。 

如何知道/(工)有没有实根？如果有的话，实根的个数（不计重数）是多少？如何把实 
根分离开？对这些问题的第一个令人满意的回答是在1829年由 Sturm 给出的。下面我 
们介绍 Sturm 的方法。先给出一个 概念： 

定义 1设…，^是一个非零实数的有限序列。如果 c , c i +1 <0, 那么我们说， 
在第 f +1 项有一个 变号。 这个序列中变号的总数称为 它的变号数。 一个有限的实数序 
列的变号数定义为去掉这个序列中的0以后得到的序列的变号数。 

例如，序列 一 2,0，1，0,0,3，一4,5的变号 数是夂 

定理 5 (Sturm 定理） 设 / U ) 是一个次数大于0的实系数多项式，对 /( x ) 与 /( x ) 
做下述略微修改的辗转相除法： 

fix ) = Qi ( x ) f ix ) — fz ( x ) , deg / 2 ix ) <c deg f ix ) , 
f \ x )= q 2 ( x )/ 2 ix ) — / 3 ( x ) ,deg / 3 ( jo ) < deg f 2 ix ), 


/^i(j：)= q s (x)f s {x). 

由此得到一个多项式 序列： 

/o = /* f\ = f ， ft * …， /.. ( 5 ) 

称序列 （5) 是 /( x ) 的标准序列。假设区间|>，6]使得 / U ) 关0，/(約关0,则/( I )在区间 
U ，6) 内的不同实根的个数等于\^_%，其中\^表示序列/。 U ) ，/ 〆 「），…， / s ( c ) 的变 


号数 。 

* 证明据 7. 3节的引理得， / s ( x ) 是 fU ) 与 /( X )的一个最大公因式，令#。（1)是用 
/,( x ) 去除/(工)所得的商式，则没有重因式，且 ^( x ) 与 /( or ) 含有完全相同的不可 
约因式（不计重数）。于是 A ( x ) 与 /( x ) 含有完全相同的根（不计重数），但没有重 
根。由于/ 〆 ：*：)是 /( I ) 与 //(：!：) 的一个最大公因式，因此 / S ( X ) 也是/,(0：)与/ 1+ 1 (: C ) 的 
一个最大公因式，〗= 0，1，…，5—1。令尽,(1)是用 / S ( X ) 去除 /i (: T ) 所得的商式，贝! ] 从 （4) 
式可得 

尽 0 ( X ) = % (工）尽 1 ( X ) — gz (- r ) , 

gi ( x )= q 2 { jo ) g 2 ( x ) — g 3 ( x ), 

搴♦離 參鲁珍 蠡參 • 

( x ) = q s ix ) g s { x ) , (6) 

其中& ( x ) = 1 。这样我们从 fix ) 的标准序列 （ 5) 得到了一个 序列： 

尺0 ( X )，& ( X )，忌2 ( 了），…，仏（工）_ (7) 

称序列 （7) 为 g 。（ x ) 对于区间|>，6]的一个 Sturm 序列，其中心 U ) 关0，❿ （6) 关0。序列 
(7) 的特点是 ： A ( x ) 没有重根，且 g ,( x ) 与 仏 + 1 (: T ) 没有公共根（这是因为 g 5 (* r ) = l ， 从而 
gi (: r ) 与 g … ( i ) 的首一最大公因式为 l)，f = 0, l ，〜， s — l 。 要求 / O ) 在区间 （ a , 6) 内的 
不同实根的个数，只需求心（1)在内的实根的个数即可。我们用 V u ( g ) 表示序列 

g 0 ( u ) fgi ( u ) , g s (, u ) (8) 

的变号数，显然是^的函数， ^6[ a ，6] D 如果我们能证 明：当 u )^ a 变到6时，每经 
过办（: T ) 的一个实根，的值就减少1,而在其他情况下， V〆 #)的值保持不变，那么 
办 U ) 在区间 U ，6) 内的实根的个数就等于 KU )— W ( g )。 由于 / t (: r ) = g ,( x )/ s u )， 因 
此 /,( c )= A ( c )/；( c )， VcGR 。 于是序列 / oUhAU ) ，…， / s ( a ) 与序列 g Q ( a ), 
U )， …， & U ) 的变号数 相等； 序列 / o (6 ),/i (6)，…， /,( M 与序列 goib), gl (6)，…， 
gs (6) 的变号数相等。从而 W = Vaig )， V h = V〆 总），因此 ( g )- v , Cg )= V a — w 。 

由于序列 （8) 涉及到多项式 gt ) ( x ) ，幻 （ X )，…，仏（工）在 w 处的值，而计算实数序列的 
变号数需要事先把其中的0去掉，因此我们必须考虑多项式办（: r )， A ( a ：)， …，^(: r ) 在 
U ， W 内的全部实根，把它们按由小到大的顺序排列成 < c 2 <〜< c m ，并且令 c Q = a , 
c m ^= b 0 于是区间包含 m +1 个小 区间： 

(Co ， q) ，（ Ci ， C2) ， Cm 十 1 ) • 

由于在小区间 （ C , ^ C i+l ) 内没有兒。（^：)，只 1 (^：)^”，仏（工）的实根，因此据 Weierstrass 关于 
连续函数的零点定理得，每一个多 项式仏 （ x ) 0 =0,1，…， s ) 在小区间 （ o ， q +1 ) 内的值保 
持相同的符号，纟= 0,1，…， m 。 于是对于 ( c ,， c i+1 ) 内任意两点 Wi ， m 2 ，有 1 V^ t ( g ) = V U2 ( g -) o 
即当 《 跑遍（^，^ +1 )内每一点时， V u ( g ) 的值保持不变，；= 0，1，…， m 。 也容易证 明：当 U 
跑遍 [ a ， Cl ) 的每一点时， V u ( g ) 的值保持不变。 

证明如 下：设 we U ， Cl ) ，我们来证 ( g ) = VAg ) o 如果 a 不是序列心 ( x ), 
gl ( x )， …， f ( x ) 中任何一个多项式的根，那么 每个仏 （: c ) 在区间 [ a ， M ] 上没有根。同上面 
的道理得, V ^( g )= V „( g )。 现在假设 a 是某个多项式 A ( x ) 的根，显然 0< A < s 。 因为 

gk-i ( x ) = q k ( x ) g h ( x ) — ( x ) , (9) 
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并且 Ad U ) 与 A (: T ) 没有公共根 ，仏 （ X )与 g k+l (工）没有公共根，所以由 （9) 式得， 
^*-1 ( a ) g k+l ( a )<0 o 因为在区间 [a A ) 上 g k - x (: c ) 与 g k+l ( x ) 都没有根，所以 ( a ) 与 
gk-i ( w ) 同号，心 +1 ( a ) 也与 g k+ i ( m ) 同号，从而 g k ~ Y ( m)^ + i ( mX 0 o 于是数列 g k -i ( a ) ,0, 
A + i ( a ) 的变号数是 1; 数列心—1(1<)，^^(^)，心 +1 (^)的变号数也是1。由此推出 V a ( g ) = 
Vu ( g ) a 同理， W 跑遍(〜，6]的每一点时， V u ( g ) 的值保持不变，因此我们只需要考察 M 经 
过 = …， m ) 时，的值如何改变。 

情形1 G 不是 aU ) 的根，则 C ，是 某个心 （: c ) 的根，其中 0< a < s 。 在 （ cha ) 内任 
取一点 A ，同上面的道理得出， (g)=V Ct (g) a 在 （ c ,， C , + I ) 内任取一点 m 2 ，同理有 
'( g )= V M 2 ( g )。 因此当 M 经过 c , 时，的值保持不变。 

情形2 c , 是尽。（工）的根，由于办 （ x ) 与 & U ) 没有公共根，因此 c , 不是以（: r ) 的根， 
从而 gi (* r ) 在 （ Ch , c J+1 ) 内没有根，于是 (* r ) 在 ， c t +1 ) 内的值保持相同的符号。由 
于 G 是尽。（1)的单根，因此 

go (x) = ix — Ci) p{x) pici ) 7 ^ 0 . (10) 

在 ( c , i ，^)内取一点，在 ( c ,， c l+1 ) 内取一点 m 2 ，使得 p ( jc ) 在 [ a ， m 2 ] 上没有实根 。 于是 
/?( x ) 在 [ Ml ， w 2 ] 上的值保持相同的符号，即与 /)( C ,) 同号。由于与 /^( Wi ) 反号，因此 
go (Mi ) 与 / Kc ,) 反号；由于总。 （ M 2 ) 与户 ( M 2 ) 同号，因此 go ( M 2 ) 与 Me ,) 同号。设 C , 是/( X ) 
的/重根。由于 

fix') = go { 工、 f s (jc) = (jc — Ci )p(x) f s (a:) * 

因此 / s ( Z ) = (* r — c , V - i 々( x ) ， 其中 々（ c , )#0 。 从而 /( X ) = ( J ： — c , (: c ) 々(: c ) 。 于是有 

f {jc) = lix — Ci Y~ l p{x)k{x) + ix — Ci ) 1 ip{x)k{x)) f 
=Ip (jc)fs (^r) + (x — Ci ) 1 Cp(x)k(x))\ 

由于 / i (： r ) I /( x ) ，因此 /,( x ) I ( a : — (，/(户(: c )々0)/。 从而 々( x ) I (: c _ c ,) (/?( x )々( x ))' 。由 
于是 ( c ,)#0, 因此 Mi ) 丨 （M 工）是（1))’。从而 （/? U ) Mx ))’= m (: c ) yK : r )。 由于 /(了）= 
gl ( x )/ 5 ( x ) ，因此 

gl ( jc ) = lp{x) + (x — Ci )7? z ( x ). 

于是 gl ( G ) 与/ >( C ,) 同号，从而心 （ W !) ，心 （ M 2 ) 都与 p ( C ;) 同号。因此 go (Mi ) g ! (Mi )<0, 
goiu 2 ) g \ ( m 2 )>0 o 于是数列的变号数是1;而数列 go ( M 2)， g " l ( W 2) 的变号 
数为0。当然也有可能是序列心，的中间某些多 项式心 （0<々<5)的根。此时 
据与情形1前面一段的论述同样的理由得，数列的变号数与 
数列 〆 &)，以 （ w 2 )， a +1 U 2 ) 的变号数相同。因此 V Ui ( g )— V K 2 ( g ) = l ， 即当“经过 
的一个根 q 时， V u ( g ) 的值减少1。至此我们完成了 Sturm 定理的证明。 ■ 

Sturm 定理既能求出一个实系数多项式 /( x ) 的不同实根的个数，又能把实根分离开 
(见本节的典型例题的例8、例9和例10)。当我们把实根分离开后，如果想进一步求岀实 
根的近似值，那么可以用计算机来计算。有关求实根近似值的算法在计算数学的书中可 
以找到，这里就不赘述了。 

7.7.2 典型例题 


例1求多项式/一1在实数域上的标准分解式。 


2 cos 


解记6=#。据 7. 6节的例12,在 CO ] 中，有 

x n — 1 = (x — 1 ) (x — f ) ••• (x — ^ 1-1 ) . ( 1 

当0<々<7?时，有= 1，由于##=|浐| 2 = 1， 因此# =^~ k 。从而# +^~ k 
2 kn 


(11) 


情形1 n ^ 2 m + \ 0 此时有 


,2 m+l 


— 1 = (x — i)(x —$)(x —^ m )»* (x —r)(^ — 




2 ⑽ S 2 ^TT + 1 


* / x 2 — 2 xcos 


2rmz 
2 m + 1 


(x — 1) 



x 2 — 2 xcos o ~r v + 1 

Zm + 丄 


*Zmn 


情形 2 77 = 2 tw 。 此时有 — 从而 

户 一 (x — i )( x ~$)( j ： ——— r > 


(JC 一 1 ) ( X 


2 xcos + 1 
Zm 


( 12 ) 


2 xcos 2(m 2 ~ 1)7r + l )( x + l ) 


(：C _ 1) (J ： 十 1) JJ lx 1 — IxQOS 


kn 


(13) 


k= i 


例 2 求多项式 : T” + l 分别在复数域上和实数域上的标准分解式。 
解 先求工 ” + 1 的全部复根。 

z= r(cos 0+isin 沒)是 x” + l 的复根 

< > r n ( cos n^H~isin nd) — cos 7c + isin it 

<—> = 1 且 nO— 7r + 2 々 7r ，々 6 Z 

<=> r=l 且 6>- (2 ^ + 1)7T ^GZ 

n 

. - (2k~\~l)n ! ■ • (2 是 +1)7T , ^ rr 

< > z = cos - 十 ism - L. 

n n 


令 


i 2 k±V)x 

vut = e 1 ~«~ ， 


々 = 0 ， 1 ， 2 ，…， n 一 1. 


易证叫，叫，…，％-!两两不等，从而它们是 X ” + l 的全部复根，因此 / + 1 在 C [ X ] 中的 
标准分解式为 


X n + 1 — ix — TX^o ) ix — ZVi ) *** ( 工一 XV^-x ). 


(14) 


当0<々<72时，有 


， （ ) jH - [2( n - k — 1 )+1 Ik 


VUkVU ^ k ^ 


从而。于是 


叫 + vu ^ k-x ^ 2 cos 


(2是+ 1)丌 


情形 1 n = 2 m + l 0 此时有 


vu 


■i 2 m±\hr 

2 m+l 


— 1 


从而在 R [ x ] 中 


2 m +1 


+ 1 的标准分解式为 


2m+l 


(x — T17 0 )(x — rv 2m ) "*(x — ) (x — T£Wi ) ( J： — rv m ) 
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x 


2 


2j:cos 


TC 


2m + 1 


+ 1 


x 2 — 2j-cos 


(2m — 1 )丌 

2m 


+ l、（x + l ) 


m 


(x + 1) JJ /x 2 — 2 j:cos 


i = i V 


{ 2k —— 1 ) 77 
2m + 1 


(15) 


情形 2 n = 2 m 0 此时在 R [ j :] 中 x Zm + 1 的标准分解式为 


X 2m + 1 = (jC ― XVo) (jo — ^2m~\ ) (工 一 VU m 2 ) 一 ^Um^r\ ) (x — \ ) (了 


vu 


m 


x 2 — 2jccos 


7 T 


+ 1 \ ••• lx 2 — 2j:cos (2 別 ~~ + 1 
Im ) [ Zm 




X 


2xcos ( 2m — 1)7T + 1 


2m 


rn 


n ( 


X 1 — 2j:cos 


(2^- Dtt 

2m 


例 3 证明: 


(16) 


cos 


丌 


cos 


2 m + 1 2 ⑺ + 1 


2tc …⑽ _ 


2 m 


m 


(17) 


证明在例 1 的公式 （12) 中，： r 用一 1 代入，得 


m 


- 2 


n ( 


2 + 2 cos 


Ikit 


2 m + 1 


从而 


m 


2 m 


丄丄 （ 1 + cos 


2kn 


rn 


k = \ 


2 m + 1 


TT 2co 


s 


2 


kn 


4—1 


2m+ 1 


由此得出 


例 4 证明 


m 


2 m 




cos 


kit 


k 


2 m 4 - 1 


■ 


2m 2m 

证明从例 1 的公式 （13) 以及下式 


sin A sin |E … sin — 一 1 ) 兀 


m 


2m 


m 


—1 * 


(18) 


x 


Zm 


—1 


( jr 2 — 1)(^ 


2( wi —1) 


f - X 


2( m ~2) 


H - hi 4 + x 2 +1) 

w-i 


得 


x 


2( m - 1) 


X 


2(.m-2) 


十… + ? + jt 2 + 1 = JJ lx z ~ 2 xcos 


k= 1 \ 


kiz 


m 


i 用 1 代入，从上式得 


m 


m 


m — 1 


H ( 


— 2cos 


kn 


m 


于是 


m 


m 一 l 


IT f 1 — 


cos — \= yj 2sin 2 


k 


m 


k 


kn 

2 m 


由此得出 


m 


m 


一 1 


m - 1 


IT- 


sin 


k =\ 


kn 

2 m 


■ 


例 5 设 A 是实数域上的 rz 级斜对称矩阵，证明 ：如果 A 可逆，那么 A 的特征多项式 


/( A ) 的不可约因式都是二次的。 

证明根据本套书上册 5. 7节的例 7，/( A ) 的复根是0或纯虚数。如果 A 可逆，那么 
/a) 的复根都是纯虚数。因此 /( a ) 的不可约因式都是二次的。 ■ 
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第 7 章多项式环 


例6 设实系数多项式/( I )=工 3 十 a 2 : r 2 十〜工+如的3个复根都是实数，证 
明： a 专 o 

证明设/(工）的3个复根为实数0，^，^。则 

0 ^ ((：! — C 2 ) 2 + (c 2 — C 3 ) 2 + (c 3 — Cl ) 2 
= 2 {c\ + cl + cl) — 2(cic 2 + Ctc-s + C3C1 ) 

= 2匸 （ c 】 + c 2 + ) 2 — 2 cic 2 — 2 ci < t 3 — 2 c 2 c 3 ] — 2 { c x c 2 + c 2 c 3 + c 3 Ci ) 

= 2(ci + c 2 + c 3 ) 2 — 6 (CiC 2 + CiC 3 + c 2 c 3 ) 

= 2( — a 2 ) 2 — 6 ai . 


从而 a 2^3 ai 0 



例 7 求 / U )=: c 3 —: r +1 的不同实根的个数。 

解在 7. 7节的推论3后面，我们已求出了 /(工）的实根都在区间（_2,2)内，因此只 
需求/(工)在（一2,2)内有多少个不同的实根即可。 

对 / Or ) 和 / Or ) = 3 x 2 — 1做略微修改的辗转相除法，即把每次得到的余式反号以后 


去除除式: 



/’( 工） 

3 x 2 -1 

3jc 2 _ 2 x 

/( 工） 

x 3 JT+1 

3 1 

工 —3 工 

9 , 

2 x — 1 

— 2 X+1 

3 

9 27 

… . 2 

— x —— 

2 4 

ft ( x ) — 3 X— 1 

23 


4 


…、 23 


,3( 工） 一 4 



于是/( I )的标准序列为 




X 


fo = x 3 — jc + 1 ， fi = 3jt 2 - 1 ， 



= — 


23 

T 


从/ 3 =— — 知道， （/ U )，/(： T )) = 1。 因此 / U ) 没有重根。现在来计算/( I )的标准序 
列在一2与2处的变 号数： 



fo 

f' 

/2 

h 

-2 


+ 

— 


2 

+ 

+ 

+ 

— 


于是 V — 2 =2，\" 2 = 1，从而/(1)在（一2,2)内的不同实根的个数等于 V _ 2 - V 2 - l 0 由于 
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/( a 没有重根，因此/(工）的实根的总数为1。 

例8对于例7的 /( x )， 求出它的实根所在的区间，使区间的长度小于 

解从例7知道， / U ) 的唯一的实根在（一2,2)内。先求 /(: c ) 的标准序列在此区间的 
中点处的变 号数: 于是 / U ) 的实根在（一2,0)内，接着求 / U ) 的标准序列在（一2,0) 
的中点处的变 号数: 于是 /(* r ) 的实根在（一2，_1)内，再求 /( x ) 的标准序列在区 

间（一2，_1)的中点处的变 号数: Vj =2, 因此/( I )的唯一实根在（一 | ■，一 1) 内。 

例9求 /( x ) = x z — 1 x — 1 的不同实根的个数，并且把这些实根分离开，使得每个实 

根所在区间的长度小于 

解 M = max {0,7,7}=7,- l _ i =—+ 于是 /( x ) 的实根都在区 

dz |a 3 | 

间 （ 一 8，8 ) 内。 

对 /( x ) 和 / U ) = 3 x 2 _7 做略加修改的辗转相除法，得到 /(: r ) 的标准 序列： 

/ 0 = j ： 3 — 7 x — 7， f x = 3 x 2 — 7 ， ft = + 7 ， / 3 = 


从 / 3 =+ 知道， （/ U )，/( x )) = l 。 因此 /(X) 没有重根。 



于是^— 8 = 3，\^ 8 =0，从而/(1)有3个不同的实根。 


为了把/(工）的3个实根分离开，我们相继求 /( x ) 的标准序列在区间中点处的变号 


数。每求一次，都要选择合适的小区间。 



于是在 （3,1) 有 /( x ) 的一个实根。 




fo 


A 


fz 




变号数 


— 4 


— 2 


一 1 


+ 


+ 


十 


+ 


+ 

+ 


+ 


7 _ 

T 

13 

T 


+ 


+ 


+ 


+ 


+ 


于是 / Xd 的另外两个实根分别在 （ 一一 导）， （ 一¥，一吾 〉 内。 

例 10 设 /Cr) 是实系数多项式，其次数证明 ：如果 对任意都有 /Q)>0, 
那么存在两个实系数多项式 gU) ， / Kx ) ，使得 


f(jo) = g 2 (x) + h 2 ix) t 


证明把 /( 工）因式分解，得 


fix) = aix — C] ) r i ••- (o: — c s Y> ix 2 + /)】 工 + 屮 … (x 2 + p m x + q m . 


(19) 


其中 Q ， … ， c, 是两两不等的 实数；（九， ％ ) ， … ，，心）是不同的实数对，且满足 
p] — <C0 ， / =1 ， 2, … ，， … ， r% ， ^ ， … ，都是非负整数。由于 /(O>0, V ， GR ， 因 
此 0>0 ，且「 1 ， … ，「都 是偶数 ( 假如有 r 是奇数，则可以找到 i 使得 /U)<0 矛盾）。设 


2r ;， 则 


/(x) =a{x 2 — 2ci j: + c? ) r ' *•* ix 2 — 2c s x + cf )' 

Cjo 2 p\X + qi )*> Cx 2 + p m x + q m ) kfn . 


( 20 ) 


则 （ 20) 式中出现的二次多项式都形如 : r 2 +6:r + c ， 其中 6 2 ~4c<0 o 用待定系数法可以证 
明这种二次多项式可以表示成 


X 2 + bx + c = x ~h ) 2 + {d 2 x -\~ e 2 ) z , 


( 21 ) 


分别比较二次项、一次项的系数以及常数项，得 

l = d\+dl ， 


2idi€\ ~h 2c^2 ^2 
e\ 十 eL 


( 22 ) 

(23) 

(24) 


V 3 


取则巧 + 出 =1 ，代入 （ 23) 式，得 


e ： -\-^e 2 . 


(25) 


从 (25) 式得， a =6—V3e 2 ，代人 （ 24) 式得 


b 2 — 2 */3be2 ~h 4^2 


(26) 


从 (26) 式可以看出， e 2 应当是二次方程 
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争 


Ay 2 — 2 ^ f 3 by + b 1 ~c = 0 (27) 

的实根。由于二次方程 （27) 的判别式 

△ = (― 2#) 2 -4 - 4(6 2 -c) - 4(4c-6 2 ) > 0, 

因此方程 （27) 有实根，从而可解得 e 2 ，进而可求出所以 （21) 式的确成立。 

设 ( x ) = g \ ( x ) +hi ( x ) , f t { x )= g \ ix ) +W (: c ) ，则 

/! (x)/ 2 (X) = [g5 (JC) + 九 ? (x)][g*2 (x) + hi O)] 

gi ( x ) — hi ( x ) g t ix ) — h 2 ( x ) 

h } ( x ) gi ( x ) h 2 ( x ) g 2 ( x ) 

gi (: r)g 2 (x) — M (x)/i 2 (_r) — gi ix)h 2 (x) — /i] ix)g 2 (x) 

办 l ( x ) g 2 (工）十 gi ( x )/ i 2 ( x ) — h x ( x ) A 2 ( x ) + 仏 ix ) g 2 ( x ) 

— [g*i (x)g 2 ( 工） _ h' (x)/i 2 ( 工 ) ] 2 + [gi (x)/i 2 (x) + hi (x)g 2 (x )] 2 . 

用数学归纳法可以证明：若， （ X ) 二 ^(^)+/4(工），纟=1,2,*"，1；，则存在 gU )， Mx)e 
RDr ]， 使得 

/l ( 工 ),2 f v ( x ) = g 2 ijo ) - \- h 2 ( x ). 

于是由 （20) 式和 （21) 式得，存在 g ( x )，/ i ( Jc ) eR |>]， 使得 

/(. r ) - g 2 U )^- h 2 U ). U 

点评： 证明例 10 的关键是把/( I )分解成实系数不可约多项式的乘积，并且从已知 
条件推出 /( x ) 的一次因式的幂指数应当都是偶数，从而/( I )可分解成二次多项式的方 
幂的乘积，其中每个二次因式都形如： c 2 +& + c ， 且满足6 2 — 4 c <0。 然后对 x z ^rbx + c 
(其中6 2 — 4 c <0) 很容易用待定系数法证明它可以表示成两个一次多项式的平方和，最后 
可证得所要求的结论。 

习题 7.7 


1. 设 a £ R * ，求多项式 x ”一 a ” 在实数域上的标准分解式。 

2. 设 a G IT ，求多项式在实数域上的标准分解式。 


m-1 


3. 证明 ： H cos 


ym 

Om — 1 ° 


k = 1 


5 * 证明 ： n sin ^r 


2/71 十 1 


证明 ： JX sin 


k~l 


(2 是 一 1)7 T 
2(2 m + l ) 



m 

6. 证明 ： JXcos 


C2k —— 1)tt 

2(2m+ 1) 



n ,-r pn tt * (2^ — 1 )tc V2 o j：-ran TT (2^ — 1)tz 4^ 

7 - 证明 ： nsm 4m — = 5。 8_ vEm.Jlcos 4m --- F o 

9 . 求 /( x )=/+12 x 2 + 5: r _9 的不同实根的个数，并且把这些实根分离开，使得每 
个实根所在区间的长度小于1。 

10. 求 /( x )- x 3 -5 x 2 +8 x -8 的不同实根的个数，以及这些根在哪些相邻的整 
数之间。 
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于是 ，i = 0, 1，…， n. 

由于（9，/>) = 1，因此 

q | b { , i = 0 , 1 ，..•，?!• 

由于 g(x) 本原，因此 g=±l。 同理可证/?=士1。于是 g(x) = 土/1(工）。 

从上述结论立即得到本原多项式的第一条 性质： 

性质 1两个本原多项式 发 (工）与 A(:r) 在 Q[：c] 中相伴当且仅当 g(x) = ±/i(j：)。■ 
由于任何一个次数大于0的有理系数多项式都与一个本原多项式相伴，因此我们只 
需要去研究本原多项式是否不可约。由于因式分解涉及到乘法，因此自然要 问：“ 两个本 
原多项式的乘积是否还是本原多项式？”下面的性质2回答了这个问题。 

性质 2( 高斯 （ Gauss) 引理） 两个本原多项式的乘积还是本原多项式。 

证明 设 /(x) = + … +a】x + a 0 ， 

g(x) —b m x m + ••• +6 1 x+6 0 

是两个本原多项式。设 

h{x) = fix^gix) = c„ +m x nHn + …+ qx + c 0 ， 

其中 G ja i ， s = 0 ， 1 ， …， w + m。 

i+j = s 

假如 /Kd 不是本原多项式，则存在一个素数，使得 

p \ c , , S = 0 , 1 , 2 , ••• + 7W. 

由于 /(x) 是本原多项式，因此 p 不能同时整除/( I )的每一项的系数。于是存在 

满足 

p | a^jp | a ： , ■*• , /> I a^i , /? a*. d) 

由于 〆 x ) 是本原的，因此存在满足 

P \ bo , p \ bi , , P \ 6 /_!，/? 卞 6 /. (2) 

考虑 Mx) 的 k + l 次项的 系数： 

Ck+i ~ CLk + fi 0 + ••• + a k + ibi-i + a k bi + a^i b l+ i + ••• + a 0 bk+i 

由 （1)、（2) 两式以及得，由于/>是素数，因此/>1〜或々 丨匕。 矛盾。于是 
A(x) 是本原多项式。 ■ 

要寻找本原多项式不可约的充分条件，不太容易直接找出。我们可以反过来思 考：从 
一个本原多项式可约能够推出什么样的结论？从不可约多项式的等价条件得出，如果一 
个次数大于0的本原多项式可约，那么它可以分解成两个次数较低的有理系数多项式的 
乘积。从高斯引理可以进一步直觉判断它可以分解成两个次数较低的本原多项式的乘 
积。于是我们猜测有下述性质3: 

性质 3 —个次数大于0的本原多项式 gU) 在 Q 上可约当且仅当 g (: r) 能分解成两 
个次数较低的本原多项式的乘积。 

证明 充分性是显然的，下面证必要性。设本原多项式#(工）在 Q 上可约，则存在 
[:^]，/=1，2，使得 

g-(x) = gi ( x ) g 2 ( jc ) » deg g, (x) <C deg g(:r)，i = 1 ， 2 
设仏（1)=厂九(:*:)，其中 r,6(T ，心 U) 是本原多项式 W=l，2。 贝 lj 
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g(jo) — r^r 2 h x (x)h z (x) 

由于 {x)h 2 (* r ) 也是本原多项式，因此7^「 2 = 士1。从而尺显然 
deg / i ; ( x ) = deg g t ( x)<deg g{x) ,z = l ,2 0 必要性得证。 ■ 

下述性质 4 给出了本原多项式组成的集合的结构。 

性质4每一个次数大于0的本原多项式 g (： c ) 可以唯一地分解成 Q 上不可约的本 
原多项式的乘积。唯一性是指，假如 g (： T ) 有两个这样的分 解式： 

gix) = (:r)/? 2 (jc) … 久 （ jc) ，尺 （ x) = < 7 ] ix)q z (x) ^*q t ix ), 

则 s = i ，且适当排列因式的次序后，有 

pi (x) — + q t (jo) , i — 1,2 , 

证明 可分解性由性质 3 得到。唯一性由 Q [: r ] 中的唯一因式分解定理的唯一性以 
及性质1立即得到。 ■ 

利用性质3可以得到整系数多项式在 Q 上可约的充分必要 条件： 

推论 1 一个次数大于0的整系数多项式 /( x ) 在 Q 上可约当且仅当/( I )能分解成 
两个次数较低的整系数多项式的乘积。 

证明 充分性是显然的，下面证必要性。设 / U ) = rg (: r )， 其中 〆 x ) 是本原多项式， 
rez 0 由于/( X )在 Q 上可约，因此 g ( x ) 在 Q 上可约。据性质3得， g (:(: r ) A 2 ( x )， 其 
中 A ,( x ) 是本原多项式，且 deg hi (xXdeg g(x) ,i=l,2 0 从而 / O ) = [r /i ! ( x )]/ i 2 (j:) 。 这 
表明 /( x ) 分解成了两个次数较低的整系数多项式的乘积。 ■ 

二、整系数多项式的有理根 

一个次数大于1的整系数多项式/( I )如果有一次因式，那么 /(： r ) 可约。因此次数 
大于1的整系数多项式 /(： r ) 在 QDr ] 上不可约的必要条件是/(^)没有一次因式。而 
/(^)有一次因式当且仅当 /( x ) 在 Q 中有根。下面先来研究一下整系数多项式在 Q 中有 
根的必要条件。 

定理 1 设 /( o :) = a „ /十 1 十… 十％ 是一个次数 n 大于0的整系数多 

项式，如果子是 / U ) 的一个有理根，其中是互素的整数，那么 p\a^q\a 0o 

P 

证明 设 / O ^ zr / iU )， 其中 reZ '/ ik ) 是本原多项式。设 | 是 / Cr ) 的一个根，则 

P 

0 = f (^~) = rf l (^-) o 从而 +也是 AU ) 的一个根。于是在 Q [ x ] 中 ， U — 因此 
P P P P 

(px-q)\f 1 (x) 0 由于 ( p ， g ) = l ， 因此 px — g 是本原多项式。据性质4和高斯引理得 

/i (j:) = {px — q)g{x ), 

其中 g ( JT ) 1 十 … +&JC + 6。 是本原多项式。于是 

fix) — ripx — q)g(x) (3) 

分别比较 （3) 式两边多项式的首项系数与常数项，得 

a n = rpb n - x , a {) rqb 0 . 

因此 p\a n ^ q\a 0 . ■ 
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从定理1的证明过程看到，如果子是 /( a 的一个有理根，且（/ > w ) = i ， 那么存在一个 

P 

整系数多项式 ^(- r ) ，使得 / O ) = (px — (: r ) 。当+ /士 1时，可推出 

P 

P — q P + q 

因此如果计算出 z ， 那么 I 便不是 /(： r ) 的根。这种判断方法在求整 

P—q P 十 q P 

系数多项式的有理根时很有用。 

三、整系数多项式在 Q 上不可约的判别方法 

利用定理1可以判断一个二次或三次整系数多项式是否在 Q 上不可约 ：二次 或三次 
整系数多项式在 Q 上不可约当且仅当它没有有理根。 

注 意：对 于四次或四次以上的整系数多项式/( X )，如果它没有有理根，那么只能说明 
/( X )没有一次因式，并不能说明/(1)在 Q 上不可约，因为 /(: r ) 可能有二次因式或次数 
大于2的因式。这表明，对于四次或四次以上的整系数多项式/( X )，没有有理根只是 
/( x ) 在 Q 上不可约的必要条件，但不是充分条件。 

下面来探索本原多项式/( I )在 Q 上不可约的充分条件。 

设 /( x ) -\~ a n ~ x x n ^ { 十… jr + a () 是一个次数 n 大于0的本原多项式，为了探 

索/( I )在 Q 上不可约的充分条件，我们来分析如果/(工)可约，那么能推导岀什么结论。 
由于本原多项式的各项系数的最大公因数只有±1，因此任何一个素数都不能整除它的各 
项系数。我们考虑这样一类本原多项 式:存 在一个素数/>能整除首项系数以外的一切系 
数，但是 P 不能整除首项系数。即/>|义， 2 _ = 0，1，〜，”一1;而/4〜。假如 / U ) 在 Q 上可 
约，据性质3得 

fix) = + …+ hx + ) O/jc’ 十 …+ q j: + c 0 ). (4) 

其中 = 0 ，1，…， m) ，<:』 (j = 0,1，… J ) 都是整数，且 + / = n 0 
由 （4) 式得 

O-n ~ b m C I ， Uq = bo Co, 

已知/ > k 。， 因此州6。或 Pk 。。 不妨设又已知/4〜，因此乂且 /> v ,。 于是存在 
是使得 

p\b 0 ,p\b x • ,p\b k - x , p\b k . 

由于 a k = b Q c k c k - l + … + 6*— 】(：! +6 〆 。，且 I 〜，因此 | 6 〆 。。由于 p \ b k ，因此 | c 0 ;又 
由于 p |6。， 从而 fk 。。 于是只要 〆 卞 a Q ， 那么 /(: r ) 在 Q 上不可约。这样我们探索出了 
/( x ) 在 Q 上不可约的充分条件，这就是著名的 Eisenstein 判 别法： 

定理 2 ( Eisenstein 判别法） 设 

fix) = a n x n + a„-i x n 1 + + aix + a n 

是一个次数 n 大于0的本原多项式。如果存在一个素数/>，使得 

1° /)| a " z ’ = 0， l ，•••，” 一 1; 


3。 p 2 Vo ， 

那么 /( x ) 在 Q 上不可约。 ■ 

注 ：定理 2中的 /( x ) 是一个次数大于0的整系数多项式时，利用推论1，从/( I )可约 
得出 （4) 式，因此在定理2中，把 “/(* r ) 是本原多项式”换成 “/( x ) 是整系数多项式”仍然 
成立。 

利用定理2可以 证明： 

推论2在 QDr ] 中存在任意次数的不可约多项式。 

证明任取正整数/!，设 /(： r )=/+3。 素数3符合定理2的所有条件，因此/( I )在 
Q 上不可约。 ■ 

有时直接用 Eisenstein 判别法无法判断 /(： c ) 在 Q 上是否不可约，这时可尝试利用 
7.5 节的例4,选择一个有理数 6( 通常取6=1，或一1)，如果用 Eisenstein 判别法能判断 
尺 (* r )=/( x +6) 在 Q 上不可约，那么 /( or ) 在 Q 上不可约。 

对于 Eisenstein 判别法中的3个条件，很自然地会想 ：如果 改成存在素数 p ， 使得 

p \ Ui , f = l ，2，"，， w ， p 小 a 。，/? 2 卞 a „， 

那么 /( x ) 是否在 Q 上不可约？为了回答这个问题，我们考虑由数域 K 上的分式组成的 
集合 K ( x )， 它有加法和乘法运算，成为一个有单位元的交换环（我们将在 7. 12节详细讨 
论这个环）。显然， KU ) 可以看成是 K 的一个扩环。利用数域 K 上一元多项式环的通用 
性质可以证明下述 结论： 

* 定理3 设 /( x ) = a „ sc n -\- a n -： jc n ~ l +… + a 〗 j ： + a 。 是一个次数 rt 大于0的整系数多 

项式，如果存在一个素数夕，使得 

/> 丨 a , ， z* = 1 ， 2, … ， w ， p\a 0J p 2 ^ a„ , 

那么 /( x ) 在 Q 上不可约。 

证明假如 / O ) 在 Q 上可约，则存在两个次数分别为 m ，《 2 ( n ,< n ， i = l ，2) 的整系 
数多项式 /i ( J ：) ，/ 2 ( jc ) ，使得 

f ( jc ) = /i ( x ) f 2 ( x ). (5) 

不定元 x 用 Q ( x ) 中的元素丄代入，从 （5) 式得 


，(士)叫#(士) • 

在 （6) 式两边乘以 j :"， 得 

(士 ) =xni/i (士尸 / 2 (去). 

显然， x”./〆 士) 是整系数多项式，且次数力…间上 


( 6 ) 


(7) 



+ u +… 


J ^ —n — 1 j w fi 

-\- a\X ~r UqX m 


由已知条件，据 Eisenstein 判别法得，: c ”/ (丄）在 Q 上不可约，这与 （7) 式矛盾。因此 

x 


/( X )在 Q 上不可约。 
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定理 3 的证明很简洁，这得益于利用了数域 K 上一元多项式环的通用性质。 

在 7. 12节的典型例题中，我们将介绍判断整系数多项式在 Q 上不可约的另一种 
方法。 

7.8.2 典型例题 

例1 求 /( or ) = 3: r 4 +8 j : 3 十 6: c 2 +3 :r — 2的全部有理根。 

解 a 4 =3 的因子只有±1，±3;% = —2因子只有±1，±2。于是 /( jc ) 的有理根只 

可能是：士1，±2， , 士吾 ° 

因为/(1) = 18关0，/(一 1) = — 4关0,所以±1不是 /( x ) 的根。 

考虑2,因为 

/(— U = — 4 洋 z 

p + q 1+2 3 ^ Z， 

所以2不是/( I )的根。 

考虑一 2,因为 

/(I) = l^ = a /(-I) _ ~4 _ . 
p-q 3 ’ p + q —1 4 ’ 

所以需要进一步用综合除法来判断一2是不是/( I )的根。 

-2 


3 —4 10 -21 

这表明_2是 /( x ) 的单根。于是 

fix ) — (x + 2) (3工 3 十2工 2 + 2工 一 1 ). 

考虑■，因为 

/a) _ is _ 9 /(—1) — — 4 — 

p-q 3 — 1 9 ， p + q 3 + 1 ， 

所以需要作综合除法。用 X — | •去除 3 x 3 +2 x 2 +2 x — 1，可得出+是/( I )的单根，且得出 

fix ) = (:r + 2)( x -+丨 (3 工 2 + 3 :c + 3). 

显然 ，: r 2 +x + l 没有有理根（因为士 1都不是它的根），因此/( I )的全部有理根是一2 
和 j ， 它们都是单根。 

例 2判断 /( x )- x 3 +2 x 2 — _ r + l 在 Q 上是否不可约。 
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解 /( x ) 的有理根只可能是±1。由于 

/(I) = 1 十 2 — 1 + 1 关 0 ， /(—I) =— 1 + 2 + 1 + 1 关 0 ， 

因此 / O ) 没有有 理根； 又由于 deg / U )=3, 因此 /( x ) 在 Q 上不可约。 

例3 判断 fU ) ~ 27 x 4 + I 2 x 3 - \ 5 x ~ h 2 l 在 Q 上是否不可约。 

解素数3能整除首项系数以外的一切系数，但不能整除首项系数4,且3^21，因此 
/( x ) 在 Q 上不可约。 

例4判断 f { x )= x AJ r 2 x ~ l 在 Q 上是否不可约。 

解： T 用 J ： + 1代人，得 

^(.r) ： = /(x + 1) = (jt+1) 4 十 2(:r+l) — 1 

= 工 4 十 4r 3 十 6x 2 + 4:r + 1 + 2„r + 2 — 1 


― x 4 -h 4 x 3 H - 6 x 2 + 6 jt 十 2. 

素数 2 能整除 g (: r ) 的首项系数以外的一切系数，但不能整除首项系数1，且2^2,因 
此 g (* r ) 在 Q 上不可约，从而 /(: r ) 在 Q 上不可约。 

例5 设 p 是一个素数，多项式 

f P (x) = + x^ 2 十 ••• + 工 1 

称为/>阶 分圆多项式。 证明 AU ) 在 Q 上不可约。 

证明 我们有 


{x — 1) fp ( jo ) = x p — 1. 

: r 用 : r + 1 代人，从上式得 


于是 

我们知道 


xf p (x+l)= (x + l)"-l 

= X P -\- px ^ 1 + ••• + c k p x + ••• + px • 

片 （ j：) := /' / j(:r + l) = x p ^ 1 px p — 2 十 … -\~c k p x p ~ k ~ l 十 … + />• 




pip — 1) 


•_•(/> — ^ 1) 


k\ 


\ ^ k <i p. 


由于（户，々！）= 1，因此 

是！ — —6 十 1). 

从而 p \ a p A < k < p , 

又 外1 ， 〆 +/>，因此 g ( x ) 在 Q 上不可约，从而 /, U ) 在 Q 上不可约。 ■ 

点评： 据 7. 6节的例12以及 〆 一 1 —( x —1)( j : p_1 +… +: c 十 1) ，可得 x p ~ l -\~ x p ~ z +…+ 


: r+l = Cr —$) Cr—f ) … ( x — 其中户疗。 由于户 是素数，因此对任意 j ( KXW ，都 
有（/>，7) = 1，从而据 7. 6节的例14得，，…，都是本原/>次单位根。显然它们是全 
部本原 > 次单位根，因此 1 +/ _2 +… + x 十1是/?阶分圆多项式。分圆多项式的定义 
如下： 

设 n 是一个正整数， 7 l ，％，•••，>是全部两两不等的本原 n 次单位根，令 

/„ ix') ： = (：c — — 7)2 、 … （工 一 r}r ) ， 

则称是 n 阶分圆多项式。 


例6判断 /( x )=* r 4 +3 x + l 在 Q 上是否不可约。 
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解 /( x ) 的有理根只可能是±1，由于/(1) = 5关0，/( — 1) = 1 — 3+1关0,因此/( I ) 

没有有理根，从而/( X )没有一次因式。假如 / U ) 在 Q 上可约，则 

/( x ) = ( a 2 x 2 十 a 】jc 十 a 。） （6 2 j : 2 + 6 ： x + )• (8) 

其中义（£ = 0，1，2)，4 0 = 0，1，2)都是整数，比较（8)式的首项系数得，〜6 2 = 1。 于是心 
与6 2 同为1，或同为一 1。不妨设 <3 2 ==6 2 = 1。比较 （8) 式的其他系数得 

ai + b x =0， 

a 0 a \ b \ + b 0 =0， 
a 。 办 1 + = 3， 

a。 6。 = 1 - 

由第 1 式得，卜=— 〜 ； 代人第 3 式得，^ (6。一 a 。）=3; 由第 4 式得， a 。 与 b Q 同为1，或同为 
— 1。从而心一 a 。 = 0,这与〜（6。一 a 。）= 3 矛盾，因此 /( x ) 在 Q 上不可约。 

例 7设6是复数域中的一个本原 n 次单位根，令 

J 专= {/( jc ) G Q [ x ] I /($) = 0} ， 

把八中次数最低的首项系数为1的多项式称为 $ 在 Q 上的极小 多项式 ，记作 ( X )。 
证明： 

(1) m e ( x ) 在 Q 上不可约； 

(2) 是整系数多项式。 

证明 （1) 由于因此据 7.6 节的例15得， m f ( x ) 在 Q 上不可约，且 

] 每 = { h ( jc ) m ^< ix ) I h ( x ) G Q[-x]}. 

(2) 由于矿=1，因此 / —16 J f 。 从而存在 A ( x ) eQ |>]， 使得/ — l = M : c ) m f ( x )。 
由于 /一 1是本原多项式，因此据本节的性质4得 

X n — 1 = pi ( x)/>2 ( x ) ( x ). 

其中九（工），/> 2 (工），_"，久（^)是在（2上不可约的首一本原多项式。由于在 Q 上不可 
约，且 m 5 (: c ) 是^ — 1的一个因式，因此在 QDr ] 中 ， m f ( x ) 〜九 O ) ，对某个 j 6 { 1，2,…， . s } 。 
由于 m f ( x ) 与的首项系数都是1，因此 m $ ( x ) = p } ( x ) 0 于是 m f (: c ) 是整系数多 

项式。 ■ 

例8 证明 ：如果 P \， p 2 、 …， p t 是两两不等的素数 U >1)， 那么对于任意大于1的整 

数〜都有心 A "77 是无理数 。 

证明 由于 （ … A ) n== / >1 / ，因此是多项式/—的一 

个实根。假如…九是有理数，那么 /— Ah …九在 Q [: T ] 中有一次因式。由于 
打〉1，因此/—/> 1 户 2 〜久在 Q 上可约。又由于素数仏能整除工”一川九…久的首项系数 
以外的所有系数，但是 Pi 不能整除首项系数1，且/九九…九，因此/一九 九… 九在 Q 

上不可约，矛盾。所以是无理数。 ■ 

例 9设 m ， W 都是正整数，且 m < rz ， 证明 ：如果 /( x ) 是 Q 上的 m 次多项式，那么对 

任意素数/>，都有^不是/(工）的实根。 

证明 假如％"是 /( x ) 的实根，则 /(: r ) 作为实数域上的多项式有一次因式 x ~ n 4 p , 
由于 = P ，因此 i 是多项式 — />的一个实根。从而 g ( X ) 作为实数域上的 
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多项式有一次因式于是在 R [: C ] 中， /( JC ) 与 g (: c ) 不互素。由于互素性不随数域 
的扩大而改变，因此在 Q [ x ] 中，/( X )与 g (： T ) 也不互素。又由于素数 P 能整除 g ( X ) 的首 
项系数以外的一切系数，但不能整除首项系数1,且/> 2 >户，因此发 U ) 在 Q 上不可约。从 

而私 (* r ) 能整除 / U )。 由此得出，这与 m < n 矛盾。因此^不是 /( x ) 的实根。 ■ 
点评： 在例9的证明中，关键是要考虑多项式&( I )，以及利用互素性不随数域的扩 
大而改变，利用 QDr ] 中不可约多项式与任一多项式的关系的结论。由此体会到掌握理论 
的重要性，要善于运用理论去解决问题。 

例 10 设/ Kx ) 是首一整系数多项式，且/ >( x ) 在 Q 上不可约。 证明： 如果首一整系 
数多项式/(工)与 />(* r ) 有公共复根，那么存在首一整系数多 项式以 X )，使得 

fix ) = gix ) p ( x ). 

证明由于 /( x ) 与 P ( X ) 有公共复根，因此在 C [ x ] 中，/( X )与有公共的一次因 
式，从而在 C [>] 中， /( i ) 与 〆 x ) 不互素。于是在 Q |>] 中， / U ) 与 /> U ) 也不互素。由于 
户 U ) 在 Q 上不可约，因此 /> U ) |/ U )， 即 fiU ) 是 /( x ) 的一个不可约因式。又由于 / U ) 
与 〆 ： r ) 的首项系数都为1，因此 /( x ) 与都是本原多项式。据本节性质4得 

fix ) = p { x ) g { x ) . 

由于 / U ) 与 〆 工）的首项系数为1，因此的首项系数为1。 ■ 

例 11 设 /( J ：) = a „: c rt + 〜+〜:?: + a 。 是一个次数大于 0 的整系数多项式，证 明：如 
果 a n + a n -i +…+〜十 a 。 是一个奇数，那么1和 一 1都不是 / O ) 的根。 

证明由于 /( l )= a n + a„-i 十… + a x + a 。 是奇数，因此1不是 /( x ) 的根。设 / O ) 
= mg ( jc ) ，其中 g (* r ) 是本原多项式，。假如 一1 是/(^)的根，则0 = /( — 1)= 
mg ( — 1) ， 从而 g ( — 1) =0。于是 g (* r ) 有一次因式工十1 。 据本节性质4得，存在整系数 
多项式 hix ) ，使得 gix ) = (x + l )/ i ( x ) »于是有 

fix ) = m(*r 十 1)/ i ( jc ). 

工用 1代入，从上式得， /( l )=2 m • / i ( l )。 这与/( I )是奇数矛盾。因此 一 I 不是 /(* r ) 
的根。 ■ 

点 评：例 11的证明由于运用了本节的性质4,因此不需要什么计算就证 明了一 1不 
是 /( x ) 的根。也可以采用下述方法证明这一结论 ：假如 一1 是/(工）的根，则 

0 — fC — 1 ) = a n ( — l) w + ( 1 „-\ ( — I) 71-1 + …+ ai ( — 1) + a 0 . 

当 n 是奇数时，从上式得 

a n + a„_ 2 + … + ai = + a„_ 3 + …+ a 2 + a 0 . 

于是 a „ + a„-i + + a x + a 0 =2( a n + a „- 2 H - \~ a x ). 

这与已知条件矛盾。当 n 是偶数时，类似的计算可得出与已知条件矛盾。因此 一 1不是 
/( X )的根。 

例 12 设 /( x ) 是一个次数大于0的首一整系数多项式，证明 ：如果 /(0)与 /(I) 都 
是奇数，那么 /( x ) 没有有理根。 

证明假如 /(： r ) 有一个有理根由于 /( x ) 的首项系数为1，因此6必为整数。于是 
x ~ b 是本原多项式，且 x _6 是 /( i ) 的一个因式。又由于 /( x ) 也是本原多项式，因此据 
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本节性质4得，存在整系数多项式 hU ) ，使得 

/( x ) = (x — b ) h { x) t 

x 分别用0和1代入，从上式得 

/(0) = (-6)/ i (0), /( I ) = (1—6) M 1). 

由于一6和一6+1必有一个是偶数，因此/(0)和/( I )必有一个是偶数。这与已知条件矛 
盾，所以 / U ) 没有有理根。 ■ 

例 13 设 fix) = ( 工 一 ai) (x~a 2 ) … （ j : —) — 1 ， 其中〜 ,a 2 , , a n 是两两不等的整 
数。证明 / U ) 在 Q 上不可约。 

证明假如/(工）在 Q 上可约，则 

fix ) = g z { x ) deg gi ( jc ) << n , giijc ) G = 1,2. 

x 用七 代入，从上式得 

— 1 = f ( a } ) = gi (aj ) g 2 ( a } ) , j = 1,2,**- , n . 

从而 gi (%) 与 g * 2 (七 ） 一个为 1 ，另一个为一 1 o 于是 gi (七 )+ g 2 ( a , ) = 0 ， j = 1，2,…，/ I 。 
这表明多项式尽1(工）+尽2(*3：)有7?个不同的根 a : ， a 2 ，…， a no 但是 gi ( x ) +尽 2 ( x ) 的次数 
小于 w ， 因此，君从而 /( x ) = — d ( a :)。/( x ) 的首项系数为1，这与 
— M ( i ) 的首项系数为负数矛盾。因此 / U ) 在 Q 上不可约。 ■ 

例 14 设 /( x ) = ( x~ai ) ( x _ a 2 ) … （jt —) + 1，其中 a !， a 2 ， …， 是两两不等的 

整数。 

(1) 证 明：当 ^是奇数时， / U ) 在 Q 上不 可约； 

(2) 证 明：当 w 是偶数且 n >6 时， / U ) 在 Q 上不 可约； 

(3) 当 n = 2 或4时， /( x ) 在 Q 上是否不可约？ 

(1) 证明假如 /( or ) 在 Q 上可约，则 

fix ) ― gi ( x ) g 2 ( x ) , deg gi ( x ) <C n ^ giCjc ) G Z [ x ] , i = 1,2. 

i 用 a , 代人，从上式得 

1 = /( a ; ) = io . j ) g z iaj ) , j = 1，2,…， 77. 

于是 gi (七）与 g "2( a ,) 同为1，或同为一 1。从而 

gi ( A ) — g 2 (…）= 0， j = 1,2, , n . 

这表明多项式 gi ( 1 )— g 2 ( x ) 有 W 个不同的根〜 ， a 2 ，…， a „。 但是貧 1 ( x ) —发 2 ( JC ) 的次数 
小于 w ， 因此 aCx )— g 2 ( a :)=0。 从而 /( j :) = 〆 （ i ) ，于是 deg /( or ) = 2 deg 仏 （ i ) 。这与 

已知 n 是奇数矛盾，因此 /( x ) 在 Q 上不可约。 ■ 

(2) 证明假如 /(: r ) 在 Q 上可约，由第 （1) 小题的证明过程得， / U)=g (: r )。 从而 

对一■切 有 ( i )^0 o 不妨设 

< a 2 < a 3 < a 4 < a 5 < a 6 < …< a „. 

x 用■代入，由 /( x ) 的表达式得 
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由于 


at — Ui 






7 > () — 1 )— 






<^n — 




且/7>6,因此 


a 2 — a x 


a 


n 


a 


2 i^Y m Y 
^ i i 

„ 15 X 63 
— ^64 


3 


2 

3 

2 


> 


由于 n 是偶数，因此 




A + =— 


dt — 


a 


n 


ai 


m 


5 

2 




7 

2 


舉 


5 7 


9 

2 

9 


2 n — 3 


參 


♦ 




2 2 


2 


十 1<—1+1 


0, 


矛盾，因此当 n 为偶数且 n >6 时， / U ) 在 Q 上不可约。 

(3) 解当 n = 2 或4时， / U ) 有可能在 Q 上可约。例如， U —1) U +1) + 1 


x 


2 


x(x — l)(x 十 l)(x 十 2) + 1= jt 4 十 2 x 3 — x 2 — 2jo + 1 



= ( x 2 + x - I ) 2 . 

例15设 fix ) = ( j : — a ! ) 2 O — a 2 ) 2 … O — a „) 2 十1，其中〜 ， a 2 ，…，是两两不等的 
整数。证明/( I )在 Q 上不可约。 

证明假如 /( x ) 在 Q 上可约，则 

fix) = (jo)g 2 ix) , deg giix') <i 2n^giix) G Z[jt] ， / = 1 ， 2. 

x 用 a , 代人，从上式得 

1 = /(a ; ) = gi (aj)gz ia } ) , j = l ， 2 ， ." ， n. 

于是 gi (七）与 ( 七)同为 1 ，或同为 一 1 。 

由于 / O ) 没有实根，因此幻（: c ) 和 O ) 都没有实根。从而 gi (ai ) jg t ( a 2 ) , *" , 
仏(‘）同号，2 = 1，2。于是不妨设 & (〜）=&(〜）= — = &( a „) = 1 ，2。 

情形 1 gx (JT) 与 ( ： T) 中之一的次数小于 72 。不妨设 deg A (*3 ： )<« ， 由于心 (a ； ) — 1 
= 0，j = 1 ， 2 ， … ， w ， 因此多项式 仏 （: r ) — 1 有 w 个不同 的根。 于是 gi ( ： c) — 1 = 0 。从而 
/(jt) =g 2 (x ) ，这与 cTeg g 2 ( j ： X 2 n 矛盾。 

情形 2 gi O ) 与 ( x ) 的次数都等于 w 。 由于 a !， a 2 ，…， a „ 都是 O ) — 1 的根，且 
的首项系数为1，因此 

gi (jo) — 1 = (x — ai)(i — a 2 ) "* (x — a„ ) , i — 1,2. 

从而 

fix) = [(: c — ai ) (x — a 2 )•••(: —a„) + l] 2 

={x — a\) z ix — a 2 ) 2 **• (jc — a n ) 2 + 1 + 2(x — a\ ) (x — a 2 ) *** (x — a „). 

由此推出 ，2 (:r — a !) (x — a 2 ) ••• (*3： _ a „) = 0 ，矛盾。 
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由于 g 2 ( x )= deg / U )=2 n ， 因此只有上述两种可能的情形。从而 
/( x ) 在 Q 上不可约。 ■ 

例 16 有理系数多项式 fU )= x A - hu ^ 2 - hv 何时在 Q 上可约？ 

解先寻找/(工)在 Q 上可约的必要条件。设 / O ) 在 Q 上可约，则 /( o ：) 有一次因式 
或者有两个二次因式。 

情形1 /( x ) 有一次因式。此时 / Cr ) 有一个有理根？，从而 i 2 是二次多项式 i + wx + t ; 

的有理根。于是判别式^ 一 是一个有理数的平方。 

情形2 /(: c ) 有两个二次因式，此时 

fix) = {a 2 x 2 + a x x + a 0 ){b 2 x 2 +b l x-\-b Q ) ,a z / 0 , 6 2 # 0 . 

比较系数，得 


0 = a 2 b x + ai6 2 ， 

Ju = a 2 b 0 ayh^ + a 0 6 2 ， 

0 = a { b 0 a 0 bi , 
v = a 0 b 0 . 

不妨取 a 2 = 1，6 2 = 1 。于是 h =—〜 ，w = 6 0 — + a 。， a ! (6。 一 a 。） =0 jv = a 0 b 0 。 

若 q = 0 ，则 = 0， z / = 6。 十 a 。 。于是 

u 2 — 4v = (d 0 + a 0 ) z — 4 ： a 0 b 0 = (b 0 — a 0 ) 2 • 

右 “i i 则 a 。 ? u ~ 2^0 a 〗 。 于是 


dz 2 ^fv 


u 


at . 


综上所述， / U ) 在 Q 上可约的必要条件是 ：M 2 — 4 z ； 是一个有理数的 平方； 或者 u 是一 
个有理数的平方，且±2 — U 是有理数的平方。 


下面来证上述条件是/(工)在 Q 上可约的充分条件。 

若 m 2 —4 i = c / 2 , 则 4 r = w 2 — / = (1/+心（“一心。从而 



u d 


u _ d 



因此 /( x ) 在 Q 上可约。 



M 十 





若 ，且±2 w = ， 则 = M ，从而 


(x 2 + a x x + a 0 ) ix 2 — aj jc + a 0 ) = x 4 + (2a 0 — a\ )x 2 + a\ 



因此 /( x ) 在 Q 上可约。 

至此我们得到了 /( x ) 在 Q 上可约的充分必要条件是 ： M 2 —4 x ; 是一个有理数的 平方; 

或者 X ；是一个有理数的平方，且士 2 v ^_ m 是有理数的平方。 

例 17 设 p (: r ) 是 n 次有理系数多项式， n 为大于1的奇数，且 / Kx ) 在 Q 上不可约。 
证明 ：如果 q 和 Q 是 Mx ) 的两个不同的复根，那么 Cl + c 2 不是有理数。 
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证明 假设 c 是有理数，由于 

0 = pic 2 ) = /?(c — Ci ) , 

因此是多项式尽(工） 一: C ) 的一个复根。由于 r 是有理数，因此 g (： T ) 是有理系数 
多项式。由于与/ > u ) 有公共复根 Cl ，因此它们在 CDc ] 中有公共的一次因式 T — Ci ， 
从而不互素。于是它们在 Q [ X ] 中也不互素。由于 〆X )在 Q 上不可约，因此 〆 : T )| g (: T )。 
从而存在有理系数多项式 AU )， 使得由于 gU ) 与 P ( x ) 的次数相等， 
因此 Mx ) 是非零有理数。由于 n 是奇数，因此 g (： T ) 的首项系数是 Mx ) 的首项系数的相 

反数。从而 / K ： r ) = _ l ， 于是 g (: r ) = — />(: r )。 工用专 代入得 4( f ) = — P (音）。又 
g (音 ） =>(C — 从而 P (音）=0。于是 M * r ) 在 QM 中有一次因式 X — 音。由 

于 deg />( o :) = n > l ， 因此 Mx ) 在 Q 上可约，矛盾。所以 c 不是有理数。 ■ 

点 评：例 17证明的思路是利用 c 2 是 X >(* r ) 的复根，得出 0 = f ( C2 ) = / K C — Cl )， 由此受 
到启发去考虑多项式 gU ) :=/>(c — x )， 使得 q 是 g (： r ) 的一个复根，从而 Cl 是 p ( x ) 与 
的一个公共复根。 

* 例18用 ZDr ] 表示所有整系数多项式组成的集合，证 明：对 于多项式的加法和乘 
法， Z [ x ] 成为一个环，且它是整环。 

证明 Z [ x ] 是 Q [ x ] 的非空子集。显然 Z [: r ] 对于多项式的减法和乘法都封闭，因此 
Z |>] 是 Q [ x ] 的子环。显然 Q [ x ] 的单位元1也是 Z |>] 的单位元。由于 QO ] 是交换环， 
且没有非平凡的零因子，因此 zDc ] 也是交换环，且没有非平凡的零因子。从而 z [: T ] 是 
整环。 ■ 

*例19 证明： ZDr ] 的可逆元只有士 1。 

证明 设 gU ) 是 Z [ x ] 的可逆元，则存在 A ( x )6 Z [ x ], 使得 g ( x ) h ( x ) = l 0 从而 
总 O ) 是非零整数 a ，/ Kx ) 是非零整数6。从 a 6= l 得出 a =± l 。 ■ 

* 例20 证 明：在 Z [ x ] 中， /( x ) 与 g ( x ) 相伴的充分必要条件是 / U ) = ± g ( x )。 

证明 充分性是显然的，下面证必要性。由于/( I )与 g ( x ) 相伴，因此存在 

心(工）€7|>]，七1，2，使得 

fix ) = hi ( x ) g ( x ) j g ( x ) = h z ix ) fix ). 

从而有 fU ) = h l U ) h 2 ( x ) fU ). 

若/0)==0,则 g ( x ) = 0, 于是结论成立。 

_ 

若 /( x ) 关0,则 1 = / m ( i )/ i 2 (: c )。 于是 Mx ) 是 Z [: C ] 的可逆元，从而^(^> = ±1。因 

此 /( X ) = 士总 ( X )。 ■ 

* 例21 —个整系数多项式 XxM / jU ) 关0,且 M ： r ) 关±1)，如果在 Zl >] 中的因式只 
有 ±1( 即 Z |>] 的可逆元） 和士 〆 x )( 即 p (* r ) 的相伴元），那么称 pU ) 是 Z 上的不可约多 
项式；否则称它在 Z 上可约。试问 ： Z [ i ] 中的一次多项式是否一定在 Z 上不可约？ 

解不一定。例如 ， x — 3在 Z 上是不可 约的； 而 2 x — 6的因式2和1一3都既不等于 
士 1 ， 也不等于士 (2 x — 6)，因此 2 «r — 6在 Z 上可约。 

点评： 从例21看到，一次多项式 2 x -6 虽然不能分解成两个次数较低的多项式的乘 
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积，但是它在 Z 上是可约的。这表明虽然在数域 K 上的一元多项式环 K [: T ] 中，不 
可约的充分必要条件是它不能分解成两个次数较低的多项式的乘积，但是不宜把“不能分 
解成两个次数较低的多项式的乘积”作为不可约多项式的定义。否则，很容易误认为 
Z [ x ] 中的不可约多项式的定义也是不能分解成两个次数较低的多项式的乘积。“因式只 
有可逆元和相伴元”才是不可约多项式的本质。一般地，在 整环尺 中，如果一个元素 
a ( a 尹⑴且“不是可逆元）的因子只有可逆元和 a 的相伴元，那么称“是不可约的；否则称 
a 是可约的。这个定义可参看《抽象代数基础》(丘维声编著）第157页。 

* 例22 证明： 一个次数大于0的整系数多项式 pU ) 如果在 Z 上不可约，那么它在 Q 
上也不可约。 

证明假如 p ( x ) 在 Q 上可约，贝！ J 据本节的推论1得，二幻 Cx ) g z ( x ) ,deg g t ixX 
deg / >( x )， A ( x ) eZ [: r ]， z = l ，2。 / >( x ) 的因式 既不等于 ±/>( x )， 也不等于士 1( 否 

则心 U ) 等于士 PU )， 这不可能），于是 / >( x ) 在 Z 上可约，矛盾。因此在 Q 上不 
可约。 ■ 

点 评：例 22的逆命题不成立。例如，一次多项式 2 x — 6在 Q 上是不可约的，但它在 
Z 上可约。对于本原多项式，逆命题才成立，见下面的例23。 

* 例23 证明 ： 一个次数大于0的本原多项式 p ( x ) 在 Q 上不可约当且仅当它在 Z 上 
不可约。 

证明充分性由例22立即得到，下面来证必要性。设 〆 x ) 在 Q 上不可约。 

假如 /> U ) 在 Z 上可约，则/在 Z [: r ] 中有因式 gU )， 它既不等于士 1，也不等于 
士 p ( x )。 设/ ?( x )= g (： j ：) M : c )， 其中 [: r ]。 由于 /?( x ) 是本原多项式，因此 

deg g ( x )7>0 o 从而 

deg h { x ) <i deg pix ) • 

同理 ， deg / t ( jc )>0, 从而 deg gOXdeg p ( x ) 0 于是 p (: r ) 在 Q 上可约，矛盾。因此 p (工) 
在 Z 上不可约。 ■ 

* 例24 证明： 一个次数大于0的整系数多项式如果在 Z 上不可约，那么它一定 
是本原多项式。 

证明假如不是本原多项式，则它的各项系数有异于±1的公因数 m ， 于是 
p ( jo )= mg { x ) ，又由于 deg 因此 m 尹士 />( x ) 。于是 /?( x ) 在 Z 上可约，矛盾。因 

此 〆 x ) 是本原多项式。 ■ 


习题 7.8 

1. 求下列多项式的全部有理根： 

(1) 2x 3 +x 2 —3 工 + 1; (2) 2x A — x 3 — 19x 2 +9x+9. 

2. 判断下列整系数多项式在有理数域上是否不 可约： 

(1) x 4 — 6x 3 +2x 2 + 10; (2) x 3 —5 工 2 + 4 工 + 3; 

(3) jc 3 + x 2 — 3x + 2 ； (4) 2x z — x z 1 ； 

1 (5) 7x 5 +18x 4 +6 工 一 6 ； (6) x 4 一 2x 3 +2x — 3; 
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(7) X 5 +5 j : 3 +1 ； (8) +/ JJC 2 +1 ， f 为奇素数； 

(9) + /> j ： r + 1，/> 为奇素数，; (10) x 4 — 5 x 十 1. 

3. 设 n > l ， 证明： 《个两两不等的素数的几何平均数一定是无理数。 

4. 设 m ， n 都是正整数，且，九，…，九是两两不等的素数，证明 ：如果 

/( z ) 是 Q 上的 m 次多项式，那么 ^/pipz … A 不是/ ( 2 ) 的实根。 

5. 设 /( x )= x 3 十 ad+h + c 是整系数多项式。证明 ：如果 U + 6) c 是奇数，那么 
/( I )在有理数域上不可约。 

6. 设 /( x )=^ x ” + …+〜工十如是一个次数大于0的整系数多项式。 证明： 如果存 
在一个素数〜使得 

p \ a Q ^ p \ a Y , •••， p I a^ x , p > a r ， /> > a n , 

且 p z \a, ，那么 /( x ) 有一个次数大于或等于 r 的在 Q 上不可约的因式。 

*7. 设 / Cr )= a 2 „ +1 x 2 ” +1 + … + ai x + a Q 是一个次数为 2 n + l 的整系数多项式。 证明： 
如果存在一个素数 P ， 使得 

P 2 1^0,… ， p 2 \a n , p I a n+l ,… ， p\a 2n , p > » 

且 P 3 V 。， 那么 / U ) 在 Q 上不可约。 

8. 设 /( x )= a „ x n + … + AJ ： 十 a 。 是一个次数为 rz 的整系数多项式。证 明：如 果如， 

a „ + …+〜 + a 。 , ( — l ) n a „ +- a ： + a 0 都不能被3整除，那么 /( x ) 没有整数根。 

9. 在 Q [: r ] 中把 g (: c ) = j : 8 +* r 7 十 a : 6 +: r s +* r 4 +* r 3 + jc 2 + j :+ 1 因式分解。 

10. 设 n 是大于1的整数， gU ) = 。证明：若”不是素数，则在 Q 上 

i = 0 

可约。 

11. 设 a 是某个首一整系数多项式的复根，令 

Ja = {/( 工 ） 6 Q [ 工 ] I /(a) = 0 } ， 

把人中次数最低的首项系数为1的多项式称为 a 在 Q 上的 极小多项式 ，记作 Or )。 证明： 
(1) %( x ) 在 Q 上不 可约； （2) mJjr ) 是整系数多项式。 

7.9 多元多项式环 

7.9.1 内容精华 

一、 》元多项式的概念 

平面上以原点为圆心，半径为 r 的圆的方程为 

y+y — 〆 = o . (1) 

a ) 式的左端是 x 和^的二次多项式。 

空间中以原点为球心，半径为「的球面的方程为 

: r 2 十: y 2 + z 2 —； r 2 = 0. (2) 

(2) 式的左端是 x , y , z 的二次多项式。 



上述例子以及其他例子表明，需要抽象出多元多项式的概念。 

定义 1设 K 是一个数域，用不属于 K 的 n 个符号 r 2 ，…，〜作表达式 

2 ^ ••• d ， (3) 

l l ri 2 ，…' 

其中 a , ， i 2 ，…，是非负整数， （3) 式中的每一项称为一个单项式，称为 

I * n 1 4 Tt 

系数。 如果只有有限多个单项式的系数不为0,并且两个这种形式的表达式相等当且仅 
当它们除去系数为0的单项式外含有完全相同的单项式，那么称表达式 （3) 是数域 K 上 
的 n 元多项式， 把符号 A ， x 2 ，…， 称为 n 个无关不定元。 

关于〃元多项式的定义应当把握 两点： 它是具有形式 （3) 的表达式 ； 两个 n 元多项式 
相等当且仅当它们含有完全相同的单项式（除去系数为0的单项式外）。这第二点使得^ 
元多项式成为最基本的概念。 

在数域 K 上的 n 元多项式中，如果两个单项式的 x』Q = l ，2, …，幻的幂指数都对应 
相等，那么这两个单项式 称为同类项。 在 n 元多项式中，我们把同类项合并成一项，从而 
各个单项式都是不同类的。 

如果数域 K 上一个〃元多项式的所有系数全为0,那么称它 为零多项式。 记为0。 
n 元多项式的重要特点之一是它有次数的概念。对于单项式，把它的各个不定元的 
幂指数之和称为这个单项式的 次数。 对于一个 n 元多项式/(^，: r 2 ，… ，: rj ， 把它的系数 
不为 0的单项式的次数的最大值称为这个 n 元多项式 的次数 ，记作 deg /， 零多项式的次 
数规定为一 °°。 

一个 n 元多项式/(^ , x 2 ，…， x „)， 设它的次数为 m ， 有可能有 n 个单项式的次数都 
为 m ， 因此无法利用单项式的次数来给单项式排序。从字典的排序方法受到启发，把每一 
个单项式的各个不定元的幂指数写成一个〃元有序数组，对于《元有序非负整数组规定 
一 个先后 顺序： 

( fl ，^ 2 ，…， 先于 ( J ’ l ， j 2 ，•••，_；、）当且仅当 
i \ = )\ » … “Vi = 〉 乂， 

记作 （ z’i ，…， D >( ji ，夂 ，… ， j n ) 0 

显然， n 元有序非负整数组的先于关系具有传递性。于是利用这个先于关系就可以 
给一个〃元多项式的各个单项式 排序： 

单项式 a { xji ^… xir 排在单项式 b ) x \' 戏 …: ci " 的前面当且仅当 （ ii ， z ‘ 2 ，…， i „)> 

1 rt J 1 ' n 

…， J 丄 这种排序方法称为 字典排列法。 按字典排列法写出来的第一个系数不为 
0的单项式称为〃元多项式的 首项。 要注意，首项不一定具有最大的次数。 


二、/!元多项式的运算 

数域 K 上所有 w 元多项式组成的集合记作 K [ j ： j ，: c 2 ，…，: c „]。 在这个集合中，规定 
加法运算为把同类项的系数 相加； 规定乘法运算为 



_ 


88 




第 7 章多项式环 


容易验证 KCx!，x 2 ，…， A] 成为一个环，它有单位元1，它是交换环，称它为数域 K 上 n 元 
多项式环。 

n 元多项式的运算与次数有什么关系？显然有 

deg (/+ g ) < max{deg /，deg g ). (5) 

乘法运算与次数的关系是什么？在数域 K 上的一元多项式环 K [: c] 中，有 deg(/#) = 
deg f+degg。 证明此等式成立的关键是先证明 /g 的首项等于/的首项与 g 的首项的 
乘积。由此受到启发，在…， xj 中，先证明下述 结论： 

定理 1在 KDr,，:^ ，…， 中，两个非零多项式的乘积的首项等于它们的首项的乘 
积，从而两个非零多项式的乘积仍是非零多项式，即 KDr, ，: r 2 ，…， ^]是无零因子环。 

证明 由于首项是用字典排列法确定的，因此设/ (4，^ 2 ,…，^ ) 的首项为 
axf 1 xp (a^O) ^gixi , x 2 ， •••，x„ ) 的首项为 bx \^ xp ( b ^ O ), 去证 abx ^ 4 xp +92 ■•- 

工&十 ％ 是 fg 的首项。为此只要证 （pi +9l ，/>2 ， …， +<7«)先于/尽中其他单项式的 

幂指数组就行了。 /g 的其他单项式的幂指数组只有3种可能 情形： 

(pl +7l * p 2 +72 ，…， pn + 入）， （A + <?1 » H +<?2， …， 4 十仏）， （A + jl w' 2 + 乂，…+入）， 
其中（/>1，/>2，…， A«)〉（z*i，i 2 ， …， “），（仏 ，g 2 ，…，％ )>(/，j 2 ， … ，j„). 

显然有 

(Pi + <?1 ， •• •，/ > n + % ) > (/>1 + jl ，…，/>« + 入）， 

(Pl + Ql ， •• •，/ ^ + 1) 〉 G*1 + <?1， …十 W) ， 

(，’1 + - \~ q „) > (z'i 十 ，…， i n +)„). 

由传递性得，（/ >i 十 W ，…， A» +<?«)> (6 十，…，紅+乂 ） 。因此 cLbx[ l +<?I …是/私的 
首项。 ■ 

其次我们要引进齐次多项式的 概念： 

定义 2数域 K 上的《元多项式 ， x 2 ，…，: r„) 称为 m 次齐次多项式 ，如果它的每 
个系数不为0的单项式都是 m 次的。 

由定义2得，零多项式可以看成是任意次数的齐次多项式。 

显然， KD^，:^，一 ，: rj 中两个齐次多项式的乘积仍是齐次多项式，它的次数等于这 
两个多项式的次数的和。 

对于任意一个72元多项式 /(A ，: r 2 ，…， A )，如果把/中次数相同的单项式写在一 
起，那么/可以唯一地表示成 

m 

/(J^ ， x 2 ， … ， :c„) = ^x 2 f *" f(6) 

i = 0 

其中 m = deg /;/, (a：i，：r 2 ，…， x„ ) 是 Z 次齐次多项式，称它为 /(a ， j : 2 ，…， :c„ ) 的 i 次齐 

次成分。 

利用 （6) 式可以证明下述 结论： 

定理2 在/<；!>】 ，x 2 ，… ，x„] 中， deg fg = deg f~hdeg g . (7) 

证明 若 f , g 中有一个是零多项式，则 （7) 式成立。现在设/关 0，g 弇 0，deg f = m , 
deg g = 则 

/ = /。 + /l H - H fm * g ^ go + gl - ^ gs- 
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于是 


fg = fogo H - h fog, H - h fmgo H - h f m g” 


( 8 ) 


其中 / A 是的次齐次成分。 因为人 关0, 仏关 0,所以 / m g 5 关0。于是是 
m + s 次齐次多项式。从而 deg/g = m + ;r = deg/+deg g 。 ■ 


三、数域 K 上/ 1 元多项式环 KOhA , …， JC rt ] 的通用性质 

n 元多项式之所以成为最基本的概念，是因为〃元多项式环 K [: n ，: r 2 ，… ， xj 具有通 
用性质。 

定理3设 K 是一个数域 ，尺 是一个有单位元的交换环，并且尺可以看成是 K 的一 
个扩环（即 R 有一个 子环^ 与 K 同构，且 R 的单位元是尺 i 的单位元）， K 到的同构 
映射记作 r ， 设 M ， t 2 ，…山 是 R 的元素，令 

K [ jc 】， x 2 ，…， x „] - ► R 

/( A ， x 2 ， … ，工 = 2 alii … I - - 2 r(a ' )蚌 •••，；/< ， 

*1 ，"…” J 1 .… “n 

则％七,… w 是 K[xi , x 2 1 •" ， ；] 到 i ? 的一个映射，它使得 

<7。.， 2 .… ，〜 （工,） = t '， I — 1,2 , , n ； 

把 /( xi ， J ： 2 ，… ，* r „) 在此映射下的象记作 /( Zi ， i 2 ，…山），如果 

f(j0\ »x 2 ， •.. ， ) + g(x l ，： c 2 ，-•- ,j： n ) = h(xi ， x 2 ， ... ， x „) ， 

f^Xi , X 2 f mmm jX ») g(Xi , X 2 = p { x x , J ：2 ? ••- ^ JC n ), 

那么 

/(M ， … ，艺 „) + g •( 艺 i ， f 2 ， … ) = /l(~ ， Z 2 ，…， G ) ， 

/ Ui ， …， L ) 尺 ，•••， L ) = p ( M ， t 2 ，…， t n ) ， 

即映射 ( T h , t2 ，…， 、 保持加法和乘法运算。映射 A 称为 Ii ，工 2 ，…， ：!：„用 u ， t 2 ，…， t n 

代入。 

证明的关键是由于 KX ： C 1， x 2 ，…， x „] 中一个 n 元多项式 / ( Xi ，: c 2 ，…， ) 的表法唯 
一 ，因此上述定义的由 K [ JC1 ， x 2 ， … ， j :„] 到尺的对应法则 h ， h ，…， t n 是一个映射。定理3的 
其余结论的证明都是很容易的。 

定理3的意义在于 ：只要 把数域 K 上 n 元多项式环 KLmA ， …， x „] 的结构研究清 
楚了，那么对于任意一个可以看成 K 的扩环的有单位元的交换环尺，从 Klx x ，: c 2 ，…，^] 
中有关加法与乘法的等式可以得到尺中许多有关加法与乘法的等式，达到事半功倍的 
效果。 

特别地， K ： [:^，: r 2 ，…，中所有零次多项式添上零多项式组成的子集 S 是 
，…，的一个子环，显然 ， r : a i ~~^ a 是 K 到 S 的一个同构映射，因此 
K[xj , x 2 ，…，*3：„]可看成是 K 的一个扩环，从而 工 1 ， x 2 ，…， x „ 可以用环 K [ x ! , x 2 ，…，*3：„]中 
任意72个元素代入，且这种代人是保持加法与乘法运算的。 

四、《元多项式函数 

设 f { x x ，: r 2 ，…，工„) 6 K[xi , x 2 » ***， x „] ，对于数域 K 中任意 n 个兀素 q ， r 2 ，…， c „ ，将 
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A ， x 2 ，…，用 q ， c 2 ，…， c n 代人，得到/ ( q ， c 2 ，…， c „ ) 6 fc 。 于是 n 元多项式 
/( j ： i ，: c 2 ，… ，: c „) 诱导了集合 1 C 到 K 的一个 映射： 

/： K n ― -K 

(Cl , C 2 , *** yC „ )t - ► f ( C " C 2 ，-"， C „)- (9) 

把这个映射 / 称为数域 K 上的一个《元多项式函数。 

显然，零多项式确定的函数是零函数，自然 要问： 非零多项式诱导的函数是否一定不 
是零函数？这对于数域 K 上的 w 元非零多项式，回答是肯定的。 

定理4设/1(^，: r 2 ，…，: r „) 是数域 K 上的 n 元非零多项式，则它诱导的 n 元多项式 
函数 A 不是零函数。 

证明对不定元的个数 n 作数学归纳法。 n = l 时，已证数域 K 上一元非零多项式诱 
导的函数不是零函数。假设命题对于，: r 2 ，…， 中的非零多项式成立，现在来看 
KXa ，: C 2 ，…，: T n ] 中的非零多项式 / KA ，: C 2 ，…， A ) 。为了利用归纳假设，关键的想法是把 
ZKx !， X 2 ，… ， JC „) 写成 

， JC 2 ， ••• ， 工 n ) = M 0 ( JC !， X 2 ， ... ，： ) + U } (xi 9 JC 2 , **• )x„ + **• 

+ u s (xi ,J0 2 »••• )jc s n , ( 10 ) 

其中 m , Oi ， x 2 ，… ，•^ — i ) 6 K[xi , x 2 »*•*,] ,/ = 0,1 ，…， 5,且 ，: r 2 ，… ) 尹0,据归 

纳假设， w / jc : ，: c 2 ，…，: i ) 诱导的函数乂不是零函数，因此存在 q ， Q ，…， cn ，使得 
u s { c \ , c 2 ，•••，(：„-! )^0, 不定元 Xi ，: C 2 ，… ， X „- 1 ， x „ 用 q ， c 2 • , C„-1 , x „ 代入，由 （10) 式得 

h(Ci ， C 2 ， … ，“ — i ： C„) ~U 0 ， C 2 ，…， Ch ) + Mj {c x ， C * 2 ，… ,C ^1 )x„ + … 

+ U s (C] ,c 2 , ,C M _1 , (11) 

则 （11) 式表示的多项式 / l ( Ci ，(:2，…是一元非零多项式，因此它诱导的函数不是零 
函数，从而存在使得 

h { c \ ，(: 2 ， … c „) ^ 0. 

于是 72 元非零多项式/1(力，: r 2 ，…， X „) 诱导的函数 A 不是零函数。 ■ 

利用定理4立即 得到： 

定理5设 K 是数域，在 K [ xi ，: r 2 ，…， : c ,,] 中，两个 w 元多项式 / ( A ， x 2 ，…， ) 与 
…， A ) 相等，当且仅当它们诱导的多项式函数/与 g 相等。 

证明必要性是显然的，充分性利用定理4立即得到。 ■ 

我们把数域 K 上所有〃元多项式函数组成的集合记作 K npol ，在这个集合中规定加法 
运算是函数的加法，规定乘法运算是函数的乘法，即 V ( o ， c 2 ，…， K % 令 

(/+ 旦 ）， c 2 ，…，: = /( q ， C 2 ，… ， C „) 十茗 ， C 2 ，…， C „) ， 

(/ k ) ( Cl ， c 2 ，‘..， C „) : = /( c 】， C 2 ，…， C „) 尽 （ CT !， C 2 ，…， C „) ， 

如果 

/(Xi ， JC 2 ， … ， x n ) + g{xi ， x 2 ， ••• ， x”）= hixi ， x 2 ， …， ， 

/( j ：1 » x 2 ，… jX n ) g { Xi ， X 2 ，…， JC „ ) = p { x x ， X 2 ，… ，：!：„)， 

那么有 

/(Cl ， c 2 ， … ， c„) + ， c 2 , … ， c„) = h{c x ,c 2 , ••- ,c„), 

/( Cl ， C 2 ，…， cJgOi ， C 2 ，…， C „) = p{c x , C 2 » •** jC n ) , 
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因此上述定义的 /+ g 是由多项式 AGrpA ，…， ^)诱导的 n 元多项式函数， / g 是由多项式 
/ KmA ，…， x „) 诱导的 n 元多项式函数，从而上述定义的加法和乘法的确是尺一的两种运 
算。容易验证， K npol 成为一 个有单位元的 交换环 ，称它 为数域 K 上的 /! 元多项式函数环 。由 
w 元多项式 fix x ， X 2 ，…， JC „) 对应到它诱导的 W 元多项式函数/，这个对应法则 （7 是 
KhA ，…， x „] 到 K npol 的一个映射，显然它是 满射； 由定理5得出， J 也是单射，从而 a 是双 
射。由上述讨论知道， CT 保持加法与乘法，因此£7是一个同构映射，从而环 KXa ， X 2 ，…， X „] 
与环 K npol 是同构的。于是我们可以把数域 K 上的 n 元多项式 /( x 1( x 2 , …， x „) 与 n 元多项 
式函数/等同看待。 注意: 〃元多项式是指表达式，〃元多项式函数是指映射，只有在证明了 
数域 K 上的 n 元多项式环 ，心] 与 K 上的 r * 元多项式函数环 K npol 同构之后，才 
能把 n 元多项式 fix , ， x 2 ，…，:^)与由它诱导的《元多项式函数/等同看待。 

设 fix x ，_ r 2 ， …， * r „) 6 K [ jci ，: c 2 ，…， jc„] ，/C 是数域。如果有 ， c 2 ，…， c n ) 6 使得 
/( q ， c 2 ，…， c „) = 0,那么称 ( q ， c 2 ， …， c „ ) 是 71 元多项式 /( J：i ， x 2 ，…， x „ ) 的一 个零点 。当 
K 取实数域，若 〃 = 2 ,则二元多项式 /(： r ， 30 的零点组成的集合就是平面上的一条 代数曲 
线 ，也就是方程 /( x ，/=0 表示的曲线 ； 若^2 = 3,则三元多项式的零点组成的 
集合是空间中的 一个代数曲面 ，也就是方程 fU , y , z ) = 0 表示的曲面。一般地，数域 K 
上一组 w 元多项式，它们的公共零点组成的集合称为 代数族 （algebraic variety )。 研究代 
数簇是代数几何的一项基本内容。 

* 五、数域 JC 上 n 元多项式环的结构 

研究数域 K 上一元多项式环 KLr ] 的结构，我们是以带余除法为岀发点的。利用带 
余除法证明了 K [ x ] 中两个多项式的最大公因式存在（可以用辗转相除法求出），并且最 
大公因式可以表示成这两个多项式的倍式和，进而得到两个多项式互素的充分必要条件 
是1可以表示成这两个多项式的倍式和，利用这个结论证明了不可约多项式的几个等价 
条件，最后证明了 K [ x ] 中每一个次数大于0的多项式都能唯一地分解成有限多个不可 
约多项式的乘积，即证明了 K [： r ] 中有唯一因式分解定理。从而把的结构搞清 
楚了。 

研究 K [: r ] 的结构的上述途径是否适用于研究数域 K ： 上 n 元多项式环 KDn ，&，•••，；] 
(其中 n>l) 的结构呢？ 

对于数域 K 上的一元多项式/( X )，它的首项就是次数最高的项，因此把 /( x ) 的首 
项消去后，它的次数就降下来了。从而可以对作为被除式的多项式的次数作数学归纳法， 
证明出 KDr ] 中有带余除法。 

对于数域 K 上的 n 元多项式/(^，: r 2 ，…， x „)， 当 n > l 时，它的首项不一定是次数最 
高的项，因此把 /( A ，: r 2 ，…，工„)的首项消去后，它的次数不一定能降下来。从而当 n>l 
时， t 2 ，…，没有带余除法。 1964 年， H. Hironaka 引进了 rz 元多项式的除法算 
法。 1965 年， B. Buchberger 使用除法算法对 K[x ： ， x 2 ，…， : c „] 中由单项式组成的乘法封 

闭集中，引进了项序的概念，使得多项式相除后所得的余式唯一确定。 

由于当 n > l 时，尺[^，1 2 ,…，^]中没有带余除法，因此研究它的结构就不能从带余 
除法出发。在 KDn ，: r 2 ，…，中，整除的概念、不可约多项式的概念仍然是有的。 
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定义3在尺[> 1 ，1 2 ，_"，：^]中，对于/，。如果有/ 1 使得/ = /^，那么称公整除/，记 
作 d / ; 否则称 g 不能整除/，记作 g >/。 当 g 整除/时，称 g 是/的一个因式，称/是 g 
的一个倍式。 

容易看出，在，…， x „] 中，整除关系具有反身性、传递性，但是不具有对称性。 
定义4在， jt 2 ，…，: r „] 中，如果/ | g ， 且 g I /，那么称 f 与 g 是相伴的，记 
作 f 〜 g 。 

利用 K [: tha ， …， x n ] 中多项式乘积的次数公式容易 证明： /〜 g 当且仅当存在 
C G K * 使得 f = cg 。 

/<：[^，心，…，^]中有了因式的概念，当然也就会有两个多项式/与 g 的公因式的概 
念。类似于 K [ x ]， 我们可以在 Klx , , x 2 ，…， a ] 中定义两个多项式/与 g 的最大公因式的 
概念，但是由于尺[七，: r 2 ，…，％]中没有带余除法，因此不可能有辗转相除法，从而暂时还不 
知道任意两个多项式是否一定有最大公因式存在，到后面我们再来回答这个问题。 
Klx , ，心，…，: r „] 中两个多项式的最大公因式如果是 K 中的非零数，那么称这两个多项式 
互素。 

定义5 K [ x ] ，: r 2 ，…，: r „] 中次数大于0的 n 元多项式/? ( A ，: r 2 ，…， : r „ ) ，如果它的因 
式只有 K 中的非零数以及它的相伴元，那么称/>(〜，〜，…， : r „) 是 K 上的不可约多 项式； 
否则称 ，* r 2 ，…， ：*：„) 是可约的。 

由定义5和乘积多项式的次数公式立即 得到： 一次多项式都是不可约的。 

命题1在 K [ xi ，: r 2 ，…，中，次数大于0的多项式，: r 2 ，…，: c „) 不可约当且仅 
当它不能分解成两个次数较低的多项式的乘积。 

证明必要性。设/ >(^，: r 2 ，…，不可约，则它的因式只有 K 中的非零数以及它 
的相伴元。因此它不能分解成两个次数较低的多项式的乘积。 

充分性。任取/?(工1，工2 ，…， A ) 的一个次数大于0的因式 g (: Cl ，工2 ，…， A ) ，则存在 
h { xi ， x 2 ，-•- K \^ JTi ， x 2 ，••• ，: c „]， 使得 / >( xi 、 x z ，•- • ， j :„ ) = g { x x , x 2 , •••, JT n 、工 2 ，…， ) 。 

由已知条件可推出 ，deg hixi ，: c 2 >**• ，: r „)=0。 从而 /?(々，: r 2 ， …，: c „) = c g (: ^，: c 2 ，…， : c „) ，其中 
。于是 p(xi , x 2 ，…， A ) 〜贫 ( A ， x 2 ，…， : c „)。 因此 pix '， jc 2 ，…， : c „) 在 K 上不可约。 ■ 
由命题 1 的充分性立即得到 ， K [^，： r 2 ，…，^]中次数大于 0 的多项式 
/(^!，: r 2 , …，如果可约，那么它能分解成两个次数较低的多项式的乘积。如此下去， 
可 得出： /( XhA ，…，:^)能分解成有限多个不可约多项式的乘积。进一步可证明这种分 
解是唯一的，即如果 fUi ，心，… ， x „) 有两种方式分解成不可约多项式的 乘积： 

f { x X ,X 2 » "• ) = pi (J：1 ，工 2 ， ••• ，工„ ) .../^ ( 工 1 ，工 2 ， ••• ，工„ ) ， 
f { x x jX 2 ，…， (工 1 ，工 2 ，…， x„) ".g, (:^ ，x 2 ，…， *r n ) ， 

那么 s = 且经过适当排列因式的次序可使得 

piixi ,x 2 9 ) 〜 qi (xi ,x 2 »■** ) , i = 1,2, *•* ,5. 

于是在 K [ j ：! ，: r 2 ，…，: c „] 中也有唯一因式分解 定理： 

定理 6( 唯一因式分解定理） ，…， 中每一个次数大于0的多项式 
fU x ，: r 2 ，…， a ) 都能唯一地分解成数域 K 上有限多个不可约多项式的乘积，所谓唯一性 
如上所述。 


唯一性的证明对/( X :，: r 2 , …，: r „) 的第一种分解式中不可约因式的个数5作数学 
归纳法。5=1时，有 

pi (-Ti * "• ) = gi (X],X n ). 

于是 A (:^，…， ) 是，…， ) 的一个因式。由于 pi (:，…， J ：„ ) 不可约，因此 
% ( A ，…， JC „) 〜/^ ( JTi ，…， JT „ ) 。 从而有 <：G K * 使得 / >i ，…， X „ ) =冲 （ JC ! ，…，：!：„ ) 。 于 
是/ =1。因此 S 二1时，唯一性成立。 

假设对于 S —1 时唯一性成立，来看 S 的情形。此时 

p \ ( j ： i ，…，: c „ ) •••/?, (工1 ，•••，：„) = q \ ix \ ，…， x n 、"， q 乂 x x ，•••，：„). 

于是 pi (JTi ，…， X„) 是％ (Xi ，…， X„ ) …屮 （工1 ，…， X„ ) 的一个因式。由于 (JCi ，…， ) 不 
可约，它的因式只有 K 中非零数以及它的相伴元，因此 A (A ，…， x „) 必然是某个 
q } (xi ，…， x„) 的因式。由于 (工1 ，…， x„) 不可约，因此 ( j :! , •** 9 x n ) — q ; (xi ，…， x„) 。 
重新排列因式的次序，不妨设/ >i (J：i ，…， A )〜(?i (A ，…， :r„ ) ，于是存在 q G K •使得 
q \ (A ，… jX n )= c } pi (xi ，… ，: r n ) ，从而有 

p \ ( jt \ ，-. •，: r „ )•••/?, ( JTt ， •••) = Cx pi (xj , ••- ) q 2 (- Ti ， ••• ，， •••， jt „ ) . 

消去 / >i ( A ，…得 

p2 (xi , ,x„)(xi ， … ， :r n ) = Ci q 2 (xi , **• ,x„) •*•<?/ (j ： i ， … ， : r„). 

用归纳假设得 ^ 一 1 = £一1，且经过适当排列因式次序有 

pi (xi , ••• jx n ) 〜 g , ( xi ， ••• ， ) ， i — 2 , , 5. 

从而有 s = i ，且 

pi (xj , ，: c „ 、〜 q , {xi , ， x „ ) ， i = 1,2 , ,. s . 

由数学归纳法原理，唯一性得证。 ■ 

注 ：定理 6也可以从《代数学引论（第2版）》（聂灵沼，丁石孙著）第148页的推论立即 
得到。 

在 n 元多项式/(^，心，…，:^)的分解式中，可以把每一个不可约因式的首项系数提 
出来，使它们成为首项系数为1的多项式，再把相同的不可约因式的乘积写成乘幂的形 
式，于是 /( A ， x 2 … ，* r „) 的分解式成为 

fijci , *** , x n ) — ap\ l { xi ，… ( ii ，…， ). (12) 

其中 a 是 /( x , ，…，: rj 的首项 系数 ； h (a ，…， a ) ， …， 〜（々， …， ；） 是两两不等的首项 
系数为1的不可约多 项式； n ， …， G 是正整数。这种分解式 （12) 称为 /( x ! ，: r 2 …， xj 的 

标准分解式。 

现在设 /( xi ，•-- 9 x „) ,•**， x „) 的标准分解式分别为 

/(xi ,x n ) = ap\ x (x x ， - *• ， x„ )•••/>? (x l ，•- ,x n )p] 1 ^ (j ： i ， ••• ， x„ )•••/>= (: Ti ， ••• ， JT„ ) ， 
gixi ， … ， JT n ) = bp[ ] (xi ， … ， :c„)Oi ， ^x n )q^l (xi , … ， x„) •••☆ (j ： i ， … ， x„). 

令 

< i(xi , •••, jc „ ) = / > i ' ( xi ，… jX n ) mmm p u L l (joi , ••• jX n ), 

其中 w , = min { r ,}， f = l ，2,…， Z 。 显然 d )是 /( Xi ，…，工„ ) 与 ，…， x ”） 的 
一个公因式。任取/与 g 的一个次数大于0的公因式 cixi ，…， : c n ) ，在 c { x x ，…，: c „) 的标 

钃 
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准分解式中任取一个不可约因式 ，…， X „)。 由于 • tKXi ，…，：1：„)是/与 g 的公共的不 
可约因式，因此 rOi ，…， ) 必然等于某个九 （ Xi ，…， x „ ) ，其中6 { 1，2，…， / } ;并且 
1^(-3：] ，…， 工„)在 C ( X ! ，…， X „) 的标准分解式中的幂指数不超过。于是 c ( Xi , X n ) I 
d ( x } ，…， x „)。 这证明了 ，…，： c n ) 是 /( j ^ ，…， X „) 与发 （工 1 ，…， x „) 的一个最大公因 

式，其首项系数为1，把它记作(/(工 1 ，〜，^)4(1 1 ，〜，:^))。这也肯定地回答了前面提 
出的尺[4，…， A ] 中任意两个多项式都存在最大公因式的问题。 

由于把 n 元多项式分解成不可约因式的乘积没有统一的方法，因此求两个〃元多项 
式的最大公因式是不容易的。 

7 . 9 . 2 典型例题 

例1将下列三元多项式按字典排列法排列各单项式的顺序。 

( 1 ) /(jCi ,X 2 ， J .3 ) — 4iXi jclxl -\~bx\x 2 x z — JC 1 X 3 -\-x\x 2 -\~Xixt ; 

(2) ^(xi y X 2 » J ：3 ) — Xi X 2 +Xi x\ -\-x\-\-x\x\-\-x\ t 

解 ( 1 ) f(xi jX 2 = x\x 2 ~ x\x\ + 5 ^r? JT 2 X 3 +4X1X2X3 +X1X2 ; 

( 2 ) g(xi ^x 2 ,x 3 ) = j：} -\~x\x\ -\~x\x\ -\~x\xl +X 2 X 3 +X 3 . 

例 2 把下述三元齐次多项式分解成两个三元齐次多项式的乘积。 

/( j ： i ，: r 2 ，: c 3 ) = jc \ + 3 x\xz + 4 x ] j : 3 + 3 jo } xI + 6 jciX 2 x 3 + \ x \ x \ + 

2 xl + 5 jc 1 x 3 + 5 jc 2 x | + 3 x 3. 

解 /( A ， x 2 ，: r 3 ) 是三次齐次多项式，把它分解成两个齐次多项式的乘积，必然一个 
是一次齐次多项式，另一个是二次齐次多项式。于是可设 

f{x\ ， : r 2 ， : c 3 ) = (xi 十 ax 2 + &r 3 ) ix\ + cx\ + dx\ + ex x x z -\- ux^Xz *ar 2 ^：3 )• 

比较系数得 

3 = e a ^ 4 = u b ^ 

6 = v -\- au -\- be ^ 4 ： = d + bu ， 

5 = av + be ， h — ad bv ^ 

取 c = l ， 则 a = 2; 取 d = l ， 则 6=3; 从而 

e = 1 fU — l,v = 

因此 

/(-Ti , X 2 f x 3 ) = (xi + 2 x 2 + 3 x 3 ) (xl + x \ + X3 + XiJC 2 + J 0 iJC 3 + jt 2 x 3 ). 

例 3 设 /( a ， jc 2 ，… ，* r „) 是数域 K 上一个齐次多项式。 证明： 如果在 K [ xi ，: c 2 ，…， 
• r „] 中有 

f ( xi ， x 2 ，…， x n ) = gixi ， JC 2 ， … ^ X n ) h { x x ，:* : 2 ，…， x „) ， 

那么 g { x x ，: C 2 ，…，： 1 ：„)和 h(xi , J ： 2 ，…， x „) 都是齐次多项式。 

证明假如 g 与 A 不全是齐次多项式，则不妨设 g 不是齐次多项式，于是有 g-gl + 
gi +\ +…十仏，其中 = + 1， …， r ) 是 g 的 Z 次齐次成分，且 gt ^ o , g r y ^0 , r>l 0 设 

= 十…+心，其中，…， s ) 是 / i 的 j 次齐次成分，且 h t #0， h s ^0( 有 

可能此时&是 i 次齐次多项式）。由已知条件得 




f = gh = 〈 X)^o (XX) = XI 

* = / I = / } = ^ 

其中 gih t ^0, g r h s ^0 o 由于尽九是 # 的次数最低的齐次成分，因此 g 九不会与其他 
g t h , 相消。又由于 g 九是#的次数最高的齐次成分，因此 g r h s 也不会与其他 g 九相 
消。由于，因此 Z + i < r + 5 。 于是 g / i 至少有两个非零的齐次成分，这与/是齐 
次多项式矛盾。所以 g 与 A 都是齐次多项式。 ■ 

点评： 例3表 明：在 …，^]中，一个齐次多项式如果能分解成两个多项式 
的乘积，那么这两个多项式也都是齐次多项式。 

例4 证明： 在数域 K 上的 n 元多项式环，…，％]中，一个非零多项式 
/(•3：1，: C 2 ，…， •!：„) 是 m 次齐次多项式的充分必要条件为对一切■，有 

fitxi ， tx 2 ，…， £ r „) = t m f ( xi ，: c 2 ，…， 工„ ). (13) 

证明必要性。设/(心，工 2 ，…，工„)是 m 次齐次多项式，即 

fixi ,x z ,x n ) = ayr,〆 1 工》 •••JC ；;* ， 

'l “2 

其中 A + f 2 十…+ = m ， 任取 f 6 K ，不定元 X 】， a ，…， x „ 用，…，代入，从 

上式得 

fitJCi ,tx z ,**■ ,tx n ) U ayV' (&1 )' 、（ t2 ) ,2 ••• (tr n )’ n = t m f{x x ， x 2 ， … ，工 》)• 

*] 

充分性。设对一切有 （13) 式成立。将 /( A ，…， JT „) 写成 /=/()+/: +〜 + /,， 
其中/,是/的/次齐次成分， /• = 0， 1 ，…， S 。 任取 t ^： K , X x , J ：2 ? ••• 用 ， 以 2 ，…，/工„ 

代人，从上式得 

fitaoi ， … ， £r”） = / 0 (£r 1 ， "• 々 „)+ /i (tr!，•••，&„) + ••• + ，…， 

根据刚证的必要性以及充分性的假设得 

t m f (xi ，…， x „) = /o (ir 1 ，…， tr „) 十 i/i (Xi ，…， A ) + … + t s f s (xi ，…， :*:„)• (14) 

将/^丸+允+…+兑代人 （14) 式的左端，并且根据两个 n 元多项式相等的定义，得到 

t m fi (xi , ••- , x n ) = ffi (jci , , x „) , i = 0,1, **• ,5. (15) 

任取〗6{0，1，一， 5 }，且 j 參 m ， 如果 /, 关0,那么从 （15) 式两边消去 /, 得 ， r 
由于 K 是数域，因此有这与矛盾。因此/, = 0, 当； 古 m 。 从而/= 人， 于 
是/是 m 次齐次多项式。 ■ 

点评：例4给出了数域 K 上 m 次齐次多项式（或 m 次齐次多项式函数）的一个刻画， 
它很有用。 

例5设 fU , y , z ) ， g ( x ，3 Nd 都是实数域上的三元多项式，且不是零多项 
式，证明 ：如果 g ( x ， y ， 幻的任一非零点都是/(1，>幻的零点，那么是零多 
项式。 

证法 一 对于 g { x 9 y , z ) 的任一非零点(仏，6 2 ，6 3 ) ，有 

fgOh ， b z , b 3 ) = fXb '， b 2 ， b 0 g ( b ” b 2 , b 3 ) = 0. 

对于 gr (* r ，： y ， z ) 的任一零点 （ q ，(: 2 ， c 3 ) ，有 

' S 

fgici ， C 2 ， C 3 ) = /(ci 9 C 2 * C 3 )^( Ci , C 2 fC 3 ) — 0. 

从而对一切 ( A ， a 2 ， a 3 )6 R 3 ，有 fgia x , a 2 ， a 3 )=0。 于是 /g 是零函数，从而 / O ，： y ，2：) g 0 r ，： y ， z ) 
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是零多项式。由于 g ( x ，：^， z ) 不是零多项式，因此 /( x ^ p ) 是零多项式。 ■ 

证法二 假如 /( x ， y ， z ) 不是零多项式，又由已知条件—— g (： r ，： y ， z ) 不是零多项式， 
于是/(工，3；，幻尽(工，_>，幻不是零多项式，从而 / g 不是零函数。因此存在 (q , c 2 , c 3 ) eR 3 , 
使得 fg (^\ ， c 2 ， C 3 ) #0,即 /( Ci ， c 2 ， c 3 ) 贫， c 2 ， c 3 ) #0,由此得出， /( c ! ， c 2 ， c 3 ) #0 且 
g ( c x , c 2 ， c 3 )/0, 这与已知条件矛盾。 ■ 

点评： 例 5 的证明主要用到两个结论 ：数域 K 上的 n 元多项式环是无零因 子环； 数域 
K 上的 rz 元多项式环，: c 2 , …，: r n ] 与数域 K ： 上的 n 元多项式函数环尺―是同构的。 
例5的结论从直观上容易猜测到，但是要想讲出道理证明它就需要用到上述两个结论。 
这又一次表 明：只 有掌握理论，才能把道理讲清楚。 

例6 证 明：在 复数域上的二元多项式环中，下述二次多项式是不可 约的： 

= x 1 — 2 xy + y 2 + y . 

证明假如 /(^， y ) 在复数域上可约，则 

f ( jc 9 y ) = ix ~\~ ay b){x ~\~ cy + < i ). 

其中 a ，6， c ， dec 。 比较系数得 

a c = — 2， ac = \ ^ d b = 0 , ad be = 1, bd = 0. 

由 d ~\~ b ^0 且 bd=Q 推出这与 矛盾。因此 /( x ，： y )=: c 2 _ 2 xy ~\~ y 2 ~\~y 

在 C 上是不可约的。 ■ 

点评： 我们已经知道，在复数域上的一元多项式环中，不可约多项式都是一次的。而 
例6表明，在复数域上的二元多项式环中，存在二次的不可约多项式。在数域 K 上的一 
元多项式环中， /( x ) 有一次因式 : r — a 当且仅当 / U ) 在 iC 中有根 a 。 而例6表明，在复 
数域上的二元多项式环中 ， f { x ， y ) = x 2 — 2 xy + y 2 + y 虽然有许多零点，例如（0,0)， 

(0,一 1)，（1，^^)等，但是/(^，>)没有一次因式。这些表明，当 n > l 时，数域 K 上的 

n 元多项式环有许多与一元多项式环不同的性质。 

例 7探索并且论证实数域上《元二次齐次多项式可约的充分必要条件。 

解实数域上 n 元二次齐次多项式…，: r „) 可约当且仅当 
能分解成两个实系数一次多项式的乘积。根据例3的结论可知，这两个一次多项式都是 
齐次的。根据本套书上册 6. 2节的例5,一个 n 元实二次型可以分解成两个实系数一次 
齐次多项式的乘积当且仅当它的秩等于2且符号差为0,或者它的秩等于1。于是这就是 
实系数 W 元二次齐次多项式可约的充分必要条件。 ■ 

* 例8 当 n>l 时，在 Klx , ， o : 2 ，…， 中是否有下述结论 ：两个 多项式互素的充分必 

要条件为它们有倍式和等于1? 

解充分性。设数域 K 上的>2元多项式 /( A ，: r 2 ，…，与 g { x Y , x z ，…， x „) 具有性 
质 ：存在 m ( x ! ，…， 9 - u ( xi ，…， jc „) G KXx 〗 ，… ， x „] 使得 

w(x" …， )/(々 ，…， ) 十 zKii ，…，： r„) 兒 （x " …， ) = 1. 

设 d { x x ，…， ) 是，…， * r „ ) 与 g ，…， ：)：„ ) 的一个最大公因式，则从上式得， 
3(4 ，…， A )| l 。 由乘积多项式的次数公式得 ，以 Xi ，…， : r „) 的次数为0,从而它是 K 中 
一个非零数。因此 /(- Tl ，…，1„)与 ^( Xx ，…， X „) 互素，即充分性是成立的。 


7.9 多元多项式环 
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必要性。从例6中知道，复数域上的二元多项式 f ( x , y )= x 2 -2 jcy + y 2 +y 不可约。 
从而 /(x，y) 与 gU , y)-x 的公因式只有 K： 中的非零数，因此 fU ， y ) 与 gU，/ 互素。 
对于 C[:c，：y] 中的任意多项式^(^，…，^(^，…，都有：以:^:^^/^:^^^没有常数项， 
■yO，：y)gO,30 也没有常数项，从而 

u(x 9 y ) f(x + v(x , y ) g ( x ^ y ) ^ 1. 

这个例子表明必要性是不成立的。 

点评： 在数域 K 上的一元多项式环 K[x] 中，两个多项式互素的充分必要条件是它 
们有倍式和等于1。而当 n > l 时， KUi ，…，^]中两个多项式互素的充分条件是它们有 
倍式和等于1,但这不是必要条件。其根源在于 K[r] 中有带余除法，从而求两个多项式 
的最大公因式有辗转相 除法； 而当 /i>l 时，在 Klxr ，x 2 ，…， x„] 中没有带余除法，从而求 
两个多项式的最大公因式没有辗转相除法，因此两个多项式的最大公因式无法表示成它 
们的倍式和。 

例 9 求实数域上二元二次多项式可约的充分必要条件。 

解设 /(• r ，： y ) = a 1 i ： c 2 +2 a 12 x：y + a 22 y : +2 a 1 jc + 2 a 2 ：y + a 。 ，则 = 0是平面上 

的二次曲线，运用二次曲线的不变量理论（参看《解析几何（第2版）》第5章第2节），得 

实数域上二元二次多项式 /(x，jO 可约 
^=4 /(1，3^=0为两条相交直线或一对平行直线或两条重合直线 
< > 了2 <0且 I3 = 0，或 J2 = 了3 = 0且 K! <0。 


习题 7.9 

1 . 将下列四元多项式按字典排列法排列各单项式的 顺序： 

(1) /(X! ,X 2 »X 3 ? J：4 ) = ^3-^4 —JClJ 0 2 + 5 x 2 X3X4 +2X2X3X4 ； 

(2) f(xi ， : c 2 »x 3 ^x A )=jol~\-scl +3j：i x\x a — ^>x\x z x\ — 2xl . 

2. 把三元齐次多项式 , J：2 , X 3 ) =JCi + X2 + X3 — 3 J ：! X2X3 写成两个三元齐次多项 
式的乘积。 

3 . 设 fix ' , g(-Ti ，…， x „) G K [ x ! ，…，: T „] ， 且 g { x x ，…， JC n )# 0 , 其中 iC 是数 
域。 证明： 如果对于使得 gU ， …， c „) 关 0 的任意一组元素 Cl ， C2 ，…， C „ 6K ：， 都有 
f ( ci ，… ，(: „ ) = 0 ，那么 fixi , *** , x „) = 0 o 

4. 证 明：在 K [ x ! ，…， x n ] 中 ，如果 g I /,，?• = 1，2，…， s ， 那么对任意 w , (:^，…， j ：„ ) 6 
K [ x ! ，…， j:”] ， z = 1 ， 2 ，…， s ， 都有 

^ I Wi /l + u z f z H - h uj s . 

5. 证 明：在 KU ， …，: r „] 中， / 与 g 相伴当且仅当存在 cGK * 使得 f = cg 0 

6 . 证 明：在 K [ x ，： y ] 中，多项式 X 2 — ： y 是不可约的。 

7. 证明： 在复数域上的二元多项式环中，: r 3 + j 是不可约的。 

8 . 下列实数域上的三元二次齐次多项式是否可约？如果可约，把它因式分解。 

(1) fix ^ ytz ') =3 jC 2 —— 2 y z - \~ bxy -\~3 jcz — yz ； 

(2) g ( x 9 y ^ z )= x z ~\~2 y z ~\~ z 2 + 2x3 ?+ 2x2 ：. 


暑 
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9. 下列实数域上的二元二次多项式是否可约？如果可约，把它因式分解。 

(1) — 2 oc 2 + 5 *rjy — 3 y 2 + x + 10^ — 3; 

(2) g(jo ^ y ) = 17 x z + 22 xjy — 23 y 2 + 10 x +14^ — 4. 

10. 设 /?( j ： i ，…， ) 是 K [ j ^ ，…， ] 中的不可约多项式， 证明： ，…， : c „ ) 与 
K [ jT ! ，…， j ：„] 中任一多项式 /( Xi ，…，1„)的关系只有两种 可能： /? (: Ti ，…， J ：„) 1/(：^ ，…， 
A ) 或者/>(々，…， X „) 与 /( j ：! ，…， X „) 互素。 

11•在 R [>3：，： y ] 中，/(•^，•^二工 2 — 4 jr ^+4 i y 2 — 6 *r + 10： y — 1 与 g(x , y )= 3 jc — > + 5是 
否互素？ 


7. 10对称多项式 


7.10.1 内容精华 

观察下述三元多项式 fU ” x 2 , x 3 ) 有什么特点？ 

/(JCi ,x 2 , J：3 ) = x\ + x\ + x\ + x\x 2 + x\x-i + x 2 2 x 3 + x r xl + x x x\ -\r Xix\ t 

不定元:的下标分别是1，2,3。对于自然数1，2,3的任意一个三元排列，如231， 
把不定元 A ， J ：2 分別用 X 2 ， X 3 代人，则上式成为 

/(J ： 2 ， X 3 ，Xi ) = + xl + x? + xlx 3 + x\x x + xlx\ + x 2 xl + JT 2 X ? 十 x z x \. 

发现 / ( J ：2，*3：3， Il ) 的表达式与/(^1，12, *^3) 的表达式相等，因此 f { jc 2 , <, X X ) = 

/(. r , , x 2 , x 3 ) c 对于自然数 1，2,3 的其他 5 个三元排列，也有类似的结论。因此在直观上 
可以这么说，在三元多项式 /(A ，: r 2 ， x 3 ) 中，不定元的地位是对称的。于是我 
们可以把 /( A ， i 2 ， x 3 ) 称为对称多项式。 

一、 n 元对称多项式的定义和例子 

定义1设 f ( j 0 \ ，: c 2 ，…， j :„) 6 ， x 2 ， …，: r „] ， K 是数域，如果对于任意一个 n 元 

排列 ）1)2 …入都有 

/( ^ J 0 j z , •■- ^ Xj n ) = jX Z , *•* , J 0 n ), 

那么称 /(^ ，: C 2 ，…， 是数域 K ： 上的一个 / l 元对称多项式。 

从定义1得出，如果一个 W 元对称多项式 /( j：i , x 2 * *** ，: C „) 含有一项 ajc ? 々…：^"，那 
么它也含有项 

I, I, i 

031 x n … 工二 ’ 

其中*；1)2…人是任意 一个” 元排列。 

注意： 相等的项只写一次。 

例如，若三元对称多项式 /( A ， jt 2 ， x 3 ) 含有一项即则它也会有如下 
5 项： 

J ： 2 lX 3 J ：2 f xIjC ： xI , X2X3X? , x\x x xl , x\ X 2 X°i . 




即会有如下5 项: 


7. 10 对称多项式 
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2 2 2 2 2 

Xi X3 » Xi X2 » -4：2^3 » j-l X3 » X2X3 . 

从定义 1 还得出，零多项式和零次多项式都是对称多项式。 

一■个 W 兀对称多项式如果含有一项工1，那么它必含有项 Xz t t …， x n 。 因此 
Xi + JC 2 + … + x „ 是一个 72 元对称多项式，把它用 <71 ( A ， X 2 ，… ， x „) 表示，即 

(Jl (xi ， : C” …， ) = Xi + 工 2 十 … + X n . 

— •个 w 兀对称多项式如果含有一 •项 oc 1 x z ，那么它必含有项 Hy 其中 
因此下述多项式是一个 n 元对称多 项式： 

Oz (xi ,X 2 ^ •" jX n ) — X\X Z -\- X\Xz + *** + x x x n 

+ X 2 X Z + "* + x z x n 

+ … 


-r x ^ ix n 

= X ) Ur 

同理，对于任给 ^6 {2 ,*•* , n — 1} ，下述多项式是一个 w 元对称多项式： 

ajx !， X 2 ，•••，：!：„) = 2 -J X U X H "* X ^ - 

1<7] 

显然，下述多项式也是一个 n 元对称多 项式： 

On ( 工 1 ， X2 ， • • 、工 n ) = JCiXz … 

上述 ?? 个 w 元对称多项式 C 7, ( A ，: c 2 ，…， A )= 1， 2 ，…， n ， 统称为 /! 元初等对称多 


项式。 


二、数域 K 上 fl 元对称多项式组成的集合的结构 

数域 K 上所有《元对称多项式组成的集合 w 的结构如何？ 

设 /(Xi ，： C 2 ， … ， X rt ) ^gixi jXz ， … ， J：„) 6 W 。 如果 

/(x x ， : c 2 ， •- • ， x„) + gix x ， : C 2 ， ••• ， JT„) = hixi ， X 2 ， •“ ， J ： n ) ， 
f ( jC \ fJ 0 2 ，… jJO ^ gCxi ， J ： 2 ，…， JC „) = p { x x ，: C 2 ，… ，％)• 

那么对任一 n 元排列，把不定元 工1 ，工2，…， A 分别用 ，： C 』 2 ，…， 代入，从上 
两式得 

/(^> 1 ，工』 2 ，“ .，尤)”） +S^J, ^J 2 ，…，工 = h< - X h ，X >2 ， ••• ，々„)， 

/(X" 9 X Jz ，— , J ： j n )g(x ji ， … ， X, n ) = p{x h ， X) 2 ，•••，：!：、）• 

由于 /( Xi ， X 2 ，… » X „) ， J ： 2 ，…，0：„)都是对称多项式，因此 

/( x ； i ，: r )2 ，… jXj n ) =/(工1，: c 2 ，." ， x „) ， 

g(j：； 1 ，％，••. ,JCj n )=g{j ： i ， : C 2 ，… 

由此推出 

h ( jci ，: c 2 ，…， j :„) = /( xi ， x 2 ，…，工„ ) + g ( xi ，: r 2 ，… iX rt ) 

= f(x h ,X Jz ， ••• ，〜） +g^J, ，工 ) 2 ， … ，工 心） 


= h { x jx ^ Xj 2 ，… 9 JCj 



n 




» 
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因此，…，同理…，这表明 w 对加法和乘法封闭， 
从而 W 对减法也封闭。于是我们证明了下述 命题： 

命题 1 W 是 ， JC 2 ， …， 的一个子环。 ■ 

由命题 1 立即 得到： 

命题 2 设 / i ，/ 2 »*••»/„ G W ，则对于 中任意一个多项式 g (： Ci ， J ： 2 ，•••，:*:„) 

+ 

= E b i} ，有 

， I ，…〜 

发 (/ i ，/2，•••，/ n ) = 2 tv .'/ 1 ! 1 / 卜 ••/$ 6 ■ 

i】t “• * 

特别有 

giax , a 2 ，•- , CT W ) 6 w , 

即初等对称多项式 CTI ， a 2 ，…， cr n 的多项式仍是对称多项式。反之，数域 K 上任一 77元对 
称多项式是否都可表示成初等对称多项式 A ，〜， …，％的多项式？回答是肯定的，即我们 
有下述重要 定理： 

定理 1 ( 对称多项式基本定理）对于数域 K 上任意一个〃元对称多项式 
fix , ， X 2 ，…，: t „) ，都存在数域 K 上唯一的一个72元多项式以七 ， X 2 ，… ，心） ，使得 

f { x \ ，: C 2 ，…， X n ) = g ((7 i j ( J 2 ，…，汀”）. 

证明存在性。因为〃元多项式按字典排列法排出各单项式的次序，所以我们从 
/( A ， X 2 ，…，的首项开始转换成，〜， …，〜 的多项式。设 /( Xi ， X 2 ，…，：1：„)的首项是 
X l i …4。由于/是对称多项式，因此对任一 w 元排列 j lj 2 … j ” ， f 还含有项 
… 4 。从而首项的幂指数组 （ A ，/ 2 , …， U 必定满足…彡 I 理由 如下： 

假如 A <[ + 1 ，由于…: l :〗 + 1 4 … X ;也是/的一项，而此项的幂指数组 （ A ，…, 
z , 乂，…， d 先于首项的幂指数组 a ，…，/^ 4 ，/, + 1 ，…， u ， 因此矛盾。从而 d 

为了把 f (工\ ，工 2 ，…， X „) 的首项转换成 £ Ti ，< r 2 ，•••，％的多项式，就需要从 ai ， 
Cl ，•••，％构造出 ax 1 ^ X l i … d 。 由于 ai 的首项是:^ ，£ t 2 的首项是 JOi x 2 ，…， a „- i 的首项是 
x x x t *- x n - x , a n 的首项是 4x2 … jc „ ，因此应当构造一个 n 元多项式中：， j : 2 ， …， 

工”）如下： 

(工1，: c 2 ，…， : c n ) = aa[ l ~ iz ck — 1 ' ai~ lA a 1 ^ . 

容易看出，中 1 Oi ，: r 2 ，…， J ：„) 的首项是 a〆 1 4 …： ci ” 。根据命题 2 得 ， A ， x 2 ，…， x „ ) 仍 
是 n 元对称多项式。令 

f \ (工1 ， X 2 ，…，工 ；!） = /( J ： l ，*3：2，…，工” ）一 少1 ( 工1，工2，…，工 n ) ， 

则，的首项“小于”/的首项（即/的首项的幂指数组先于 A 的首项的幂指数组），且， 
仍为 n 元对称多项式。 对， 重复上述对于/的做法，一直这样做下去，由于首项的幂指 
数组是非负整数组，因此必在有限步后终止 ， BP 

fl — f \ — ❿ 2 ， … ， f r~\ = f s- Z — ^ f s — f s-\ — ^ = 0 

从而得到 

/ = /l + 步 1 = (/ 2 + 步 2 ) + … = 屯 + … + 02 + 少 1. 

设少, ( JCi ， J ： 2 ，… , x n )= a i iJi 1 ai 1 …，则 


/( Xi ， x 2 ，…， JC „) = g . ai 1 aj 1 … • 

i-i 

5 

令 ，工 2 ， … ， j：„) = ^y]a t x\ n xj z ••• 々 ， 

i — 1 

则 gia\ j < J Z , *■* j ( J n ) = f(xi ，: c 2 ，…， : c „ )• 

唯一性。如果 K \_ X l ，: c 2 ，…， J ：„] 中有两个不同的多项式 gi(Xi , x 2 J *•* ^ sc „) , gz(jTi , 
• r 2 ，… ， x n 、 ，使得 

/(^1， X 2 ，…， X „) = gl (cri ,( J 2 » *■' ， CT „) ， 

/(^l ，工 2 ， … = gz (cn ，〜， ••• ， tO ， 

那么 gl (cn 9<j 2 f ••- jOn ) — (ffl ，心 ， … ， cr „) =0. 

令 g(Xi fXz ,*■* ^JC„)=gi (xi ， x 2 ， … ，工 ” ） 一 莒 2 ( 工 1 ， x 2 ， … ， A ) ， 

则 贫 ( CTl ， CT 2，•••， a „) = g ] ( ai ，仃2，…， a „) — ( ffl ，<?2 ，•••， A ) = 0. (1) 

从假设得，尽 Oi ， X 2 ，… ，* r „)#0。 于是据 7. 9节的定理4得，存在~，6 2 ，…， G K , 使得 
g(b l 9 b 2 , *•* ， b„ 、 #Q 。令 

= x n — 卜工 71-1 + … + ( — + …+ ( — \ Yb n , 

设 0( x ) 的 n 个复根是 C ! , c 2 , ••- fC „ ，则从 Vieta 公式得 

b x = (Ti (q ， c 2 ， … ， c n ) ，…，~ = ， c 2 ， … ， c„ ) ，…， = a n ic x yc z 

X ! jX 2 » **• * X „ 用 Ci ， C 2 ，•••，〔„ 代入，从 （1) 式得 

g(<7l (Ci ,C 2 ，…，(: „ ) ，戊 2 (C! ,C 2 ，…， q ) ， … ， £T n (Ci ,C 2 ，…， £：„))= 0 ， 

即 总(办1，办2， … ，6„) =0. 

矛盾。唯一性得证。 ■ 

三、数域 K 上一元多项式的判别式 

对称多项式基本定理的一个重要应用是，研究数域 K 上的一元多项式在复数域中有 
无重根。 

设数域 K 上首项系数为1的一元多项式 

/(• r ) = x n ~\ - + + aix + a 0 

在复数域中的 n 个根为 q ， Q ， … ， c„ ，则 

/(: r ) 在复数域中有重根 <==> XX (^ ― q ) 2 =0. 

据 Vieta 公式 

— a^! = Cl + C 2 + … + C n = (Tl (Ci ， < ： ”••• ， C ”） 

争摯攀 

(— l ) k a^ k = 2 c Jx c j2 *** c 7jt = 汀“。 ， c 2 ，…， c n ) ， 

# « ♦ 

(— l) n a 0 — Cic 2 -^ c n = <t„ (C] ， c 2 ，…， c n 、• 

考虑 K 上 w 元多 项式： 

D(Xi ， J ： 2 ， … ，工 ”）： =JJ ix { — x j ) 2 ? 
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显然它是对称多项式。于是存在唯一的^元多项式，心，… ， A ) 使得 

D(xi ，:* : 2 ， … ， x n ) = g ((7 i ,cr 2 , *•* »a„). 

Xi , x 2 »••• ^ x n 分别用 Ci ， c 2 〆 ••，<：„ 代入，由上式得 

D(c 】， c” … ， c” ） = 茗 （ffi (Cl ， … ， c rt ) ， tr 2 (q ， … ， c 丄 … ，心 ，.••，（„))• 


于是 JX — c ; ) 2 = g {— a n - i ， a ^ 2 ，…， （一1)% 0 ). 

这样我们证明了下述 命题： 

命题 3 数域 K 上首项系数为1的一元多项式 

/( x ) ― x n + U 71-1 + …+ < 2 ! x + a 0 

在复数域中有重根的充分必要条件为 gi - a^ x ，心 _ 2 ，…，（一 1)%。）=0。 ■ 

我们把 /( 工）的系数 a n ~\ ， a „- 2 ，…，<2。的多项式 g ( — a„-i , a „- 2 ，…， （一 1 ) n a 。） 称为 
/( x ) 的 判别式 ，记作 D (/)。 利用它可以判断 /( x ) 在复数域中有没有 重根： /( x ) 有重根 
当且仅当 D (/)=0。 

如何求出/( I )的判别式 D (/) 呢？ 

D (/) = gi— a„-i ，- •* ，(— l ) n a 0 ) 

= JX ( c , — CjY 

Kj<«n 


1 1 … 1 

Cl C 2 … C n 

C 2 1 cl •“ cl 


1 Cl c\ … cr 1 

i c z ci cr 1 

• • • 9 

• • • 拳 

套 # w 

m m _ 

• « » 

7t—\ 1 广广 1 

1 Cl Cn 


_ • * 畢 

1 c ••• c 71-1 

x ^ n ^ n ^ n 


n 


n 


s 


c x 



1 = 1 l =I 


n 

s 

t — 1 


n 

Ci 


( 2 ) 


n 



s 

l = 1 


n 


Ci 



2n ^2 
Ci 


于是考虑下列 n 元对称多 项式： 

S k (Xj ，工 2 ，…，工 


^■ry ， k = 0 ， 1 ， 2".' 

i = 0 


(3) 


称它们为幂和。 

根据对称多项式基本定理，^能表示 成心， ，…， a n 的多项式，从而通过把 
々，々，…，•^用^^，…；代入，可以把 （2) 的行列式中出现的 


n 

^ 2 ck i = s k(cx , c 2 ，… ， c „) 

1 = 1 

用 (Ji ( C ] , c 2 ，…， c „) ，…， < T „ ( q ， c 2 ，…，<：„)表示出来，也就是可以通过 /( x ) 的系数 a n - i ，…， 
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a ” a Q 计算出来，从而可以求出判别式 D (/) 0 

下述牛顿公式解决了把幂和^表示成 A ，&，•••，&的多项式的问题。 

牛顿 （ Newton ) 公式当时，有 

Sk — (Ti S^-i + < J 2 ^ fe -2 + ••• 十 （ — 5 i + ( — l ) k k ( J k = 0； (4) 

当时，有 

Sk — 0\ A ' 卜 1 十 ( T 2 S k -2 + •"* + (— + (— l ) V „5 ^ n = 0. (5) 

证明为了出现 (Ti (a , x 2 ，…， j :„ ) ，…， cr „ ( j :!，: c 2 ，…， x „) ，我们从 Vieta 公式受到启 
发，考虑 K 上的; 2十1 元多项式 

/(•T" J ： 2 ， … ，工 „ ，工 ）=(X — J：! ) (X — X 2 ) •** (X — X„ ). (6) 

直接计算得 

fiocy jjc 2 J *•* ,J 0 n , x ) = x n — a\ (jCi ，… jjc n )jr n ~ l + … + (— 1) V „ ，…，: c „). (7) 

为了出现幂和，把 A ，… ， x „ ，: C 用 X ! , ••• , x n jXi 代入，从 (6) 式和 （7) 式得 

x n i — a\ (Xi ， … ， : c„ X 1 + …+ (— 1 )V„ (xi ， … ， x„) = 0 _ ( 8 ) 

让 f = l ，2, …，〜则 （8) 式给出了 n 个等式。当 k ^ n 时，为了出现用乘 （8) 式两 
边，然后让〖从1变到 w 求和，得 

n 

^ [xf — o\ ix x , ， x„)j: 广 1 + …十（一 1)V„ (: ci ，… = 0. 

i = l 

BP s k (jOi 9 *** jX n ) — ffi (xi , ，工 „ 卜 i ( 工 1 ，"•，：*:„) + ••• 

+ (— 1) V n (xi ， …, (j：i , *" fX„) — 0. 

现在讨论 « n 的情形。 

当 k ^ n 时，由 （9) 式得 

5„ ( jcj ，… ，: r n ) — a \ ，… ( xi ，…， x „) + … 

+ (— l ) n a 7t ( jCi , *" ^ x n )n = 0. 

由 （10) 式受到启发，猜想当々<«时，有 

s k ( xi ，…， : r rt ) — (7 i ( xi ，… ( xi ，•••，:*:„) + ••■ 

+ (— 1) V A (xi , iX n )k = 0. 

把 （11) 式左端的 rz 元多项式记作 /^( x ! ，… ，: r „)。 显然它是 n 元对称多项式，并且它是是 
次齐次多项式。我们对 m = n 作数学归纳法来证明/^(^ ，…， 是零多项式。当 
m = 0 时， （10) 式表明/^(心 ，… ，: c „)=0。 假设当不定元的个数与6的差小于 772( m 〉0) 

时命题为真，现在看它等于 m 的情形。为了利用归纳假设，我们把不定元个数 n 减少为 
n — 1 ， 于是把 A ， … ， : C„ 用: Ci ，… fX n -i ,0代入，从 （11) 式得 

Sk ( Xi ，… ,0) — ai ( Xi ，…，: 1 ，0)4一1 ixi , ***， X 『1，()）+ .•• 

+ (—1)*。* (工1 ，…，工『1 ，0)々= 0. (12) 

(12) 式的左端恰好是九„一1 (xi ，… ， x„—i ) ，由于 （ w _ l ) —— l < m , 因此用归纳假设 
得， fk . n^l ( J 0\ ，…， A -1)=0。 从而 fk , ni ^\ ，…， A -1 ，0)=0。 

我们把 /a,«(xi ，-* - ，- r„-! ，: c„) 写成下述 形式： 

fk ， A 工 ”… ，工 rl ，工 n ) =M 0 ，… Ui (X "… ， : C^i )jc n 

+ …+ u ,( jci ，…，工 d X (13) 


(9) 


(10) 


( 11 ) 


* 
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于是有 /*，《(工1，…，:*V 1，0) = M。 （: Ti ，… ，Xd ). 

由此得出 MoO! ，…， ：T„-1) = 0。 从而由 （13) 式得 


由整除的定义得，存在 

fk ， Ai \ 


x n I fk, n (工 1 ，…，工 rl ，工 《)• 

，: r„ 一 1 *x w ) G K \^ x l ，…^ x rt ]， 使得 

_. fXrr-l jJC n ) = h(xi , •** jX^i ,x n )x n . 


由于 fk tn ^ x \ »■" ，* r „) 是 n 兀对称多项式，因此对于任一 ' n 兀排列 J 1 j 2 … 有 

fk,n (.工 j' ， • • •，工 j t ，工 ) n ) fk,n (*^1 ’ •••， 1 * *^-n ^ • 

从 （15) 和 （16) 式得 


(14) 


(15) 

(16) 


h { x h ，- •- ,x v t ,x ；n ) x Jn = fk,n (工1 ，… ，X«-l，*T„ )• (17) 

从（17)式得出，工 1 ，々，".，心都是/^ 1 (工 1 ，."，:^ 1 ，xj 的因式，且它们都是不可约的，于 
是由唯一因式分解定理得 

fk ， Axi ， … ， : Tri ， 1„) = XxXz^-X^ix^ ， … ， X„). (18) 

假如/*,„(々 ，…， ，：0关0,则由乘积多项式的次数公式得 

々 = n + deg 片 （xi ，…， 工 „ )• (19) 

由此得出 ,deg g ( xi ，…， x ”） =々一71= — m <0, 矛盾，因此 f ktn iJ 0\ ，…，工 n — i ， x „) = 0 0 

据数学归纳法原理，对一切有 / A , n (x 1 ，…，: r „)=0。 因此当时， （11) 式 

成立。 _ 

注意：在上述讨论中，/(工）的首项系数为1;如果/(工）的首项系数为，那么可以先 

对^— 1 /^^)运用上述方法求出它的判别式 DU7 1 /)， 然后规定/(工）的判别式为 

D(/) ：= a^DCa； 1 /). 


7. 10.2 典型例题 

例 1写出下述三元对称多项式的首项和首项的幂指数组，求它的次数，它是不是齐 
次多项式？ 

fixi ， JC 2 ，工 3 ) =( 工？ — J ： 2-C 3 ) (-T2 — 工 3 工 1 ) ( 工！ ~ JCiX 2 ). 

解由于多项式的乘积的首项等于它们的首项的乘积，因此/(々，心，工3)的首项等 
于: rf (— (—々工 2 )=工彳々1 3 ，从而首项的幂指数组为（4，1，1)。 
fU ^ X 2 ， X 3 ) 是六次齐次多项式。 

例2 在 Klx , ，: c 2 ，* r 3 ] 中，用初等对称多项式表岀下述对称多 项式： 

f ( x x jX 2 , x 3 ) = Xi x \ + x\jcl + Jolxl . 

解法一 /( 々，々，工 ^ 的首项为 ^^^ 首项的幂指数组为 ㈡ ^…八构造对称多项式 

( X ] ，: C 2 ，工3)如下： 

(xi , x 2 » x 3 ) = a 2 f 2 a z f 0 al ol = { x x x 2 + x x x ^ + x z x z Y . 

令 f x = f ~^ x ={ x \ x \+ x \ x \+ xlxl ^ — { x x x 2 + XxX Z -\- XzX z y 

= _ 2 ix \ x 2 Xz ~\~ X \ x \ x ^-\- X \ X 2 x \^) ^ — 2 x \ XzX ^ (xi +工2+工3) = — 2(73^1 - 

因此 f=^i +/i ^a\—2aiOz. 

解法二 /(A ，: r 2 , : r 3 ) 是四次齐次对称多项式，其首项为“首项的幂指数组为 
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(2 ，2，0) 。 构造的 01 ， jc 2 ， : c 3 ) 与 /(a ，: c 2 ， x 3 ) 有相同的首项，因此❿ （ x ! ， jc 2 ，: c 3 ) 也是 
四次多项式。由于少! （ A ， x 2 ° at = al ，因此私 （ a ， x 2 ， x 3 ) 也是齐次对称多项 

式，从而 /:=/— 办也是四次齐次对称多项式。同理，/ 2 ，…，都是四次齐次对称 
多项式。于是/,(〗=1，2,…， S ) 如果不是零多项式，那么它的首项幂指数 （ A ， p 2 ，/>3)应当 
满足九 +/> 2 + p 3 =4。 又由于/的首项幂指数组先于 /, G ‘ = 1，2, …， d 的首项幂指数组， 
因此满足这些条件的非负整数组只有（2,2,0)，（2，1，1)。于是义的首 
项为 ax \ jc 2 JC 3 ?/2为零多项式，从而 02 ( A ，: c 2 ，: c 3 ) ^ aa\~ l a\~ x a \ 。因此 

f(j0\ ， : c 2 ， j: 3 ) =0 2 +0i = cuxiaz +crL 

为了确定 a 的值， A ， x 2 ，: c 3 分别用 1，1，1 代入，由上式得 

3 = a • 3 • 1 + 3 2 . 

解得 2,因此 f(xi , x z ，* r 3 ) = —2 fflt r 3 + d 。 

例 3 在 Klx , ，: r 2 ，…， a ] 中，用初等对称多项式表出对称多 项式： 

/( j ^，* r 2 ，…，^ . ri^L 

这里表示含有项的项数最少的对称多项式。 

解 /(xi , x 2 ，…， : c „) 的首项为 3 ^ x 1 ，首项的幂指数组为(2,2,0, …， 0)。 f(xi , x 2 ，…， 2„)是 
四次齐次对称多项式，/； ( t ‘= l ，2, •••，$)也是四次齐次对称多项式，它们的首项幂指数组 
(/>1，/>2， …， / O 应当满足： 

Pi + />2 + - h Pn 4, 2 ^ ^ /) 2 ^ ^ / 

满足这两个条件的非负整数〃元组（仏，九 ，…， A ,) 只可 能是： 

(2 ， 2,0 ， ••• ， () ），（ 2 ， 1 ， 1 ， 0 广 _0) ，（ r ， l ， l ， l ， 0r" ， 0) 

它们分别是的首项幂指数组，于是/ 3 =0,且 

^(•^，…，工”）- a \, 

办 （A ，…， jc „) = … d — aaiaz » 

屯，…， x „) = = 心， 

于是 

/( xi ，…， x „)= 中 3 + 少 2 + ❿ i = bcJi cuj\(Jz + a \. 

为了确定 a ，6 的值， j ： i ， x 2 ， …， a : n 分別用 1，1，1，0, …， 0 代人，以及用1，1，1，1，0，〜，0代 
入，得 

3 — a *3» l ~ h 3 2 , 

|^6 = b • 1 + a • 4 • 4 + 6 2 . 

解得 — 2,6=2,因此 

/(工1，…， : c „) — — 2 a \ (7 3 + cr | + 2 a 4 . 

例4在 K [ xi ， x 2 ，: r 3 ] 中，用初等对称多项式表出下述对称多 项式： 

/(xi ,x 2 »x 3 ) = { 2 x x x z + X3 ) (2x 2 j: 3 + x\ ) (2x 3 ^：i + d ). 

解 /( a ， jc 2 ， x 3 ) 的首项是 2 xix 2 • x \ • 2 x 3 xi = 4 x { x 2 x 3 ; 首项的幂指数组为 
(4，1，1)。 /( a ， X 2， x 3 ) 是六次齐次对称多项式。满足 

p \ p 2 -\- Pz = 6 , 4 ^ ^ /) 2 ^ p 3 




( — 1) 奸 1 + ( — 1) 奸卜 i(Ti 十 （ 一 1) 奸 3 ( Tp 2 


CTi 

2 ct 2 

3 iT 3 


0 + …十 


(是一1)。卜 1 < Shr~l Ok~A ( Tk-S … < J \ 1 

( _ 1) H (A ~ 1) (J2 5 a „ 2 + ( — 1 )* + *(7! S k -i 

= ( — 1) 奸 1 fer ( + ( — l ) Vit — + ( — 1 )* _1 Cr*-2 5 jfe -2 + **• + ( — 1 ) 0*2 5 a- 2 + (Tl Sk -\ — s k . 

由第二数学归纳法原理得，当 l < A < n 时有 （20) 式成立。 

例 6设把初等对称多项式办 （* Ti ， JC 2 ，…， ) 用幂和 ( x ： , x 2 »••- * x „) , 

^2 ( J ： 1 ，工 2 ， … ，工 n ) ，… t ( 工 1 ， X2 ， … ，心）表本。 

解 据牛顿 （ Newton) 公式 ，当时，可得 


TT(CTl $1 — ^2 ) 


I ^ I 士 

(4 — 5 2 ) = — ， 

^ 5 2 


"V (^3 _ (T1 ^2 (JzS\) = — 5 3 — 5^2+51 — 

O ^ S 2 


2 . 


由此受到启发，猜想 


是！ 





Sl 

1 

0 

S 2 

Si 

2 

Sz 

m 

^2 

m 

攀 

5l 

• 

m 

• 

Sk-\ 

• 

2 

• 

4-3 

Sk 

Sk-l 

^*-2 


( 21 ) 


^4 … 


k ~ 1 


| S k 5^1 S k -2 5^3 … 5 2 5i I 

我们用第二数学归纳法证明这个猜想。 

当々=1时，丨二〜 = ai ，命题为真。 

假设当 小于々 时命题为真 （1<6< W ) ，现在来看々的情形。把上述右端的行列式按最 
后一行展开，得 


(-1)^ 5 ,(^ -!)! + (-1)^5^ 


4+2 


+ 


^k — 1 —3 5^—4 


• » • 


5i 


k ——1 
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(_1严^ 2 


( 一 1) 





1 

0 … 

0 0 


^2 

Si 

0 … 

0 0 


方3 

争 

m 

S 2 

• 

• 

3 … 

_ 

_ 

0 0 

m m 

喻 * 

― • 

m 

Sk-l 

• 

Sk -2 

參 

Sk-A … 

• • 

Si k — 1 


s 2 Ck — 

-DCk 

— 2) \ ffk-z -h 

' ( — 1 )* + *5 i — 

— 1)! 知 + ( — l ) k Sk^i {k 

— l)! 5l + (- l ) 


k 1 


5^2 (^ — 1) !< T 2 + •” + 


( — 1) (々一 1) ! S 2 ( T 卜2十（々— 1) \ Si<J 


k-l 


k \ 

~L 


二 [(—1 ) i+1 5* + ( _ 1)*5 h<Ti + ( — I)* -1 

\ 


V i_ n 代作 


-U 


•鑄攀 


-L { _ 1 I 


\ 


= k \ a k * 

根据第二数学归纳法原理得，当时，有 （21) 式成立。 

点 评：例 5和例6分别是把幂和用初等对称多项式^，^ ，…， ^表示， 
以及把初等对称多项式用幂和〜，^，…，^表示。所得到公式 （20) 和 （21) 都 
很有用，公式 （20) 可以用来求一元 n 次多项式的判 别式； 公式 （21) 在本节例10中有用。 

例5和例6的解法体现了数学的思维方式，从观察々=1，2,3的情形，猜想对一般的 
々有什么结论，然后给予证明。如果在题目中就把公式 （20) 和 （21) 写出来，也就不知道这 
两个公式是怎么想出来的。学习数学和搞数学科研一样，关键是想法 （ Idea )。 

例7求数域 K 上不完全三次方程: r 3 +〜: r + a () =0 的判别式。 

解 记 /( J ^ tp+qx + a 。 。三次方程 : c 3 +〜 j ： + a 。 的判别式也就是 /( x ) 的判另 lj 
式 D (/) ，记 /( x ) 的3个复根为 q ， C 2 ， c 3 ，则 


D(/) = 



Si ( Ci ， C2 ， C3 ) 


^2 ( Ci ， C2 ， C3 ) 


S \ ( Cj ， C 2，〔3 ) 
$2 (Ci > Ci ，(: 3 ) 
$3 (Ci t Cz ， C 3 ) 


^2 (Ci 9 C2 ， C3 ) 
^3 ( C 1 9 C2 ， C3 ) 
〜（ Ci ， C2 ， C3 ) 


据 Vieta 公式得 ai ( ci ，(: 2 ， c 3 ) = 0 ，心 （q 9 c 2 ^ c 3 ) ~ai , a 3 ( ci ，(: 2 ， c 3 ) = — a 。. 

据 (20 ) 式得 Si (c x 9 c z ,c 3 ) =0» s 2 Cci ,c 2 ， c 3 ) = —2a ! ， 5 3 (cj ,c 2 ， c 3 ) = — 3 a。, 

据牛顿公式 （ 5 ) 得 5 4 (C] ， c 2 ， c 3 ) = ~a l ( — 2 a l ) =2a?. 


因此 


D (/) 




3 

0 


0 


2 a 


— 2 ai — 3 ao 


— 2 ai — 3 a 0 2 a\ 


— 4 a 


27 a ? 


( 22 ) 


例 8 设 / U ) 是实系数三次多项式，讨论 D (/)=0, D (/)>0, D (/)<0 时， /( x ) 的 


根的情况。 

解 D (/) = 0 时， / U ) 有 重根； D (/)>0 或 D (/)<0 时， /( x ) 没有重根。由于 
deg /( x ) = 3, 因此 /( x ) 至少有一个实根 q 。设 /( x ) 的另两个复根为 c 2 ， c 3 。 

当 D (/)=0 时，由于 / O ) 有重根，因此 q = c 2 ( 或 c 3 ) ，或 c 2 = c 3 。 若 q = c 2 ( 或 c 3 ) ， 
则 /( x ) 有两个实根。由于实系数 多项式 的虚根共轭成对出现，因此 c 3 ( 或 c 2 ) 也必为实 
根。从而 / U ) 有 3 个实根。若 c /= c 3 ，同理 q 与 c 3 都是实根，从而/( I )有 3 个实根。总 
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之，当 D (/)=0 时， / U ) 有重根，且3个复根都是实数。 

当 D (/)>0 或 D (/)<0 时， /( x ) 有3个不同的复根 q ， c 2 ，其中 q 是实根。由于 

D (/) = (ci — c 2 ) 2 ( c ! — c 3 ) 2 ( c 2 — c 3 ) 2 ， 

因此当 Q ， C 3 都是实数时，有 D (/)>0; 当 c 2 , c 3 是一对共轭虚数时，设 c 2 =a + 6 i ， c 3 = 
a —6 i ， 则 

D (/) = [ c ? — ri ( c 3 + c 2 ) + c 2 c 3 ] 2 (26 i ) 2 
=( c \ — Ci 2 a + a 2 + 6 2 ) 2 ( - 46 2 ) 

=— 4 [(ci — a ) 2 + 6 2 ] 2 6 2 < 0. 

因此当 D (/)>0 时， /( x ) 有 3 个互不相同的 实根； 当 D (/)<0 时， /( x ) 有一个实根和一 
对共轭虚根。 

点评： 例8表明 ：实系 数三次多项式 / Cr )， 当判别式 D (/)>0 时， / U ) 有3个实根 
(重根按重数计算），其中当 D (/)=0 时有重根，当 D (/)>0 时没有 重根； 当判别式 
D (/)<0 时， /( x ) 恰有一个实根和一对共轭虚根。这与实系数二次多项式的根与判别式 
的关系类似。 

例9求数域 K 上 n 次多项式 /(_ r )= x n + a 的判别式。 

解设 /( x ) 的 n 个复根为 q ， c 2 ，…，。由 Vieta 公式得 

ffl ( c l , C 2 , *** ( Ci ， C 2 ，… ， C „ )= … = (7„-1 ( q ， c 2 ， … ， c ”）= 0， 

aAci ， c 2 ，…， = (— l) n a. 

当 1<々< tz 时，根据例 5 的公式 （20)， x !， x 2 ，•••，：!：„ 分别用 q ， c 2 ，…，代入，得 

0 1 0 0 0 … 0 

0 0 1 0 0 — 0 

Sk (ci > c 2 * ••• » c „) = 0 0 0 1 0 0 = 0. 

« • • « • ♦ 

• • • • • • 

« • « • « • 

* 

0 0 0 0 0 — 0 

当 k = n 时，有 

0 1 0 … 0 0 

0 0 1 — 00 

s n {ci ,c z ， … ， c n )= : : : : : 

0 0 0 — 0 1 

— l) n a 0 0 … 0 0 

= (— l )^ 1 (— \Yna =— na , 

当 72<々<2 w 时，根据牛顿 （ Newton ) 公式，工丨 ，: c 2 ，…，分别用 c !， c 2 ，…， c ; 代人，得 

s k (ci ， (: 2 ， … 9 c n )=0. 

于是 

n 0 0—0 0 

0 0 0 0 — na 

D (/)= 0 0 0 — na 0 


0 —— na 0 


• • « 


0 


0 
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(— n ，， 2 〉 72(— 旭） 




(- 1 ) 


rt(rt-l) 


n n a nX 


例 10求数域尺上的《次多项式/(工）=/十^_ ] /- 1 + — +%，使得它的72个复根 


的々次幂的和等于0,其中 l < k<n 


o 


解设 /( JC ) 的72个复根为^ ， C 2 ，… ， C „ ，则由已知条件得 


〜（<："•••，<：„) = &(<："•••，<：„) = ”.= 5^] (Ci ， … ， C„) = 0. 

为了求 f (工) 的各项系数的值，先求 <Ti ( c x ，•••，<：„)，••• , CT „-1 ( C ] ，…， c n )， cr „ ( q ， •_ 
利用例 6 的公式 （21) ，:^ ， x 2 ，…，分别用 Cl ， r 2 ，…， c n 代人，当时，有 


， Cn ) o 


Ok (ci 




k \ 


0 

0 


0 0 


» ■ 


0 2 


0 


0 0 0 3 


0 

0 

0 


0 0 0 0 


0 


0, 


而 


a 


«(ci ，… ， c rt ) = 


n 


0 

0 


0 0 


0 2 


0 


0 

0 


0 

0 


0 0 0 0 


办 0 0 0 


• ♦ » 


離 ♦攀 


0 n — 1 


0 


0 




(- 1 ) 


w+l 


b 


n 


其中 b = s n ( c '， c 2 


d 。 根据 Vieta 公式得 


i 


^ 73-2 


^1 


0 ， a 0 = (-l) n (-l) 


rrl-l 


b 


n 


b 


n 


因此所求的多项式/(工） = x ”一 


b 


n 


o 


点评： 从例 9 的解题过程和例 10 的结论可以看出，数域 K 上首项系数为1的 W 次多 

b 


项式 / Cr)，C 惰 根的是次幂的和（1< 々〈幻 都等于0当且仅当/(工）=?—亡，其 


中 6 是 /(x) 的 n 个复根的 /2 次幂的和。这个命题的必要性在 9. 7 节的例 4 中有用 


o 


习题 7. 10 


1. 设/(々，: r 2 ，: r 3 ) 是数域 K 上的一个三元多 项式： 

/(Xi ,x 2 »x 3 ) = x\x\ x\x\ + x\x\ x\x\ + x\x\ -\- x\x\. 

证明 f ( JC ” Xz ， J ：3) 是对称多项式。 

2. 在/<：[^，0： 2 ，1 3 ]含有项:^^ 2 的对称多项式中，写出项数最少的那个对称多项式。 

3. 在 K[a ，: c 2 ，: r 3 ] 中，用初等对称多项式表出下列对称多 项式： 

( 1 ) x\x 2 -\~x\x 2 - \~XiXl +X 1 X 3 -\~x\xi -\-X 2 x\ ； ( 2 ) x\ +xi +X 3 ; 


(3) ( j：i jC 2 ~\~ x \ ) ( x 2 J：3 + J：1 ) ( JC3X1 + x |). 

4 . 在 Klx , ， x 2 ，… ， xj 中，用初等对称多项式表出下列对称多项式 （ n > 3 ): 

⑴ 2d ; ⑵ '^ xlxlx ^. 

5. 在 KOi ，: c 2 ， x 3 ] 中，用初等对称多项式表出下述对称多 项式： 

fixi yXi , x 3 ) = i 2 x x — X 2 — x 3 ) (2工2 —工 3 — Xi ) (2 x 3 — X ! — x 2 ). 

6 . 证明 ：数域 K ； 上三次方程 + 的 3 个复根成等差数列的充分 
必要条件为 

2 a ! — 9 aia 2 + 27 a 0 = 0. 

7. 证明 ：数域 K 上三次方程 x 3 + a 2 : c 2 + ai :r + % = 0 的3个复根成等比数列的充分 
必要条件为 

a\a 0 — a\ = 0. 

8 . 设 ci ， c 2 ， c 3 是 a: 3 + a 2 x 2 +( u + a 。 的 3 个复根，计算 

(cf + CiC 2 ~h ci)(ci + c z c z + cf ) ( c | -h c z c x + cf ) • 

9. 在 KTa ，:)： 2 , 0 ： 3 ]中，把幂和5 2 0 3 ，〜表示成初等对称多项式 m ，&， a 3 的多项式。 

10 . 求数域 K 上完全三次多项式/(工）=/+〜^ 2 +七工+ %的判别式。 

11 . 求数域 K ： 上四次多项式 /( i )=: r 4 + ai :r + a 。 的判别式。 

12 . 设 /(： c ) 是实系数 n 次多项式，其中 w > 4 。 证明 ：如果 D (/)> 0 , 那么 / U ) 无重 
根且有偶数对 虚根; 如果 D (/)< 0 , 那么 /(： r ) 无重根且有奇数对虚根。 

13. 求数域/<：上的”次多项式 /( X )=/+〜_ I X ^ 1 + …+%，使得它的 77 个复根的 
k 次幂的和等于 0 ,其中 

14. 设 / O ) 是数域 K 上首项系数为1的72次多项式， aGK ， 以: r ) = U — a )/(： r )。 
证明： IX 《）= IX /)/( a ) 2 。 

*7.11 结 式 

7.11.1 内容精华 

7.10 节讨论的求数域 K 上一元 n 次多项式/(^)的判别式 D (/) ，首先要求出 fix ) 
的 n 个复根 q ， c 2 ，…， c „ 的是次幂的和 h ( Cl ， c 2 ，…， c „)， 其中 l <«2 n ^2, 然后再计算由 
这些幂和排成的 n 阶行列式。当《较大时，计算量是较大的。有没有其他方法求 IK /) 
呢？其实引进一元多项式/( I )的判别式 D (/) 这个概念是为了判断 /(* r ) 在复数域中有 
没有重根。我们知道， / U ) 在复数域中有重根当且仅当 /( x ) 在 C [: r ] 中有重因式。由于 
/( x ) 有无重因式不随数域的扩大而改变，因此 / U ) 在 C [ x ] 中有重因式当且仅当 fU ) 在 
K [ i ] 中有重因式，而/( I )在 K [: r ] 中有重因式当且仅当/(工）与/( X )不互素。于是我 
们可以用辗转相除法求/(工）与/( I )的最大公因式。 /(: r ) 在复数域中有重根当且仅当 
(/( x ),/( x ))^ lo 我们在 7.6 节的典型例题和习题中曾经用辗转相除法讨论过一些多 




(5) 


( 6 ) 


(7) 
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项式在复数域中有重根的充分必要条件。把判别 /(*r) 在复数域中有没有重根的这两种 
方法结合起来就会得出， /U) 的判别式 D(/)=0 当且仅当 （/U)，/U)) 关1，而 /(x) 与 
/(工)不互素当且仅当 /U) 与 /U) 在复数域中有公共根。由此受到启发，如果我们能研 
究出 K [: r] 中两个多项式/(I)与 g(:c) 在复数域有没有公共根的新的判别方法，那么就能 
得到求 / U) 的判别式 D(/) 的又一种方法，而且还可以用来求两个二元多项式的公共零 
点，进一步可以用来求〃个 n 元多项式的公共零点，达到一箭三雕的效果。 

设 

fix) — a 0 x n + aix 7 ^ 1 + ••• + + a „ , 

gioc) = b 0 x m + bi x m — 1 + … + b^i x -\- b m 

是 KO] 中两个非零多项式，其中 w>0，m>0, 并且允许 <2。=0或6。=0(包括 a 0 = b 0 =0) 
这些可能性。 

首先我们来求 /(x ) 与有公共复根（即/(工）与 g(x) 不互素）的必要条件。设 
/(工)与容(工)有次数大于0的公因式 dix ) ，则存在 ( x) ，☆ (:c) 6 K[x] ，使得 

fix) = fiCx)d(sc )， gioc) = gi {jc)cKx). ' ( 1 ) 

由于 deg <i(x)>0, 因此 

deg /i (x) < deg fix )《 n ， deg g x (x) < deg g-(x) ^ m . 

从 （1) 式得 

gi (x)/(x) = fi (x)gr(x). (2) 

设 f 1 ( jc )= u 0 x rt ~ 1 + Ui jc ^ 2 -[ - hw”—" (3) 

g x ( x ) = VoX m - l + v l x m ~ 2 -\ - (4) 

比较 （2) 式两边多项式的各次项的系数，得 
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由此受到启发，引进下述 概念: 

定义1 设 


/(X) = a 0 x n +a } jo n ~ 1 H - + a„ 9 

g(x) = b 0 x m 屮 ^ 广 1 + … +6 m 

是数域 K 上两个多项式，其中 n >0， m >0, ( 7 )式左端的行列式称为 fU ) 与 的结 
式 ，记作 Res (/， g ) 。 

上面的讨论 表明： KO ] 中两个非零多项式 /( x ) 与 以: r ) 有公共复根的必要条件是它 
们的结式 Re S (/， g )=0。 现在来看这是不是充分条件。 

设 Res (/， gO =0, 则上述与 （5) 式相应的齐次线性方程组有非零解（6)，从而 （ 5 ) 式成 

立。令/1(工），幻（工）分别如（3)、（ 4 )式，则（2)式成立，并且有368/ 1 </2，(^幻<// 1 。现 
在我们增加一个 条件： 如 与6。不全为零，不妨设 如关 0,则 deg f=n 。 从 （ 2) 式得 
/( x ) |/ 1 ( x ) g ( x )。 假如（/(文），尽（ 0 ：)) = 1，则 /( x ) 1 AU ) ，从而 deg /< deg ，<>，矛 
盾。因此/(工)与 g (* r ) 不互素，从而 /(: c ) 与 gCr ) 有公共复根。 

综合上述讨论，我们可以得到下面的 结论： 

定理 1设 


fix ) = a 0 x n 十…广 1 + … + a n , 
gCx) = b 0 x m + x m ~ x H - \-b m 

是 K [ x ] 中两个多项式，其中《>0且 m >0, 则 /( i ) 与 g ■(: c ) 的结式 Res (/， g *)=0 的充分 
必要条件是如=6。= 0,或者 / U ) 与 g ( x ) 有公共复根。 

证明如果 / U ) 与 g ( x ) 都是零多项式，那么命题显然成立。 

如果 / U ) 与 g ( x ) 有且只有一个是零多项式，不妨设以^)=0，/(^)关0，此时 
Res (/， g )=0。 若 a 。 关0,则 /( x ) 的次数为 n >0。 此时 /( x ) 的 n 个复根都是/ ( x ) 与 
g (* r ) 的公共复根。 

如果 /( x ) 与 & U ) 都是非零多项式，设 Res (/， g )=0, 如果 a 。 与6。不全为0,那么上 
面已证 /( z ) 与 g ( x ) 有公共复根，因此必要性得证。充分性有一半已证（即从 /( T ) 与 
发(<3：)有公共复根已经推导出 Res ( y 9 g ) = 0)，现在证另~^半：若 < 2 。 = ^> = 0,则 Res ( /，贫) 
的第1列全为0,从而 Res (/， g )=0。 ■ 

定理1的第1个用处是给出了判别数域 K 上两个非零多项式有没有公共复根的新 
方法： w 次和 m 次多项式 /( a :) 与 g ( x ) 有公共复根当且仅当 Res (/， g )=0。 

定理1的第2个用处是可以用来求数域 K 上两个二元多项式在 C 2 中的公共零点。 
设/(工，5)，发 ( x ， y ) eK [ x ， y ]， 把它们都按: r 的降幂排列 写出： 

/(x,y) = a 0 (y)x n + a x + h a n (y) , (8) 

gix^y) = b 0 {y)x m + H - +b m (y) r (9) 

其中的多项式，且 a 。 （: y ) 与6。（: y ) 不全 
为 0 o 

如果 ( x 。，％) 是 /( x ，： y ) 与 g "( x ，： y ) 在 C 2 中的一个公共零点，那么 /( x 0 ,>) =0, 
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^(^0 ，:^。）=0,从而 J ：。 是 x 的复系数多项式 / Xx ，： y 。） 与€(：1：，3/。）的一个公共根，据定理1 
得， / U ，％) 与 g ( x ，>) 的结式 Res (/ U ，3 O ， gU ，％))=0。 由此受到启发，我们考虑下 
述 m + n 阶行列式，并且把它记作 K /， g )， 即 
RAf ， g 、= 


do (: y) 


( y ) … 

(^) a \( y ) 


b 0 ( y ) b l iy ) 


拳櫸拳 


b Q ( y ) b x ( jy ) 


_ » 攀 


a n { y ) 


a „(： y ) 




行 


a 0 ( y ) a ： ( y ) 


Ay ) 


b m ( y ) 


b m ( y ) 


( 10 ) 




行 


b 0 ( y ) bi ( y ) … … … b m ( y ) 


反 (/， g ) 是 J 的一个多项式，不定元 > 用火代入，尺（/，尽)的象就是 Res ( f ( x , y Q ), g ( x , y 0 )) o 
因此如果 U 。，％) 是 fU ， y ) 与在 C 2 中的一个公共零点，那么％就是多项式 
尺 r (/， g ) 的一个复根，而工。是 /0， jy 。） 与 g (*3：，： y Q ) 的一个公共复根。 

反之，如果 > 是多项式見 （/, g ) 的一个复根，那么 

Res(/(x ，： Vo) ， g(*r ，： yo)) = 0. 

根据定理1得， /( x ，： y 。） 与 g ( Jr ，>) 有公共复根。任取 /( Jr ，％) 与 g *(： c ，： y 。） 的一个公共复 
根 * r 。 ，都有 （ x 。 ，: y D ) 是 /(* x ，： y ) 与 g (: c ，： y ) 在 C 2 中的公共零点。 

上述讨论给出了求数域 K 上两个二元多项式 /( ij ) 与 g ( x ， 30 在 C 2 中的公共零点 
的 方法： 第一步，计算扎（/，总）；第二步，求見（/，片）的所有复根；第三步，对于見（/，尽) 
的每一个复根： y 。， 求 /( jr ，％) 与 gO ，％) 的所有公共 复根； 第四步，写出 /( j ：，^) 与 
g ( x ，： y ) 在 C 2 中的所有公共零点。 

由于 工与: V 的地位是对称的，因此也可以类似地定义 i ?,(/， g )， 先求义（/，尽）的所 
有复根，然后对于 i ?,(/， g ) 的每一个复根去求 /( x 。，^) 与的所有公共复根， 
最后就可以写出与在 C 2 中的所有公共零点。 

上述方法也适用于解二元高次方 程组： 


= 0 , 

\ g ( jo ^ y ) = 0. 


( 11 ) 


解方程组 （11) 就是求 / Uo ) 与的公共零点。 

进一步可以用类似于上述方法求《个 n 元多项式在 C n 中的所有公共零点。 

定理1的第3个用处是可以通过计算 fU ) 与 /( x ) 的结式 Res (/，/) 来求 /( x ) 的 
判别式 D (/) c 这个想法是自然的，因为 Re S (/，/)=0 当且仅当/( I )与 / Cr ) 有公共复 
根，而 /( x ) 与 / U ) 有公共复根当且仅当 D (/) = 0, 由此看出 Res (/，/) 与 D (/) 必然有 
联系。为了找出它们之间的内在联系，我们注意到 D (/) 是用/(1)的〃个复根的表达式 
来定义的，从而探索的思路是去寻找 Res (/，/') 与 /( x ) 的复根之间的关系。一般地，就 
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是要去寻找 Res (/， g ) 与 /( x ) 的复根（或 gOc ) 的复根)之间的关系。 

设 fix ) ，贫 ( x ) 是定义1中给出的数域 1 C 上的两个多项式，且 a 。 关0,6。关0,设 /( x ) 


的 n 个复根为 q ， c 2 ， …， ; g ( x ) 的 m 个复根为 d \、 d z ， …， d m ， 于是 

/( x ) = a 0 (x —cDO — c 2 ) … （x — c „)， (12) 

g (^ c ) 二 b 0 (jo — d :) (x — d 2 ) …（工 一 d m ). (13) 

据 Vieta 公式得， /( x ) 的 n — k 次项的系 数〜为 

— ( — ， c 2 ， …， ，是 =1，2 ， …， ？!• (14) 

g ( or ) 的 m — k 次项的系 数心为 

b k = (- l ) k b 0 a k ( dy ，< i 2 ，…， D ，是 =1，2 ，…， m . (15) 


/( i ) 与 gO ) 的结式 Res (/， g ) 是由它们的系数 a Q ，…， a „， b 。， ih ，…， b m 排列成的一个 
m + n 阶行列式，想研究 Res (/， g ) 与 /( x ) 的复根（或 g ( x ) 的复根）之间的关系，自然要利 

用 （ U ) 式和 （15) 式。为了能利用多项式的理论来研究这个问题，我们在数域 K 上的 
n + m +1 元多项式环 


K [_ jc , y x ，… , y n , zi ，… ， z m _ 

中，令 


/( 工， W ，…，％) = a 0 y Y ){x~ y 2 ) — (jc ~ y n ) , (16) 

g(x,Zi jZ m ) ^ b 0 (x ~ Zi){x — z 2 )*^(jo — z m ). ( 17 ) 

把/按 X 的降幂排列，则/的系数为〜， X ”—的系数为 

cik(yi ，… ，: ) = ( _ 1 )*<2ocr“；yi ，…，: y«) ，々=1，2，…， w* (18) 

同理，把 i 按 I 的降幂排列，则的系数为6。，，^的系数为 

匕（之】，… ，z m ) = (― I)%。％ (a ， …， ) ，是= 1，2 ，…， w. (19) 

仿照定义1，规定7与 g 对: C 的结式为 

Res “7，^) = 

aj (: y】 ，•••，％) … … a n ，…， ％) 

cio d\ (yi … ^niyi ， •“ ， : y n ) 


O-Q 


a 】 ( y ) ，… ，: >0 




6 0 61 (z x ，… ， z m ) 

b 0 


b m { z x ，“•，《„) 


b\ iz x ，… ,z m ) 


b m ( zi ，一 




bi ( zi ，… ^ z m ) 


b m ( 2 : 1 ，••• ,z m ) 


( 20 ) 

显然， Res〆 /#) e iC [：^ ，…，: y „ ， zi ，…，‘]。把不定元: yt ，： y 2 ，…，: y „ ， Zi ，…，分别用 
C !， c 2 ，…， c „，<，•••，& 代人，结合（14)、（15)、（18)和（19)式便知道，尺％(7，&)的象就是 
Res (/， d 。 于是如果我们能求出 Re %(?， i ) 的一个明显的表达式，那么就能得到 


Res (/， g 0 的一个明显的表达式。 

从 （18) 式看出 ，〜 （％，…，％)是々次齐次多项式，其中6 = 1,2,…， n ; 从 （19) 式看出， 
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6 〆 ^，…， 4) 是々 次齐次多项式，其中々=1，2,…， m 。 由此受到启发，把 （20) 式右端的行 
列式 D 的第1行乘％ ， 第2行乘 W ， … ，第 m 行乘 M ， 第 m +1 行乘％ ， 第 m + 2 行乘 M ， 
…，第 m + W 行乘％，得到一个行列式5,则5的第1列元素都是一次齐次多项式，第2列 
都是二次齐次多项式，…，第 m + n 列元素都是 m + n 次齐次多项式。由于6的每一项是 
从6的第1，2 ,…， m + n 列各取一个元素（它们位于不同行）相乘所得的乘积，因此5的 
每一个非零项的次数为 

1 + 2 + **• + (n + m ) = - i-(w + w + l)(n + m ). 

从 D 的第1行提出：，…，第 w 行提出: yf ，第 m + 1 行提出: y ! ，…，第 m + n 行提出: y ? ，得 

D = 卜.: yr ： yi：y 卜 iD = % 2 D . 

从而 D 的每一个非零项的次数是 

-^-(n + m + 1) (n + m ) - ^[ m(m + 1) + n(n + 1)] = mn . 

这证明了 ResjT ^ g ) 是: yi ，…，: y » ， A ，…，‘的 mw 次齐次多项式。 

从 （17) 式和 （16) 式分别 得出： 

芨 (x ， ;^ ， … ， z m ) = 6 0 x m + …+ 6*(q ， … ， z m )x m-k + …+ (a ， … ， 5 ： m ) ， (21) 

_ - 

/(x,>i ， … ， : y n ) = cioX” H - ha A (^! ，… H - } ra n (y l ，- •* ,y„). (22) 

把 x 用％ ( i = l ，2, …， / z ) 代人，从 (21)、（16) 式分别得到 

g (:^，之 1，•••，‘）= b^yT H - \~ btizi , z m ) yT^ k H - h ^ m ( zi ，…， z m )， (23) 

fiyi^yi ， … ， : y») = 0. (24) 

把 （22) 式代人 （24) 式，得 

a 0 y n i H - ha*( 3 ^ 1 ， … ， ： y n ) ： yr A H - ha„(^i ， … ， : y n ) = 0. (25) 

由此受到启发，我们把 D 的第1列乘 1 ，第2列乘 2 ,…，第 n + m — 1列乘％，然 
后把它们都加到第 n + m 列上，得到一个行列式 IT ，则 D = D * 0 利用 （23) 式和 （25) 式可 
得出 D * 的第 n + m 列为 

( yr 1 0 ) 

yr z 0 

_ 

0 

yT l g ，…， z m ) 

yT 1 g ( yi ^ z x ，… , z m ) 

# 

g ( yiy 2： i ，•••，、） 

\ j 

从 D 1 " 的第 n + m 列提出公因子 g (: yi ， zi ，•••，&) ，由此得出 

g(yt *^ 1 ，…，之 m ) I Res ^(/, g -). (26) 


其中 i = l ,2, …，71。由于 
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gCyi ， .- - ， z M ) = b 0 iyi — Zi)<iy t — 之 2 ) … （ : y t — z m ) ， 

g(yj ,Zi ,2： m ) = boiyj — zOiy } — z z ) — (y j — z m ) ， 

因此当时 ， g (: Vi，2：1 ，…， Zm) 与 g" (: y>，^1 ，… ，2：m) 没有公共的一次因式。据唯一因式分 
解定理得 

n 

IX 发 ( ％ ，之1 ，•••，％) Res“7, 尽 ) • (27) 

i = l 
n 

由于71发,(：^，2；1，…， 2^) 的次数为 mw ， 与 Res ^ T ^ g ) 的次数相等，因此从 （27) 式得 

t = 1 

n 

Res “7， g ) = r JJg (: v ,， zi ，•••，〜）• （28) 

i = 1 

对于某个 rGK * ，为了确定 r 的值，把: ^ ，…，: y „ ，々，…， z m 分别用0,…，0，1，…，1代人， 
从 （18) 和 （19) 式得到 （20) 式右端的行列式为下述下三角形行 列式： 

Uo 




b 0 — b 0 m 

b 0 


鲁攀擊 






m 


(- 1)^6；. 


h 


— l )^ l bo 7 n (— l ) m 6 


0 


— botn 


(一 l ) m 6 0 


(29) 


由 （23) 和 （19) 式得 


g (0 ， 1 ，…， 1) = 6 m (1, , 1) = (— l ) m 6 0 . 


由 （28)、（29) 和 （30) 式得 


n 


(- D ^ a^bl = rJJ (- l ) m b ^ 


从 （31) 式得出，因此 （28) 式成为 


n 


Res 工 （ 7 ， g) 


m 


，之 1，••• fZ m ) 


把： yi ，… ，: y « ，之 i 


•， z m 分别用 “，…， c n ， d' ， … ， d m 代人，从 （17) 式和 （13) 式得 

g(Ci ^d x ， … ， d m ，）= b 0 (Ci — di) (Ci — d 2 )^ m (Ci — d m ) 

= g ( c 丄 


于是从 （32) 式得 


(30) 


(31) 


(32) 


(33) 


n 


Res(/ ， g) = a" JXgCc,). 


(34) 


由定义 1 和行列式的性质容易推出 
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Res( / jg ) = (— l)^ Res(gj /). (35) 

因此据刚才证得的 （34) 式以及 （35) 式，得 

m 

Res(/,g-) = (― 1 广 6;XX/ ( <). (36) 

这样我们证明了下述定理2: 

定理 2设 /( x)，g(x) 如定义1中所设，且 a。 关 0 ，6。 关 0 。 设 /(x) 的 tz 个复根为 q， 
C 2 ，…， ，g(:c) 的 m 个复根为山 ，(i 2 ，…， UJ 

n 

Res(/， 尺） =ao IX^Cc,) 

i = 1 


=( — 1)13 n /«). ■ 

)=i 

定理 2 给出了求 Res (/， g ) 的又一种方法 ：如果 /(工）的复根容易求出，那么用公 
式 （34) 可以很容易地求出1^ 3 (/4);如果总(1)的复根容易求出，那么用公式（36)可很快 
地求出 Res (/， 尽）。 

根据定理2,可以利用 / U ) 与 /( x ) 的结式 Res (/，/') 来求 / U ) 的判别式 D (/)。 
/( x ) 的首项系数为％，我们规定 /( x ) 的判别式 D (/) 为 

D (/)：= ar 2 IT ( d ) 2 

(37) 

-'ar 1 II (d) 丫， 

其中 q ， c 2 ，…， c „ 是 /( x ) 的 n 个复根。由于 

/(^:) = a 0 (JC — q ) (JC — C 2 ) …（X — ， 


因此 

从而 


于是 


由于 


/’(X) = 工 - -Ci )••■(：!： — Cj-i ) (X — C J+ 1 )*"(x— C n ). 

)=1 


f ( Ci ) =a 0 (Ci — Ci )"• (Ci — )(ci — c i+ i ) ••• (q —c„). 

=a 0 (c t — Cj), (38) 

j 妾 i 

n n 

ResC/，/') = ar 1 U/(ci) = IT T a o U (c, - Cj ) 1 

1 = 1 i=l ^ >^i 」 

n 

=al^ 1 JJ JJ (c, — Cj). (39) 

i= 1 
n 

nn {Ci — Cj) = (ci — C 2 ) (Cl — c 3 )•••(“ — c„) 

j=Ai 

• (c 2 — Cl ) (c 2 — c 3 ) … （ c 2 — c n ) 

• (c 3 — Cl )(c 3 — c 2 )(c 3 — C 4 )*"(c 3 — c n ) 




• (c n —Ci)(c n —C 2 )"*(<：„ — C^i) 

(— l)^ 11 (c 2 — Cl y (c 3 — Cl ) 2 •**((：„ —Cl ) 2 
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多项式 


坏 


—(5^ 2 + Sy — 4) 2 — (7 ^y + 2)(7^ y 3 + 6 y 2 — 12 y + 8) 

=— 2 Ay(y — 1)(^ — 2) (jy + 2). (45) 

于是反（/，尽）的4个根是0，1，2，_2。把方程组 （42) 中的 y 分别用0,1,2, -2 代入，分 
别解得 1=_2，1，2,0。 

因此方程组 （42) 的全部解是 ：（一 2,0)，（1，1)，（2,2)，（0，_2)。 

例3求数域 K 上 rz 次多项式 /( x )= x”+ ai x + a 。 的判别式。 

解 /’（：*：) = nx n ^ x +£2 卜 


Res (/，/’） = 


1 

0 

0 - 

_• 0 


do 

0 

0 - 

•. 0 

0 

0 

0 

• 

_ 

1 

« 

■ 

0 - 

鲁 

• 

- 0 

孀 

_ 

0 

• 

■ 

Cl\ 

鲁 

論 

a 0 

• 

論 

0 •- 

• 

A 

.• 0 

每 

0 

• 

0 

• 

• 

0 

• 

0 

• 

0 •_ 

• 

_• 1 

魯 

0 

w 

• 

0 

■ 

• 

0 

擎 

• 

0 •_ 

♦ 

鲁 

" 0 

# 

• 

d\ 

• 

畢 

a 0 

n 

0 

0 •- 

_• 0 

^1 

0 

0 

0 •• 

" 0 

0 

0 

0 

71 

■ 

A 

0 •- 

畢 

■ 

- 0 

參 

A 

0 

_ 

• 

a ： 

鲁 

0 

皋 

0 •_ 

鲁 

_• 0 

• 

0 

參 

0 

• 

w 

» 

0 

w 

署 

0 

■ 

魯 

0 •， 

w 

♦ 

.• 0 

■ 

嬸 

n 

署 

* 

0 

鲁 

鲁 

0 

# 

• 

0 - 

蠡 

鲁 

，• 0 

• 

• 

0 

鲁 

• 

CLi 


每一次都把第1行的（一 n ) 倍加到第 W 行上，接着按第1列展开，这样做 n — 1次，便 
得到下述 n 阶行 列式： 


(1 — n)a x 
0 



0 

na 0 


0 … 0 

0 … 0 


0 

0 


0 

0 


0 (1 — n)ai — nao … 0 0 

華 « • •零 

畢 籲畢 《 _ 

« 嬸霉 《 _ 

0 0 0 (1 — n ) a \ - 7 ia 0 


n 


0 


0 


0 


0 


n ( — l)^ 1 ( — wa 0 ) 


a 1 (- l )^[( l - n ) a 1 ] 




= n n ar l + (— D^Un— 1 广 1 心 

于是 0(/) = (-1)^[^；~' +(- l ) M _1 ( w — l ) n _1 a ?]. (46) 

点 评：例 3通过先计算 Res (/，/), 然后求£>(/)，这比起 7. 10节所讲的求 D (/) 的 
方法要简便得多。例3求得的 D (/) 的公式 (46) 对一切 n >2 都成立。例如， 










*7. 11 结 
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例4 设 = x n ~ 1 +x n_2 + … +x+l ，求 D(/) 。 

解令 gr(x) = ( j ： — l)/(x) — x n — l . 

根据 7. 10 节的例 9 的结论，得 

Ddg) = (-D^nU-l)^ 1 = (― 1 广 2 ) 广 1 V . 

根据 7. 10节习题第14题的结论，得 

D ( g ) = D(/)/(l) 2 = t2 2 D (/). 

因此 D(/) = (- (47) 

例5 设 fCx )~ a 0 x n + a x x n ~ l 十… +a„，g(:r) = b 0 x m +6i jc m ~ l + …，其中 a 0 9^0 , 
6。#0。设 /( j :) 的 w 个复根为 q，c 2 ，•••，<:„，g(x) 的 m 个复根为山 ，<i 2 ，…，么，证明： 

n m 

Res(f jg ') = aobo JJ (c, — ^). (48) 

i=l j = 1 

m 

证明 由于〆 c,) = — AMc, — dXq — d m ) = ^oU ( c t — dj ) ，因此 

j = 1 

n m n m 

Res( f fg) = ao JJ b 0 JJ (c, ~ d } ) = a^bl JJ JJ (c, — dj). ■ 

1 = 1 > = 1 i = l > = 1 

例 6 设 /U) 和〆 x) 分别是数域 K： 上 n 次、 m 次多项式，且 /2>l，m>l。 证明： 

DCfg ) = D(/)D(^)[Res(/,g)] 2 . (49) 

证明设 / U)，gU) 的首项系数分别是如，6。，/(0：)的《个复根为 q，c 2 ，”_，c„， 
g(x) 的 tw 个复根为…，。则 

f ( x ) = a 0 (x — Ci ) (x ~ c 2 ) •*• (x — c„) , 
g ( x ^) = b 0 ix — di ) ix — d 2 )(x — d m ). 

从而 

f{x)g(x) = a 0 b Q (x — Ci) Cjo — c 2 ) ix — c n ) ix ~ di^> ••• Cjc — d m ). 

n m 

于是 D ( fg ^ = ( a 0 b 0 ) 2 ^- 2 II (c, -c,) 2 • JJ ^- d k y - 

Kj<i<n i=l j = l 

= D(/)D(g)[Res(f,g)] 2 . ■ 

例 7 设 /(x) 9 gi (x) , g z ( jo ) 6 K[o:] ， 证明： 

Res(/,g-ig 2 ) = Res(/ ， A)Res(/ ， g 2 ). 

证明设 / O) 的次数为 w， 首项系数为 a Q ， n 个复根为 ci，c 2 ，•••，<：„; & ( x ), g 2 (-r) 的 
次数分别为叫，;^。则 

n m n 

Resif jgig 2 )= a ^ +m 2 JXgi^ 2 (c ( ) = rap JJg 2 ( Cf ) 

i = i 匕 i = i 」 L i = i 」 

=Res(/,^!)Res(/,^2). ■ 

例 8 求下述曲线的直角坐标 方程： 

- t 2 +2 t 2 t z + It 

x == -?^ r ^ = 7 ^ Tr - 

解在所给曲线 s 上任取一点 PU，：y) ，则存在 i。GR， 使得 


_ 
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即 


_ — 4 + 2t 0 — 2tl + 2t 0 

d + i # 十 1 • 

(^o + l)x tl — 2 t 0 = 0 f 


(tl + l ) y — 2 tl — 2 t 0 = 0 . 

令 = _ 2 t y g ( t ) = it 1 + 1)3? _ 2 t z _ 2 t 9 

则 与 g ⑴有公共根 G ，从而 Res (/, g ) = 0 o 

反之，考虑坐标适合方程 Res (/,^)=0 的点 QU ，>0, 因为 Res (/， g )=0, 所以 x + l =0 
= y _2, 或者 fU ) 与 gU ) 不互素。在前一情形，直接验证可知点 M ( —1 ， 2) 不是曲线 S 上 
的点。在后一情形，由于 / U ) 与尽(0的次数至多为2,且它们不相伴，因此 fU 、 与 g ⑽ 
公共的一次因式，从而 f ⑴与 gG ) 有公共的实根 h 。于是点 Q ( u ) 在曲线 S 上。 

综上所述， Res (/, g ) =0( 排除点 M (— l ，2)) 就是所求的直角坐标方程。计算 
Res (/, g ) o 由于 


因此 


fit ) 


U + l ) t 2 


Res (/， g ) 


2 t x 

，发⑴ = 

(: y 

x + 1 

— 2 

X 

0 

x + 1 

— 2 

jy — 2 

- 2 


0 

: v — 2 

-2 


2) t 2 — 2 t y ^ 

0 

X 

0 

: V 


= 8:c 2 - Ajcy + by 2 + 12x — 12y m 

于是所给曲线 s 的直角坐标方程为 

8 x 2 - Axy + 5 jy 2 十 12 x — 12y = 0, 


并且 （ x ，： y ) #( — 1，2)。 


点评： 例8表明结式可以用于在解析几何中化平面曲线的参数方程为直角坐标方 
程，这是本节定理1的第4个用处。 


习题 7. 11 


1, 判断 /( x ) = 2 x 3 +3 x 2 —8 i +3 与 g ( x )=4 x 2 +7 x -15 有无公共复根。 

2. 解下列方 程组： 


' 2 x z — xy + y 2 — 2 x + y —4 = 0， 

5 jo 2 _ 6 xy -\~5 y 2 _ 6 x +10^ _ 11 = 0； 


(2) 尸 2+y+4X + 2 = 0 ’ 

1 x z ~\~Axy — y 2 +4jr + 8^ — 0* 


3. 求多项式 / O ) 与 gO ) 的 结式： 

(1) /( x ) — x 4 + jc 3 ~\~ x z +1 , g ( or ) = j : 6 + x 5 + x 4 + x 3 + x 2 + j : + 1 ； 

(2) /( x ) = x n -\~2 x ~\~ \ , g ( x ) = x 2 — x — 6 ； 

(3) f ( jc )= x n +2, g ( jr ) = ( x ~ l) n i 


7 . 12 域与域上的一元多项式环 
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(4) /(^:)=^: 4 +^ 3 +^: 2 +^ + 1^(^)— x 6 + x 5 + x 4 + x 3 + x 2 + x + l . 
4,设 /( jt)，jt — K [: c ] ，且 deg /( x )=« ，求 Res(/，jr — a )。 


5. 讨论数域 K 上的多项式 / U ) 

6. 求下列曲线的直角坐标 方程： 

(1) x = t 2 - t,y = 2 t 2 + t -2； 


x 2 + l 与 g ( x )= x Zm + l 是否互素。 


(2) x = 


2 f+l 

7+1 



t 2 +2 t~l 
t 2 + l 


7. 12 域与域上的一 "兀多 项式环 

7.12.1 内容精华 


一 、 分式域 

数域 K 上的一元多项式环 K [: r ] 中有加法和乘法运算，进而有减法运算，但是没有除 
法运算。设关0,当 gU ) 不能整除 / Or ) 时， /(: r ) 除以 g ( x ) 不是多项式，此时可以引 

进分式的概念，把/( I )除以 g (： r ) 记作_，称它为分式。规定分式的基本 性质： 分子与 

分母乘以同一个非零多项式，所得分式与原分式相等。为了说明分式的基本性质是怎么 

来的，我们用现代数学的观点来阐述分式的概念。分式^可以看成是一个有序多项式 

对 ：（/ U )， g (^))， 其中 g (: T ) 关0,因此它是 KDr]XK [:中的元素（这里用 K ： [: T ]* 表示 
K [: r ] 中所有非零多项式组成的集合）。令： r =/ C [ x ] XK [ x ]* 。在： T 中规定一个二元关 
系〜 如下： 

(/l ， gl) 〜（ / 2 ， g 2 ) f\g 2 = g\fl^ ( 1 ) 

显然， （/， g ) 〜 （/， g)， V (/， WGT ， 即〜具有反身性。 

若 （/ l ，兄1 ) 〜（/2，尽2 ) ，贝 1 J / l 发2 = gl /2 。由此推出（/ 2 ，公2 ) 〜 （/ l ，尺1 ) ，即〜具有对 
称性。 

若 (/ l ， gl ) 〜（/2，《2)且（/ 2 ， g 2、〜 ij \ ，私3)，则 

f\gz = gift ， fzgi ^ gth, 

从而 /l ^2^3 — /2^3 ^ 2 / 3 . 

由于尹 0, 因此 / l ^3 =^ l /3 ，于是 (/ l ， gl )〜（/3， g *3)。 这表明〜具有传递性。 

上述证明了〜是丁中的一个等价关系，我们把(/，#)确定的等价类记作 f 。 于是 

c 5 

— = — <=> (/l ， gl) 〜（ / 2 ，兄 2 ) <=> f\g 2 = gif 2 - ( 2 ) 

gl g 2 

把所有等价类组成的集合记作 K (: T ) (注意这里是圆括号）， K ( X ) 称 为了对 于等价关系〜 
的商集。 

在 K (: C ) 中，规定加法和乘法运算 如下： 




參 
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f\ | /z . 

gz 


/lg2 + gif2 
SlS2 


(3) 


fxfz . _ / 1/2 

■■■ B • - _ - - —" 


尽 1 gz 


g\g2 


(4) 


不难验证，⑶式和⑷式不依赖于等价类中代表的选择。以⑶式为例。设会 


丄 ， h 

gJ 9 g2 


4 ? 


则 


f \ g ' 


g 


ifl » — g2 ft • 


于是有 


flg!(g2gz) = g\f\(g2g2^^ 

f2gz(glgl) ^ 片 2 /V ( 尺 ]〆）• 


(6) 式与 （7) 式相加，得 


flglgzgz -\- flg 2 glg( = g\flg 2 g 2 十足 2 / 2 ’ 足 1 尽 1 ’ 


由此得出 


fl gZ + gl ft 
g\g2 


/ f 1 f r f 

yg2 -\~gi fz 




/ 


即 


尽 1 gz g7 g7* 

(9) 式表 明：用 （3) 式规定 KXd 中的加法运算是合理的。 

类似地可以证 明：用 （4) 式规定 K ( I ) 中的乘法运算是合理的 


(5) 


( 6 ) 

(7) 


( 8 ) 


(9) 


0 


容易验证，上述定义的加法和乘法都满足交换律、结合律和分配律。子是 K (: r ) 中的 


/ 


/ 

_ 


零元素，记作0;^■的负元素是一记作 一 丄；十是 K ；( j :) 的单元元素，记作1。因此 K ( jc ) 

g g g 1 

成为一个有单位元的交换环。 

对于 KXx ) 中每一个非零元1，都存在 46 KU )， 使得 

g 


g 


•左 =咨 


g 




_ = gf 

g fg 


这表明 f 是可逆的 


f 的逆元，记作 


— 1 


o 


即 


— 1 


g 


g 


( 10 ) 


由于 K ( x ) 的每个非零元都可逆，因此可以在 KU ) 中定义除法如下 


ft 


fl 


设^)’对于任意规定 


f\ . fl ^ f\ ( f 2 

■ ■■■ — - • / — 


一 1 


gl g2 


gl \g2 


(ID 


K ( X ) 中的减法运算的定义与环中的减法定义一样。 


7. 12 域与域上的一元多项式环 
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综上所述， K ( x ) 中有加、减、乘、除4种运算（除式不为0)，并且满足与实数域一样的 
运算规律。由此受到启发，引入下述重要 概念： 

定义1 一个有单位元 1( 关 0) 的交换环 F ， 如果它的每个非零元都可逆，那么称 F 是 
一 个域。 

例如， K (: r ) 是 一个域 ，称它 为数域 K 上的（一元）分式域（或一元有理函数域）。把 
KXr ) 中的元素上称为 K 上的（一元）分式（或者一元有理函数），其中/称为分子称为 

S 

分母。 

分式的基本性质现在可以证明 如下： 

设上 e / CU )。 任取 / K : r ) eK [ x ? ，由于 = 因此 
S 

上=今. (12) 

g gh 

将 （12) 式从右到左看，即 得到： 分子与分母可以消去同一个非零公因式。 

对于一个非零的分式 I ，分子的次数减去分母的次数所得的差 deg /-deg g 不依赖 

s 

于等价类的代表的选取。 

证明如 下：设 2 = △，则 /A = gA ，从而 deg /+deg gl -deg ^ + deg f lo 因此 

S Si 

deg / —deg g ^ deg J ] — deg g x . (13) 

把 deg/_deg g 称为分式 I 的 次数。 分式 j 的次数为一°°。 

一 个分式，如果它的分子与分母是互素的，那么称它 为既约分式。 

由于（0，1) = 1，因此 f 是既约分式。 

类似于一元分式域的构造方法，我们还可以构造出数域 K 上的 n 元分式域，记 
作 KXjfi ， jt 2 ，… ，: c „) 。 

一元分式域与 n 元分式域都是域，任一数域也是域。 

注意 ：数域 的元素 是数； 而一元或 n 元分式域的元素不是数，是分式。 

命题 1域 F 中没有非平凡的零因子，从而域一定是整环。 

证明 假设 F 中有非平凡的零因子 a ， 则 a 垆0,且存在关0,使得^=0。此式 
两边 同乘厂 4。由此得出，6 = 0,矛盾。因此域 F 中没有非平凡的零 
因子。 ■ 


二、模 p ( p 是素数）剩余类域与模 m 剩余类环 

日常生活中每天都会遇到“星期几”这个词。例如，2010年2月1日是星期一。我们 

可以把这一天对应到整数1，把 2 月 2 日对应到整数 2 , 把 1 月 31 日对应到整数 0 . 这 

样在时间的长河中，每一天都对应于一个整数。于是时间的长河可以用整数集 Z 来刻 
画，星期日是被7除后余数为0的所有整数组成的子集，星期一是被 7 除后余数为1的所 
有整数组成的子集……星期六是被7除后余数为6的所有整数组成的子集。由此受到启 
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发，在整数集 Z 中规定一个二元关系〜 如下： 

a 〜 b <=> a 与 b 被7 除所得余数相同. 

也就是 a 〜 b > 7 | a — b. (14) 

容易看出，〜具有反身性、对称性和传递性。因此〜是 Z 上的一个等价关系，把它称为模 
7同余关系。把 a 〜6记作 aE 6 (mod 7) ，读作 “ a 模7同余6”。于是 

a = 6 (mod 7) < > 7 | a — b, (15) 

模 7 同余关系有下述 性质： 

命题 2 若 a 三6 (mod 7) ，(: 三 c/(mod 7) ，贝|] 

a c = b ~\~ d{ mod 7) , ac = bd{ mod 7). (16) 

证明由已知条件得， 7 I a —6,7 I c _ t /。 

从而 7 I (a — 6) + (c — ，即 7 I (a + c ) — ( b + d ) 0 因此 

a + c 三 b + c /(mod 7). 

由 f ac —— bd = ac —— bc^rbc —— bd = (a —— b ) c -\~ b(c —— c /)， 因 it 匕 7 ac —— bd 0 
从而 ac=bd (mod 7). ■ 

在模 7 同余关系下的等价类称为模 7 剩余类。 

1 = {a ^ Z \ a = iimod 7)} = {7k-\-i\k ^ Z }. (17) 


其中 f = 0， l ，2,3,4,5,6。7 里的任一元素都可以作为代表，例如 8,-6 都可以作为 T 的 
代表（注意 一6=( — 1) X 7 + 1)， 因此百 =H = T 。 类似地，豆，二^ =芝 ，…； 访=互，二 I 
— 3, ； 11 — 4 » —3 — 4 , **■ ； 12 — 5, — 2 = 5,…；13 — 6, —1 = 6;… 。 

由模7剩余类组成的集合称为 Z 对于模7同余关系的商集，记作 Z 7 或 Z /(7)， 即 


Z 7 = {0，1，2,3,4,5,6}. (18) 

在厶中可以规定加法和乘法 运算： 



(19) 


(19) 式定义的加法和乘法运算是合理的，即与剩余类的代表的选取无关。证明 如下: 


设 i = a,j = b，M 
据性质1得 


a(mod 7) ， j 三 办 （mod 7). 


i + j 三 a 十 6 (mod 7 ) ， ij = abi mod 7). 


因此 £+j = a + 6 ， ij ~ ab , 

容易看出， 5 是 z 7 的零元素， 7 有负元素=7。了是 z 7 的单位元，容易验证 z 7 是一个 
有单位元的交换环。由于 




因此 z 7 的每个非零元都可逆，从而 z 7 是一个域，称它为模 7剩余类域 ，它只含有7个 
元素。 

只含有限多个元素的域称为有限域，否则称为无限域。 

数域 K . K 上的一元分式域、 n 元分式域都是无限域 ； Z 7 是一个有限域。 

一般地，设 m 是大于1的正整数。在 Z 中规定 


a = 6 (mod m ) < • - > m 


a _ 6. 


( 20 ) 
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这给出了 Z 上的一个二元关系，它是一个等价关系，称为模 m 同余关系 。模 m 同余关系 


具 有类似于命题2的 性质： 

若 a=b(mod m) ， cE ^ i(mod 爪），贝|| 

a + c 三 6 + mod m) , ac = bd{ mod m) • (21) 

模 m 同余关系下的等价类称为模 m 剩余类。 

i — {a G Z I a = i (mod m 、 } 二 {km ~\~ i\k ^ Z} , (22) 

其中 f = 0， l ，2，-"，7?7 — l o 

由模 m 剩余类组成的集合称为 z 对于模 m 同余关系的商集，记作或 Z /( w ) ， 即 

Z m = {0(23) 

中可以规定加法和乘法 运算： 

i j : — i 3 ^ i j •• = ij • ( 24 ) 

利用 （21) 式容易证明 （24) 式规定的加法和乘法运算是合理的，在中规定减法运算为 

7-7 : - 7+ (- J ). (25) 


容易验证，对于加法和乘法运算成为一个有单位元 T ( 关&的 交换环，称它为模 m 

剩余类环。 

z m 是不是域？例如 z 4 , 由于 I • 1=5,因此 z 4 有非平凡的零因子，从而 z 4 不是域 
(根据命题1)。由于了 •了，因此 z 2 = { U ， T } 是域。由于在 z 3 中， 

T • T = T ， 2-2 = 1, 

因此 z 3 的每个非零元都可逆，从而 z 3 是一个域，猜想有下述 结论： 

定理 1若 > 是素数，则 z p 是一个域。 

证明 从上面已经知道 z , 是一个有单位元 T (乒初的交换环，剩下只要证 Zp 的每一 
个非零元3可逆，这里 0< a < p 。 

由于 P 是素数，且因此 （ p ， a ) = l 。 从而存在使得 

ua vp = 1. (26) 

由此得出 ,l = ua J rvp = ua J rv p = ua Q 因此泛可逆。从而 Z ， 是一个域。 ■ 

当是素数时， Z , 称为模 p 剩余类域。 Z , 含有 p 个元素，因此 Z , 是一个有限域。 

若 m 是合数，则4不是一个域。理由如 下:若 w 是合数，则，其中 

i ~ 2 0 于是有叫叫=所= 0。从而 I 有非平凡的零因子％。因此4不是域。 


三、域的特征 

设 P 是素数，在模 P 剩余类域中，有 

p 1 = 1 + 1 十…十1 = /= 0. 

、 - ^ 

V 

个 

当 Q<Kp 时 ， Z 1=7^0. 

在数域 K 中，对于任意正整数 n ， 都有 


nl = 1 + 1 + ••• -h 1 = n ^ 0. 



(27) 


n 个 


(28) 
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证明 na = 0 < > n ( ea ) =0 4 ~~ Cne)a = 0 < > ne = 0 <' > p \ n . ■ 

命题4告诉我们，在特征为素数/>的域 F 中，要注意识别零元 素：若 pin ， 则对于任一 
兀素 a 有 72(2 — 0 0 

四、域 F 上的 一元多 项式环 

类似于数域 K 上的一元多项式，我们可以定义任一域 F 上的一元多项式，并且得出 
域 F 上的一元多项式环 FM . 不难看出，有关数域 K 上的一元多项式环 K [ x ] 的结论， 
只要在它的证明中没有用到这个域含有无穷多个元素，并且注意识别零元素，那么这些结 
论在任一域 F 上的一元多项式环 F [: r ] 仍然成立。 

例如，在数域 K 上的一元多项式环 K [ x ] 中，两个多项式如果不相等，那么它们诱导 
的多项式函数也不相等。这个结论的证明需要用到数域 K 含有无穷多个元素，因此这个 
结论对于有限域上的一元多项式环就不成立。例如，在 Z 3 Dr ] 中，设 

fix ) = x z -\r 2 jc 2 + 2, g ( x ) = 2 x z + x + 2. 

显然， 。 由于 

/(0) = 2,/(I) = 2,/(2) = 0, 

g (0) = 2,^(1) = 2,茗 （2) = 0， 

因此/=心即多项式函数 / 与 g 相等。 

在特征为素数的域中，若 /> U ， 则任一元素的 n 倍为零元，例如，在 Z , [: T ] 中，设 

/( x ) +1，则 /’ （ x ) = px p ~ l = p {\ x p ^ 1 ) = (pl ) x p ~ 1 =0 x p ~ l = 0。 

在数域 K 上的一元多项式环 K [: r ] 中，如果不可约多项式/>(工）是/(工）的一个 
々(々>1)重因式，那么 pU ) 是/( X )的 A — 1重因式。此结论的证明中关键一步是 
pUnkp \ x ) 0 现在设 F 是特征为素数的域。在 FO ] 中，若 p \ k 或 〆 U )=0, 则 
p { x )\ kp f { x ) 0 从而 p ( x ) 是/ ( x ) 的至少是重因式。若 P \ k 且 〆 （工）关0,则 
/>(1)卞々//(：1：)，从而 />(: c ) 是 /'( x ) 的 6—1 重因式。于是若 /(* r ) 有重因式，则 /( x ) 与 
/'(• r ) 有次数大于0的公因式，从而 (/(: r )，/(: r )) 关1。也就是说，若 （/(• r )，/ / ( x )) = l ， 
则/(工)没有重因式；反之不成立。可以证 明：若 /( X ) 没有重因式，则 （/( x )，/ U )) = l 
或者 /( x ) 有一个单因式 p ( x )， 使得 //( x )=0( 详见本章补充题七的第17题）。 

下面我们给出判断整系数多项式在有理数域 Q 上不可约的另一种方法。 

命题5 设… + ai x + a 。 是一个整系数多项式4是一个素数， 
p \ a no 把 / Or ) 的各项系数模变成 Z p 的元素，得到 Z p 上的一个多项式，记作 jXr)，EP 

fix ) = a „ x n + u " 1-1 + ••• + ai j : + a 0 . (29) 

如果7(工）在上不可约，那么 / U ) 在 Q 上不可约。 

证明 假如/(工）在 Q 上可约，那么存在次数较低的两个整系数多项式 /i (: r )， 
/ 2 ( x ) ，使得 

fix ) = fi ( x )/ 2 ( j :). (30) 

设 f ' U )= b m x m H —— \~ b , x + b Q , f 2 ( x ) H —— hc ^ + co , 

m n— m n 

则 f x { x ) f 2 { x ) = 



_ 
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从而， r )/ 2 U ) 的各项系数模以后得到的 Z , 上的多项式为 

n 

2 ( 2仏 o )，、 

S = Q i f _；= S 

m n~m n 

又有 /i (* r )7 2 o ) 二 （ X ) btX， ) (2 ）= 2 (2 cJ 

I =0 7=0 j — 0 H- j = 5 

因此的各项系数模户后得到的多项式等于 7 ( x )/ 2 ( x )。 于是把 （30) 式两边 
的多项式的系数模 P 后，得 

7(x) = /] (x)/ 2 (x). (31) 

由于 fi\a n » a„ = b m c n - m , 因此 外 6 ,„ 且 p\c n ^ m 0 从而 deg O) = deg /\ (:r) ， deg / 2 (j :) 二 
deg / 2 (:c) 。 又 deg fix') — deg /( jt ) ， 因此 deg /, ( j:) = deg /, O) <deg /O) = deg fix) , 

i - l ,2 0 于是 (31) 式表明 7( x ) 在 Z p 上可约。矛盾。因此 /(: r ) 在 Q 上不可约。 ■ 

注意 ：如果 7■(: T ) 在上可约，那么 / U ) 在 Q 上可能不可约，也可能可约，需要具体 
问题具体分析。 

为简便起见，对于首项系数为奇数的整系数多项式 / U )， 把它的各项系数模2得到 
z 2 上的多项式 ？ Xx )。 若？^)在2 2 上不可约，则 /(X) 在 Q 上不可约。 

若整系数多项式/( I )的首项系数为偶数，但不是3的倍数，则把 /( d 的各项系数模 
3得到 Z 3 上的多项式。若7■(:^在厶上不可约，则 /(: c ) 在 Q 上不可约。 

若整系数多项式 /( d 的首项系数是偶数，且是3的倍数，则把/( I )的系数模5得到 
Z 5 上的多项式。依次类推，去选择素数 p 。 

命题5给岀了判断整系数多项式在 Q 上是否不可约的一种新方法。 

类似于数域上的《元多项式，可以定义任一域 F 上的 n 元多项式，并且得岀域 F 上 
的^元多项式环 FDn ，…， x „]。 KDn ， …， x „] 中的结论，只要在它的证明中没有用到数 
域 K 含有无穷多个元素，那么它在，…， x „] 中仍成立（需注意识别 F 中的零元素）。 


五、中国剩余定理 

整数环 z 与数域 K 上一元多项式环 K [ x ] 的结构很相似。现在我们利用整数环的结 
构来证明著名的中国剩余定理（或孙子定理）。 

中国剩余定理设/^，/^，…，/^是两两互素的正整数， h ，&，•••，&是任意给定的 .s 
个整数，则同余方程组 

x = bi (mod m x ) 
x 三 b 2 (mod m 2 ) 

J (32) 

_ » « . 暑 # 

jc = b s (mod m, ) 

在 z 中必有解，并且如果 C 和 d 是两个解，那么 

c 三 d (mod mi m z mmm rn s ). (33) 

证明由于％ ，/ n 2 ，…，叫两两互素，因此对于 U ， 2 ，…， W ，有 

(rrii , JX 奶 ; )= 1 * 

j 由 


从而存在 ， T ^ 6 Z ， 使得 


(34) 
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UiTYli 十 A 1 


(35) 




从 （35) 式得 


v Il m j 

}^i 


(mod m ；), 


(mod m k ) =^= 


(36) 


(37) 


令 


则对于纟 6 {1，2 ，…， s } ，有 


y]b k (v k JJ/W,), 


(38) 


k 








(mod / n t ). 


k 关 i 


即 c = b t (mod m ) • 

因此 c 是同余方程组 （32) 的一个解。 

假设^也是同余方程组 （32) 的一个解，则 


(39) 


(mod m ；) , 


1，2，…，5 


于是 m , 丨 d — c ， z ’ = 1 ， 2，…， ^。 由于 m ! ， w 2 ， …，两两互素，因此 … d 
从而 


(mod mi m 2 mmm rn s ) 9 


(40) 


于是同余方程组 （32) 的全部解是 


mi m 2 mm * rn s l » / G Z . 


(41) 


其中 


y^jbk(VkT[ m y^' 


k 




从 （35) 式知道， A 可以对 m t 和 IJm , 作辗转相除法求岀 


o 




7.12.2 典型例题 


m -个分式 f 的次数如果小于 o ’ 并且它是既约分式’那么称它为 真分式 。证 明: 


K ( x ) 中每一个分式都可以唯一地表成一个多项式与一个真分式的和 


o 


证明 齡兮 的分子与分母消去它们的最大公因式后，就变成既约分式。因此不 


妨设 f 是一个既约分式’对/与，作带余除法得 




degr < deg g . 


(42) 


于是 


f _ g^-\-r _ gh 


4 + 


h + 


(43) 


由于 （/， g ) = l ， 因此从 （42) 式得， （ g ， r ) = (/， g ) = l 。 于是 I 是一个既约分式，又由于 

S 


deg f = deg r-deg g < G ，因此 f 是-个真分式。可表性证毕。 


« 
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唯一性。假设还有+&，其中 A 】， n ，幻 6 K [ x] , deg n<deg g x ，且 ( n ，沿 ）= 1， 贝 ! J 

S Si 


h ~ h x = L —工 

尽 1 g 

假如则 degCA — DX )。 然而 


gig 


deg 


rig —rg 

gig 


degCr ^ — rg l ) — degCg ^) < 0, 


ri 




g gi 


唯一性证毕。 


矛盾。因此，从而 ? "lg — r g \ = 0 o 由此得出， 

例 2 设 K ( x ) 中的非零既约分式 I 满足方程 

g 

a Q ( x ) y n + ai ( jr ) y 1-1 + …十 a„- x ix)y + a n ( x ) = 0 

其中 < 3 , ( x ) 6 K [ x ] ， z ^ O ，1 ，…， w ，且 a 。( x )^0 o 证明： 


/(工 ） I a n ( jc ), 


I a 0 (x)* 


证明 由已知条件得 


jyt jyi — 1 

a 0 (工） + ai ( x ) + …十 a „_! (* r ) 丄 + ( jc ) 




0. 


g 


g 


于是 


a 0 ix) f 1 + ai ( x ) 广 1 g + … + A -】 （ x ) 众 ' 广】 + a n (x)g n = 0 


由此得岀 


a 0 ( x ) 尸 =—[ ajx ) 广 1 H -十 i ix ^ fg 7 ^ 2 + a n ( x ) g '^ 1 ]^ 


于是 gjaoCj ：)/"。 由于 （/， g ) = l ， 因此（广，发）=1，从而 g \ a 0 ( x ) 


o 


从 （45) 式又可得出 


/[a 0 (x) 广 1 + ai 


• # « 


+ a ^ 1 ( x )^ 1 ] 


a n { x ) g \ 


于是。由于 （/， 尽 ）= 1， 因此（/，^ ) = 1， 从而 /|‘ U ) 



(44) 


(45) 

(46) 


(47) 

■ 


点 评：例 2的结论类似于“如果一个既约分数 | 是整系数多项式的根，那么分子 g 整 

p 

除常数项，分母/>整除首项系数”。 

例3 你能猜测中 j 是可逆元的充分必要条件是什么吗？你能给予证明吗？ 

解 Z 6 中,1,5是可逆元（因为 55=1) ,0,2,3,4是零因子，从而它们不是可逆元，由 
此猜测 Z m 中5•是可逆元当且仅当 a 与 m 互素。 

证明充分性。设 a 与 m 互素，则存使得 


从而 l = + = 因此3可逆。 

必要性。 设3是 可逆元，其中 0< a < m 。 假如 a 与 m 不互素 ，则 U ， m )= A 其中 
d > l 0 于是 a = = 其中 6， ZGZ + 。由于 d > l ， 因此 /< m 。 由于^ = /办=爪6, 

因此 

la = mb = 0. 

由于石，因此5是零因子，这与5是可逆元矛盾。因此 a 与 m 互素。 ■ 
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点评： 从例3的必要性的证明可以看出 ：当 a 与 m 不互素时（其中，^是 
中的零因子。由此可见 ： Z m 中的元素或者是可逆元，或者是零因子，二者必居其一且只居 
其一。 

Z m 中可逆元的个数记作 p ( m )， 称 〆 m ) 是欧拉 函数。 从例3的结论得， 〆 m ) 等于集 
合{1，2,3,…，中与 m 互素的整数的个数。 


例 4 令 


F 


a b 
— b a 


a ,b ^ Z 3 


(48) 


证明： F 是一个有 9 个元素的域，并且 char F -3 

证明 由于 


^ ai b Y 、 


f a 2 

b 2 、 

( 

— bi ai 

V J 

\ 

— b 2 

V 

a 2 

〆 

V, 


a l + a 2 


+ b 2 ] 


— (6 i + ) ai + a 2 


(49) 


'ai b x ^ 


^ a 2 h 、 


， a { a 2 — b\b 2 

ci\ bz ~h ' 

— hi a x 

K J 


— b z a 2 

V. J 


— (£Zl 办 2 + 办 l“2) 

V 

a x a 2 — b\b z 

j 


(50) 


因此 F 对于矩阵的加法和乘法 封闭。 显然，加法满足交换律、结合律，有零元素 


0 0 
0 0 


每个元素有负 元素； 乘法满足结合律，以及乘法对于加法的分配律。因此 F 是一个环，又 


1 0 
0 I 


是 F 的单位元。由于 


dz bz 、 


A 6 〆 


f a t a x — b 2 b ' 

a 2 b l + 、 

— h t a 2 

k > 


— b \ a x 

< j 


— ( a 2 bi 十 ) 

a 2 a Y — btbx 

j 


(51) 


由 （50) 、（51)式得出， F 的乘法满足交换律，因此 F 是一个有单位元的交换环 


o 


a 2 + b 


(52) 


a b 
—b a , 

由于 T 2 = T ， 芝 2 = T ， 因此 P + T 2 = LT 2 + 芝 2 =豆 ，护 + T 2 = 1，0 2 + 2 2 = 1。 这证明了 a 2 + 
6 2 =0 a = b =0 o 因此 F 中每个非零矩阵都可逆。从而 F 是一个域。 

由于 a 可取0,1,2；6也可取 U ， U ， 因此 F 有9个元素。由于 


f \ 0、 


0 0、 


1 0, 


f l 0、 





，2 




， 

0 I 

、 j 


0 0 


o T 

^ > 


0 2 

、 > 



因此域 F 的特征为3 


o 


■ 


例 5 证 明：在 特征为 > 的域 F 中，下式 成立： 

(a b) p = a p b p . 


(53) 


证明 U 十 + ％十 C 2 , V _ Z 6 2 + …十 + … + y 。 我们已经证明 

p \ C k p ^\^ k <^ p Q 因此 = 从而 （a + 6 ) p = a p 十 V 。 ■ 

例 6 证 明：费 马小定 理：设 p 是素数，则对任意整数 a 都有 

a p 三 a (mod p ). (54) 

证明 设《 = /^ +〜00</>，则在 Z p 中，5=7。由于 Z , 的特征为/>，因此 



a p = a P = r p = (1 + … + 1)^ = ]/ 十 … + ]/ = r = a. 

、 - > 、 』 

V V 

r 个 r 个 

于是 a p =a (mod p ) . 

若 /?|a， 则 a 三 0 (mod p ) f a p = 0 (mod />) ， 从而 三 a (mod/))。 ■ 

例 7 写出 Z 2 [: r ] 中所有一次多项式和二次不可约多项式。 

解一次多项式有 JOjJC+lo 

二次多项式有 j ： 2 ， x 2 ~\~ x , x 2 +1 ，: c 2 +x+l o 由于 ： r 2 +jt = jc ( x +1)， x 2 + 1 = ( jc + l) 2 ，因 
此 x 2 ,x 2 +了都可约。由于 5 和 1： 都不是 P +1十了的根，因此X 2 +X+1 没有一次因 

式，从而它不可约。 

例8设 /(x) = 3x 5 十11工 2 +7 67|>]，判断/(工)在<2上是否不可约。 

解把/(工）的各项系数模2以后得到厶上的多 项式： 

fix) — J： 5 + x 2 + 1 = x 2 十 1 ) + 1 

=: c 2 (jc + 1) ( jr 2 + x 十 1) + 1. (55) 

7(^)是 Z 2 上的 5 次多项式，如果它在 Z 2 上可约，那么它必有一次因式或二次不可约因 
式。但是 Z 2 上的一次多项式只有 x ，: c + 1;二次不可约多项式只有 x 2 + x + 1。从 （55) 式 
看出，它们都不是7(工）的因式。因此7(工）在厶上不可约。据本节命题5得， / U ) 在 Q 
上不可约。 

例9 设 / U )=8: c 3 — 5/+22工+28 62|>],判断 /( i ) 在 Q 上是否不可约。 

解 /( x ) 的首项系数 8 是偶数，但不能被 3 整除，因此把/( I )的各项系数模 3 得到 
Z 3 上的多 项式： 

fix) = 2x^ + x 1 + jc + 1. 

由于 7( 石关石， 7( 豆）=歹关万，因此万， U 都不是 7(* r ) 的根，从而7(工）在 
z 3 [ x ] 中没有一次因式。由于 7 U ) 是三次多项式，因此7(工)在厶上不可约，据本节命题 
5得， /( x ) 在 Q 上不可约。 

点评： /( x ) 是 3 次整系数多项式，也可以判断 /( x ) 没有有理根，从而证明 /( x ) 在 Q 
上不可约。但是由于/( I )的首项系数为 8, 常数项为 28, 因此/( I )可能的有理根较多， 
一个一个地筛选，计算量较大。把 /( x ) 的各项系数模 3 得到 Z 3 上的多项式？(1)，只需 

计算7(5)，7(了），7(幻就可判断7(1)在厶中没有根，从而 7 u ) 在 z 3 上不可约。计算量 
减少了许多。从例8和例9可以看出，把一个整系数多项式的各项系数模 2( 或模3,…） 
得到 Z 2 (或 Z 3 ， …）上的多项式，起着简化问题的作用。 

例 10 设 /U)=5x 4 + 17x 3 —9:r 2 +36Z |>]， 判断 /(i) 在 Q 上是否不可约。 

解把 /( x ) 的各项系数模2得到 Z 2 上的多 项式： 

/(x) = j: 4 +:c 3 十 :r 2 +l = x 3 (x + 1) + (jc + l) 2 

= (工十 1) (x 3 + x + 1 )• (56) 

由于石和了都不是 x 3 + x + T 的根，因此三次多项式文 3 +1+了在厶上不可约。从而 （ 56) 
式是 ？( x ) 在 Z 2 Dr ] 中的唯一因式分解式。 

假如 /( i ) 在 Q 上可约，则 
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/( x ) = ( x)/ 2 ( x ) , deg /, (* r ) < deg /( x ) = 1,2. 

把上式的每一个多项式的各项系数模 2 得到 

7( 工 ）= 7i (-2:)/2 ( 工 ). 

由于 /( x ) 的首项系数5是奇数，因此， （ x ) 的首项系数必为奇数“ =1，2。从而 
deg f t ( x ) = deg f i UXdegf ( x)=deg fU ), i = l ,2 0 从 （56) 式看出 ， Z U ) 与孓 （ o :) 中 

必有一个是一次因式。从而/^一与/^尤）中必有一个是一次因式。由此推出/( I )有有 


理根。 /(： r ) 的有理根只可能是±1，±3, 士 +，±吾。由于 

a 

/( I ) = 16，/(— 1) =—18, 


f ( — 1) — — 18 


1+3 


4 


硭 Z ， 


/(I) 


5-(-1) 


16 


$ Z ， 


/(-I) 
5 + 3 


18 


茫 Z ， 


因此1，一 1，3，一+，音都不是 /( x ) 的根。 


用综合除法可以知道一3，+，一|■不是/( I )的根。 

综上所述，/( I )没有有理根，矛盾。因此/( I )在 Q 上不可约。 

点 评：例 10中， /( x ) 的系数模2得到的多项式六工）在厶上可约。运用 Z 2 [ i ] 中唯 
一 因式分解定理，用反证法证明了 /( x ) 在 Q 上不可约。这表明当7(:0在 Z 2 上可约时， 
/( I )是否在 Q 上可约必须具体问题具体分析。 

例 11 设 P 是素数。 

(1) Z , 上的一元函数（即 Z p 到 Z , 的映射）有多少个？ 

(2) 证明： Z , 上的一元函数都是 Z , 上的一元多项式函数，并且 Z , 上的每一个一元 
函数都可以唯一地表示成 Z , 上的次数小于 P 的一元多项式函数。 

(1) 解 任取 Z , 上的一个一元函数/，/完全被 P 元有序组（/(5)，/(1)，/(乃，"_， 
/(^1))决定。即存在由 z p 上的一元函数组成的集合 S 到 Z , 上的/^元有序组形成的 

集合 Z / 的一个映射 a if I - "(/(0)，/(1)，〜，/(/?—1))，显然<7是单射。易知 (7 是满 

射，从而 CT 是双射。由于 Z / 共有/?/?•••/>= 〆 个元素，因此 S 有 〆 个元素。即 Zp 上的一 

' -V- ' 

P 个 

元函数共有，个。 

(2) 证明 &上的一元多项式函数是由 Z , 上的一元多项式诱导的函数，考虑 Z , 上 

次数小于/>的一元多项式组成的集合。 

W = {%+〜：)： +…+ a^x^ 1 I ui G , z = 0,1,21}. 

由于 a 。 ，〜，…， 七 - i 各有/>种取法，因此 1 W | = 〆 。设 

/(x) = a 0 +a Y jc+ - h , g(x) = b 0 + + - h . 

假如 / U ) 诱导的一元多项式函数 / 与 gU ) 诱导的一元多项式函数 g 相等，则 fCO - 
gCi ) ，2 = 0，1，2，"，户一1。令 / i ( o :) =/( x ) — g (: c ) ，则 deg h ( JcXp — 1 0 如果 
那么 Mx ) 在 Z , 中的根至多有 p —1 个。现在 h ( l )= f ( l )— g Ci )=0 ，i = 0， l ，."， p — l ，^ 
表明 A (: c ) 在 Z p 中的根有 /? 个。因此 / i ( x ) = 0。 从而 /( x ) =貧0)。这证明了 W 中不相 





等的多项式诱导的多项式函数也不相等。因此 Z , 上次数小于 P 的一元多项式函数组成 
的集合 Si 的元素个数等于 |W 丨 =，。由于 S : 是 S 的子集，且 IS , | =，= IS 丨 ，因此 
Si = S 。 这证明了 z p 上的一元函数可以唯一地表示成 z p 上的一元多项式函数，从而 z p 
上的一元函数都是 Z , 上的一元多项式函数。 ■ 

点 评:例 11表明 Z , 上的一元函数只有多项式函数，而实数域上的一元函数有多项式 
函数、指数函数、正弦函数、余弦函数等。这开拓了读者的视野。同时， Z , 上的一元函数 
都是多项式函数这个结论在信息时代有着重要的应用。例11第 （2) 小题的证明体现了数 
学思维方式的严 谨性： 证明了 Z , 上次数小于 p 的两个多项式/( I )与 #( x ) 如果不相等， 
那么它们诱导的一元多项式函数/与 g 也不相等。从而 Z , 上次数小于/>的一元多项式 
组成的集合 W 与它们诱导的一元多项式函数组成的集合 Si 的元素个数相等。于是 ISJ 

例 12 有一个连的士兵，三三数余2,五五数余1，七七数余4。 问：这 个连的士兵有 
多少人？ 

解 设这个连的士兵有 I 人，则由已知条件得 

x = 2 (mod 3 ) ， 

< x = I (mod 5 )， (57) 

x = 4 (mod 7). 

N 

对于 3 和 5X7 = 35 作辗转相 除法： 

35 = 11 X 3 + 2, 3 = 1 X 2 + 1. 

于是 1 = 3_1X2 = 3 —1X(35 —11 X3) = ( — 1)X35 + 12X3. 

对于5和 3 X 7 = 21 作辗转相 除法： 

21 = 4 X 5 十 1_ 

于是 1 = 21 —4X5 = IX 21 + ( —4) X 5. 

对于7和 3 X 5 = 15 作辗转相 除法： 

15 = 2 X 7 + 1. 

于是 1 = 15 —2X7 = IX 15 十 （一 2)X7. 

令 

c = 2 X (― 1) X 35 + 1 X 1 X 21 + 4 X 1 X 15 = 11, 

因此同余方程组 （57) 的全部解是 

11 + (3 X 5 X 7) 々， k e Z . 

一个连的士兵大约是一百多人，因此取々=1，得 116 。 即这个连的士兵有 116 人。 

例 13 用 f 八 x ) 表示 n 阶分圆多项式（其定义见 7. 8节例5的点评），〃>1。 

(1) 写出1阶、2阶、3阶、4阶分圆多 项式； 

(2) 证明 /„ U ) 的次数为 pU )， 其中 p ( n ) 是欧拉 函数； 

(3) 证明 /„&) 是首一整系数多 项式； 

(4) 证明 /„( x ) 在 Q 上不可约。 

(1 ) 解 / 1 (o ： )=x-l ； 


/ 2 (X) = X — (—1) = X + 1 ; 


.12 域与域上的一元多项式环 
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奉 


/ 3 ( j:) = (x — zv) (x — tju 2 ) = x 2 + j: + 1 ，加 = e' T ; 

/ 4 (jc) = {x — i) (jc — i 3 ) = x 2 + 1. 

(2) 证明记 f = e $， 则 f 是一个本原 w 次单位根，据 7. 6 节例14,对于 

是本原 n 次单位根当且仅当 （ n ，々）= l 。 于是本原〃次单位根的个数等于 pU )。 从而 

deg /„ Cjc) 0 

(3) 证明对分圆多项式的阶数 n 作数学归纳法。 n = l 时， / t ( x )= x — 1，命题为 
真。假设分圆多项式的阶数 d 小于〃时，命题为真。现在来看《阶分圆多 项式八 （ X )。 

n 次单位根恰有《个：1，？，…， f 1 — 1 ，其中对于1，据 7. 6节例14,^ 
是一个本原次单位根。因此每一个 n 次单位根 f 一 定是一个本原^次单位根，其 


中 d 是^的正因数^ y 。 反之，对于 n 的任一正因数 L 本原 d 次单位根一定是 n 次单 
位根。因此 

x n -1 = J [ fAx ), (58) 

d\n 

其中右边对 n 的所有正因数^求连乘积。于是 


n 


— J 】 — 」 


(59) 


d\ n 


据归纳假设，是首一整系数多项式，记作 g ( x) a (59) 式表 明：在 C [ x ] 中， 


d\n 

d〈n 


g *( x ) I x n — 1 。 从而在 Q [: c ] 中 ，兒 O ) I / — 1。 于是存在 hix ) G Q [1] ，使得 / — 1 = 
g ( x )/ i ( jc )。 此式也可看成是 C [ x ] 中的除法算式。 （59) 式也是在 C |>] 中的除法算式。由带 
余除法的唯一性得， h (* r ) = /„( x ) 。因此 ，/„( x ) € Q [^]。 设 fAx 、= r 7(： c ) ，其中 7( x ) 是 
本原多项式。于是 （59) 式可写成 x n — 1 = g { x)rj ( j :) 。 由于 一 1 ,/( x ) 都是本原 

多项式，因此据 7.8 节的性质2和性质1得 ， r =± 1。由此得出， /(: r ) 是首一整系数多 
项式。 


据数学归纳法原理，对于一切正整数 n ， 命题为真。 


(4) 证明记$=6$，用表示 f 在 Q 上的极小多项式。据 7. 8节例7 ，/^( x ) 是 
首一整系数多项式，且 m f ( x ) 在 Q 上不可约。由于 f 是 /„(： r ) 的一个复根，因此仍据 7. 8 
节例7得 

| /„ ( x ). (60) 

我们想证/“工川/^&:^由此可得 /„( x )= m f (: r )， 从而 /„( o :) 在 Q 上不可约。为此只要 
证每一个本原 w 次单位根都是 m e (: r ) 的复根。 

任取一个本原 n 次单位根 f ，其中，且《，《) = 1。把々分解成素因数的乘积 
是 = 九…户， ， 显然 ， （A ， w ) = 1 ， 2 = 1 ， 2， …， Z 。令 

0)0 — ^^CO\ — a>0 ] » Ct>2 ~ ttjf 2 9 * * * » Ct>( — Cej^i ， 

则 f = o >,。 由于 f 是 m e (： T ) 的一个复根，因此 o > 。是 m f ( x ) 的复根。下面我们来证明对于 
的任一复根 e 和任一与 n 互素的素数/>，都有 〆 也是 ( i ) 的一个复根。这个结论 



■ 
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证明之后，就可依次得出叫， o > 2 ，" •，叫 是 m f (： r ) 的复根，从而 f 是 m f ( x ) 的复根。 

由于 e 是 m f ( x ) 的复根，因此据 （60) 式得 e = f ， 其中 r 是某个正整数，且 （ r ， /0 = 1 。 
于是 = 由于 （ p ， n ) = l 且 （ r ， n ) = l ， 因此 （ rp ， n ) = l 。 从而广是本原《次单位根。 
即是本原„次单位根。把 e 〃在 Q 上的极小多项式记作(: r )。 假设^不是 m f ( x ) 的 
根，则叫 （ x ) 卞 m f ( x ) ，由于 m〆 ^:) 在 Q 上不可约，因此（叫 ( x ) , 7 n ^{ x ) ) = 1 0 由于 e 〃是 
• r n — 1 的根，因此叫 （* r ) 丨 j ：" — 1。又有 ( x ) | x ” 一 1。因此叫 （ j ：)7/ z e ( j ：) | « r " — 1。由于 
( x )， m / x ) 都是在 Q 上不可约的首一整系数多项式（从而它们是本原多项式），因此据 
7. 8节的性质4得，存在首一本原多项式 g ( x ) ，使得 

x n — \ ~ mi ( x )/ n e ( j ：)^( j ：). (61) 

由于 〆 是％ ( x ) 的复根，因此 e 是 tw 〗（* rO 的复根。又 e 是 m “ x ) 的复根，于是 m ! (?)与 
在 C |>] 中不互素。从而它们在 QDr ] 中也不互素。由于 m f ( x ) 在 Q 上不可约，因 
此|/^ (/)。仍据 7. 8节性质4得，存在首一本原多项式 qU ) ，使得 

mi { x p ) — m ^{ x ) q { x ) (62) 

把各个整系数多项式的系数模/>，从 （61) 和 （62) 式分别得到 Z 乂: r ] 中的 等式： 

x n — \ = m x ix ) m € ( x ) g ( jc ) , (63) 

m x ix p ) = m ^ x ^ qix ) t (64) 

设 Wi ( j :) = +6] j : + 6 0 ,6,' G Z ,/ = 0,1, ••• ,5 — 1 0 

则 A ix p ) = x p$ - {- b ,- l x pu ~ u +…+石。。由于域 Zp 的特征为户，且 P = a , 因此 

[mi (工)]户 —~ b ^ x x p< ^ u + …十 & 〆 十 6 0 = K (? ). (65) 

从 （64) 和 （65) 式得 

[ miC ^:)]^ = m ^{ x ) q { x ), (66) 

由于 （ p ， n ) = l ， 因此在 Z p [ x ] 中， U ”一 T ， w ”— 从而据 7. 12 节命题 5 上面的一段 

话， x ” 一 1在 Z p [： r ] 中没有重因式。于是从 （63) 式得，由此推出， 

{[mi ( x )]^ ( x )) = 1 0 又由于 deg 冗 （ j :) = deg m e (: r )>0, 因此？ Ji e (: c ) 卞 [% ( x )] p 。这 

与 （66) 式矛盾。从而 e p 是 / w〆 ：)：） 的复根。于是 f 是 m e ( x ) 的复根。因此/„ ( i ) | ( x ) 。 

由此得出，/„(工）=7^(工），从而/„(工)在（3上不可约。 ■ 

习题 7. 12 

1. 验证 K ( x ) 中加法、乘法分别满足交换律和结合律，还满足乘法对于加法的分 
配律。 

2. 设 KU ) 中的非零既约分式4满足方程 

y n + a x (x)y 1 一 1 + ••• + a n -i ( x)y + a n ix ) = 0, 

其中仏（0：)61<：|>]，；=1，2,…，证明 

g 

3. 下列模 m 剩余类环中，哪些是域？哪些不是域？写出其中的可逆元，并且求出每 


个可逆元的逆元。 


补充题 
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Z5，Zio 9 Z12 ， Zi 7* 

4 •令 F =|( 二：)|以叫. 

证明： F 对于矩阵的加法与乘法成为一个域，并且域 F 与复数域同构。 

5. 求小于7的自然数: r ， 使得 : r ^2007 7 (mod 7 )。 

6 . 设 /( x )= x 5 — x 2 +16 Z |>]， 判断 /( x ) 在 Q 上是否不可约。 

7. 设 fU )= x A Sx + ie Z [ x ] ，判断 /( x ) 在 Q 上是否不可约。 

8. 设 / U ) = ll : c 3 十 4« r 2 十 10 :c + 34 eZ |>]， 判断 /( x ) 在 Q 上是否不可约。 

9. 设十 3_ r 3 十 3 x 2 — 5 6 Z |>] ，判断 / U ) 在 Q 上是否不可约。 

10. Z 3 [ JC ] 中， /( x ) = 2 j: 5 — x 4 + 2 x 2 + *r — 2,求一个次数小于3的多项式总（ 1 )，使 

得/=心 

11 . 有一个连的士兵，三三数余 1 ，五五数余 2 ,七七数余 1 。 问：这 个连的士兵有 
多少人？ 

12. 在 Z 143 中，分别求了的平方根和 I 的平方根。 

13. 在 Z 143 中，芝的平方根存在吗？ 

补充题七 

1 . 设 F 是一个域， 证明： 在域 F 上的一元多项式环 F [ i ] 中，有带余除法。 

2 . 设 F 是一个域，证 明：在 F [ x ] 中整除关系具有反身性和传递性。 

3. 设 F 是一个域，证 明：在 F [: r ] 中，如果 g "( x ) 丨，（工），纟=1，2，-“，^，那么对于任意 
Ui ( x ) 6 F [ jt] ， f = 1，2，…，都有 

gioc ) I a ( 工） , （ : r) + m 2 (x )/ 2 (jc) + … + m 5 (x)/;(jt). 

4. 设 F 是一个域，证 明：在 FDc ] 中， /( x ) 与相伴的充分必要条件是存在 F 中 

的非零元 C 使得 /( JC ) g ( J ：) 。 

5. 设 F 是一个域，证 明：在 F [: r ] 中，对于任意两个多项式 /( x ) 与 gU ^ ，存在它们的 
一个最大公因式以： r )， 并且可以表示成/(工）与 gU ) 的倍式和，即 F [: c ] 中有多项式 
m ( x )， v ( sc ) ，使得 

w ( x )/( x ) + g ( x ) = dix ). 

6 . 设 F 是一个域，证 明：在 F [ x ] 中，两个多项式 /(: r ) 与 g (* r ) 互素的充分必要条件 
是在 F [: c ] 中存在多项式 m(x) ，使得 

uCx ^> f ( jo ) -\- v ( x ) g ( x ) = 1 . 

7 . 设 F 是一个域，证 明：在 FO ] 中，如果 fix ) \ g ( x ) hCx ) ，且 （/( x )， g ( x )) = l ， 那么 

fix ) I / i ( x ) 。 

8 . 设 F 是一个域，证 明：在 F [: r ] 中，如果 

fix) I hix) , g(JT ) 丨 h{x) , (/(x) ,gix) ) — 1, 

那么 fU ) gU )\ hU ). 
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9. 设 F 是一个域，证 明：在 F [: c ] 中，如果 

(/( j :) , h ( jo ) ) = 1, ，/ 1( x ) ) = 1, 

那么 （ ， h ( sc )) =1 o 

10. 设 F 是一个域， F [ x ] 中一个次数大于 0 的多项式/ >(: r ) 如果在 F [ x ] 中的因式只 
有 F 中的非零元和 〆 x ) 的相伴元，那么称 fiU ) 在 F 上是不可 约的； 否则称它为可约的。 
证明下列命题 等价： 

(1) Mx ) 在 F 上是不可 约的； 

(2) p ( x ) 与 FDr ] 中任一多项式 / U ) 的关系只有两种 可能： /> U )|/( x )， 或 （/>( x )， 
/(■ r )) = l ; 

(3) 在 F [ a ：] 中如果 p ^ x ) I ，那么 pix ) I /( x ) 或者 pix ) \ gix ) ; 

(4) pU ) 在 F [ x ] 中不能分解成两个次数较低的多项式的乘积。 

11. 设 F 是一个域，证 明：在 F [ x ] 中有唯一因式分解定理。 

12. 设 F 是一个域， L 也是一个域，且 L 2 F 。 证明 ：对于 F [： r ] 中两个多项式 / U ) 与 

尽 ( x ) ，有 

(1) 在 F [: r ] 中 g ( x )|/ U ) 当且仅当在 L [ i ] 中 

(2) / U ) 和在？|>]中的首项系数为1的最大公因式与它们在 L [ x ] 中的首项 
系数为1的最大公因式 相等； 

(3) / U ) 与在 F |>] 中互素当且仅当 /( o :) 与 gU ) 在 LO ] 中互素。 

即整除性、首一最大公因式和互素性不随域的扩大而改变。 

13. 设 F 是一个域， /( x ) 是 F [ x ] 中的 n 次多 项式： 

fix ') — a n x n + + ••• + + a 0 . 

证明： （1) 如果 char Ffw ， 那么 /'( j :) 是 n ~ l 次多项式； 

(2) 如果 char F | w ， 那么 /( x ) 的次数小于 U 

14. 设 F 是一个域，不可约多项式 〆 x ) 是 / U ) 的一个 々重 因式(々>1)。 证明： 

(1) 如果 char F =0, 那么 pU ) 是 / U ) 的 k~l 重 因式； 特别地，/(工）的单因式不是 
/'(X) 的因式； 

(2) 如果 char F #0, 那么是 /'( jc ) 的至少々一1重因式。其中当 char 且 

//(•3：)古0时，/? ( x ) 是/ 7 ( x ) 的 6 — 1 重因式；当 char F | 々或 p f 时，/ >( x ) 是 /'( x ) 的 

至少々 重因式。 

15. 设 F 是一个域，证 明：在 F [ x ] 中，一个次数大于0的多项式 /( x ) 如果满足 

( fix) , /'(a:)) = 1 ， 

那么 /( x ) 没有重因式。 

16. 设 F 是特征为0的域，证 明：在 F [ x ] 中一个次数大于0的多项式 /( x ) 如果没有 
重因式，那么 

(/(X) ， /'(X) ) — 1. 

17. 设 F 是特征不等于0的域，证 明：在 F [: r ] 中一个次数大于0的多项式/( I )如果 
没有重因式，那么 （/ U ) ，/ ( x )) = l 或者 / U ) 有一个单因式 pU ) 使得 p f { x )=0 o 

提示 ：如果 /( x ) 的任一单因式 p ( x ) 都使得 //(工）参0, 去证/ >( x ) 不是 /' U ) 的因式。 



补充题七 
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18. 设域 F 的特征为素数/>，举一个例子说明：在 F [ x ] 中次数大于0的多项式 / U ) 
没有重因式，但是/(^)与 / U ) 不互素。 

提不：设 F 是上的分式域 Z p (_ y )， 令/(^二 〆 十; y ， 去证 /(： c ) 在 F 上不可约。 

19. 设 F 是一个域。证 明：在 FO ] 中，用一次多项式: c — a 去除/(工），所得的余式是 
F 中一个元素 /( a )。 

20. 设 F 是一个域， /( x )6 F [： r ]。 证 明：在 F [ x ] 中 ： r — a 整除 /( i ) 当且仅当 a 是 
/(• r ) 在 F 中的根。 

21. 设 F 是一个域， 证明： FD ] 中的 nhX )) 次多项式 /( x ) 在 F 中至多有 rz 个根（重 
根按重数计算）。 

22. 设 F 是一个域，证明： F 上的 n 元多项式环 F[xi , x 2 ，…， 工„]是无零因子环，从而 
消去律成立。 

23•设 F 是一个域，证 明：在 F [ j ：! ，工 2 ，…，：1：„]中，有 

deg fg = deg /-hdeg g . 

24 .设 F 是一个域，证明: F [ xi ， x 2 ，…， x „] 也有通用性质，即设尺是一个有单位元的 
交换环，且只可以看成 F 的一个扩环（即 F 与只的—个子环义同构，且 R 的单位元是 
的单位元），则不定元工1，工 2 ，…，可以用 I ?中的任意 W 个元素 U ， t 2 ，…， t n 代人，并且这 
种代入保持加法运算和乘法运算。 

25 ■设 F 是一个域， FCa ，: c 2 ，…， j ：„] 中每一个 w 元多项式/(々， jc 2 ，…， j ：„) 诱导了 
F n 到 F 的一个映射/: 

/ : F n — 

(Cl ,c 2 ，•- ,c„)i -- /(Cl ,c 2 

称/是域 i 7 上的 W 元多项式函数。举例说明， Zp 上的两个?2元多项式相等，但是它们诱 
导的 n 元多项式函数不相等。 

26. 设是素数，在4[心，^ 2 ,…， ： r „] 中，用 S 表示由每个单项式中每个不定元的次 
数小于 P 的多项式组成的集合。证明：如果^(々，工 2 ,…， x „) 是 S 中的非零多项式，那么 
它诱导的 n 元多项式函数 A 不是零函数。 

27. 证明 ： Z 2 上的每一个 n 元函数，（即石到 Z 2 的一个映射）都是 Z 2 上的 n 元多项 
式函数，且 Z 2 上的每一个 w 元函数都可以唯一地表示成 Z 2 上每个变量的次数都小于2 
的元多项式函数。 

28. 设 F 是一个域，与数域 K ： 上的 n 元多项式环尺[々，: r 2 ，… ，: r „] 一样，在 F [ x ： , x 2 , 
…， A ] 中也有整除、因式和倍式、相伴、最大公因式以及不可约多项式的概念。证 明：在 
F [ x x ，: c 2 ，… ，•^ ] 中 ，一 个次数大于0的多项式 p ( x , ，: r 2 ，…，■^ ) 不可约当且仅当它不能分 
解成两个次数较低的多项式的乘积。 

29. 设 F 是一个域，证 明：在 Fix , ，: r 2 ，…，: r „] 中有唯一因式分解定理。 

30. 设 F 是一个域，仿照 7. 12节数域 K 上一元分式域的构造方法，可以构造出域 F 

上的一元分式域，记作 F ( x ) ，它的元素记作，其中 fix ) , g { x ) 6 F [ jc ] ，且 g ( x ) ^0 o 

兮 Car ) 

证明 ：如果 char F = p ( p 是素数），那么 F ( i ) 是一个特征为 p 的无限域。 
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31. 设 F 是一个域，以类似于 F 上一元分式域的构造方法可构造出域 F 上的 n 元分 
式域，记作 F (:^，而，…， A )， 它的元素记作^其中/(々 ， x 2 ，…，工„)， 

尺（ X 】 yX 2 ， … f x n ) 

g(xi , J：2 » x rt ) 6 F [ x ： ，: c 2 ，… ，* T n ] ，且总 （工 1 ，工 2 ，… ，工„)# 0 。证明： 如果 char F = p(p 是 

素数），那么，…，〜）是一个特征为的无限域。 

32. 设 F 是一个域，证 明：在 F [ n ，工 2 ， … ，: r „] 中有对称多项式基本定理。 

应用小天地:序列密码 • m 序列 

■ 

在当今信息时代，广泛采用数字通信。首先把26个字母 a ，6， c ， …，: raa 分别对应 
到前26个自然数0，1，2,…，23,24,25。为了通信的安全，需要做加法或乘法运算，因此 
应当让26个字母分别对应到模26剩余类环 Z 26 的元素03,…，恧。在工程上很容易 
识别两种状态，但很难识别26种状态。因此，把 Z 26 的每个元素的代表（小于26的自然 
数）用二进制表示。例如，由于22 = 1/2 4 +1乂2 2 十1\2，因此22的二进制表示是 
10110。由于需要做加法运算，因此把0和1分别看成是 z 2 的元素石，1。这样就可以把 

通信中要发送的消息（称为明文）转换成由 z 2 的元素 U ， T 组成的一个序列（称为明文序 
列）。例如， “ word ” 转换成下述 序列： 

10110011101000100011 (1) 

我们约定把 z 2 的元素 5，了分别写成0，1。序列 （1) 中每个元素称为一个“位” （ bit )。 在通 
信过程中，有可能出现窃听者，为了保密，就需要将明文序列作一些变化，这称为加密，加 
密后的序列称为密文序列。把密文序列发送出去，同时把加密规则通过秘密渠道告诉接 
收者，使接收者能把密文序列还原成明文序列，这称为解密。 窃听者即使截获了密文序 
列，也看不懂它的意思。最容易在工程上实现的加密规则是 ：选取 z 2 上的一个序列（称为 
密钥序列），把密钥序列与明文序列的对应位相加 （ Z 2 中的加法），产生密文序列。解密 
时，把密文序列与密钥序列的对应位相加，便还原成明文序列（因为在 Z 2 中， 

例如，选取一个密钥序列 0110100 … ，它是周期为 7 的序列，把明文序列 

(1) 与这个密钥序列的对应位相加，便产生密文 序列： 

明文序列 10110011101000100011 

密钥序列 01101000110100011010 
密文序列 11011011011100111001 

把密文序列与密钥序列的对应位相加，便还原成明文序列。这种类型的密码称为序列 

密码。 

在序列密码中，密钥序列起着关键作用。窃听者会千方百计地破译密钥序列，以便在 
截获了密文序列后，能还原成明文序列。如何构造密钥序列才能使它很难被破译呢？ 

设明文序列的长度为 W 我们用掷硬币来产生一个长度为 W 的序列。第1次掷一枚 
硬币，着地时若正面向上，则写1;若反面向上，则写0。这样依次下去，掷一枚硬币 I 次， 
便产生出一个长度为 I 的序列 a 。 把 a 作为密钥序列，就很难破译出它。因为掷一枚硬 
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币，着地时出现正面向上的概率和出现反面向上的概率都等于 j ， 所以猜中这个序列 a 的 

概率为（+广=+。当很大时，这个概率很小。用掷硬币产生的序列作为密钥序列虽然 

很难被破译，但是每一次通信，发送者都要把掷硬币产生的与明文序列一样长的密钥序列 
通过秘密渠道传送给接收者，既费力又费钱。如果这个秘密渠道真的是安全的，那为何不 
直接把明文序列通过该渠道传递给接收者呢？由此可见，用掷硬币来产生密钥序列是不 
实用的。但是我们应当仔细分析这样的序列有什么性质，从中受到启迪，以便构造岀既实 
用又不容易被破译的密钥序列。 

设用掷硬币的方法产生的 Z 2 上周期为 I 的序列为 

a = ( 2 ) 

由于每一次掷硬币，着地时出现正面向上的概率与出现反面向上的概率都等于+，因此在 

序列 a 的一个周期中，1的个数与0的个数接近相等。现在考虑 a 的一个周期中，每相隔 
1位的两个元素之间的关系 （0< S < t ;)。 为了便于看清楚每相隔 5-1 位的两个元素， 
我们在序列 a 的下方写出把 a 左移 s 位后得到的序列的元素的下标模 z ； 计 算）： 

a = a 0 aia 2 "*a^ia J a^ fl , 

as = cl A s+ \a ^2 "*a 2 ^ia 2 ,a 2 H-i *"^5-1. 

a 与 a , 对应位的元素分别是 



其中每一对元素都是掷一枚硬币两次产生的结果。由于掷一枚硬币两次，可能出现的结 
果有4 个： 


(;)，(:)， ㈤ ， 

其中出现每一■个结果的概率都是因此在 a 与 I 的 r 对元素中，出现11 j 与^ j 的次数 

之和心，出现与的次数之和[，它们接近相等，也就是心一 A 接近于0。由此受到 
启发，引出下述 概念： 

定义1 设 a — <2 0 ai ……是 Z 2 上周期为* y 的序列，用 t 表亦把 or 左移 s 位得到的 
序列把 a 与^的对应位元素相同的位数记作 I ，对应位元素不同的位数记作 
久，令 

C a ( s ) = h s — l s ， (4) 

则称 是 a 的周期自相关函数（简称为《的自相关函数）。 

显然，<^(0)=〜当 0< s < z ; 时， C a U ) 的值统称为旁 瓣值。 

从前面的讨论得出，用掷硬币产生的 Z 2 上周期为 t ; 的序列 a ， 其自相关函数的旁瓣 
值都接近于0。由此受到启发，引岀下述 概念： 

定义 2上周期为^的序列，如果 a 的自相关函数的旁瓣值 



都为0,那么称 a 是完美 序列； 如果旁瓣值 都为一 1，那么称 a 是拟完美序列（或伪随机 
序列）。 

从掷硬币产生的序列特性的分析知道，用完美序列或拟完美序列作为密钥序列，只要 
周期足够大，就很难被破译。 

猜想不存在周期大于4的完美序列，于是我们的任务是去构造拟完美序列。 

设 Z 2 上周期为7的一个序列为 

a = 1001011 … (5) 

容易求出 CG ) = — l ， l < s <6。 因此 a 是一个拟完美序列。现在我们来仔细观察《的各 
位元素之间有什么关系。 

a 0 — 1 — 0 ,a 2 — 0 f a 3 = l = ai +a 0 *a 4 ~0 — a 2 ~\~a\ »a 5 = 1 = a 3 +a 2 ， a 6 = 1 — a 4 +a 3 . 

由此看出，序列 a 适合下述递推 关系： 

cik+z = a 奸 i ~\~ a k , k = 0,1, 

于是只要给出初始值％ ， ai ， a 2 ，就可通过递推关系 
(6) 产生出序列 a 。 这可以用计算机的硬件很容易 a 
地实现，如图 7-1 所示。 

图 7-1 中的3个小框分别存放0或 1( 看成 Z 2 

的元素 H )， 称它们为寄存器。从左到右依次叫做’ 

第1级寄存器、第2级寄存器、第3级寄存器，依次 
存放 a 是十 2赁 a 是 +1 »° 当加上一个移位脉冲时，就将每一级寄存器存放的元素移给下一级 
寄存器，第3级寄存器存放的元素~被输出，同时将第2级和第3级寄存器存放的元素 
相加 （ Z 2 中的加法)得到 ^ +3 = a t +1 + a A ， 〜 +3 被反馈到第1级寄存器内。图 7-1 中框图 
表示的硬件称为3级线性反馈移位寄存器，简记作3级 LFSR 。 由3级 LFSR 产生的序 
列称为3级线性移位寄存器序列。 

一 ■般地，设上的一个递推关系为 

~ ^1 <^kr>rn-\ ^2^H-n~2 + • • • + C n a k ^ k = (7) 

若 c „^0, 则称递推关系（7)是厶上的一个 n 阶常系数线性齐次递推关系。 

可以制作 n 级线性反馈移位寄存器，用它产生 满足〃 阶常系数线性齐次递推关系 （7) 
的 Z 2 上的序列，称这样的序列为/!级线性移位寄存器序列。 

n 级线性移位寄存器序列有没有周期？如果有，它的周期如何确定？下面先给出序 
列的周期的 定义： 

定义 3设序列《 = ，如果存在正整数 Z ， 使得 

a i+i = a { , i = 0,1,2, ••• , (8) 

那么称 Z 是《的一个周期，此时称 a 是一个周期 序列； 使得 （8) 式成立的最小正整数 Z 称为 

«的最小正周期。 

设 Z 是序列《的最小正周期，显然/的任一正整数倍都是《的周期。反之，若 m 是 a 
的一个周期，作带余 除法： 

u = hi ~\~ r j 0 ^ r <1 

假如 r 关 z ;， 则对于£ = 0，1，2,…，有 
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a t = Ui+ u = a i+ hi+ r = = Ui+ r t 

于是 r 也是 《 的一个周期，这与 Z 是 a 的最小正周期矛盾。因此『=0，即 W = 于是我 
们证明了下述 命题： 

命题1 设/ 是序列 a = U0CI1U2 *" 的最小正周期，则^是《的周期当且仅当^ = /^，其 
中 A 是某个正整数。 - ■ 


设《 = 〜〜〜〜是满足 7 Z 阶递推关系（7)的厶上的一个序列，我们来探索正整数 d 是 
a 的一个周期的条件。 

从递推关系 （7) 看出，只要知道了初始值如，^，…，^^，就可以确定出序列 a 的所有 
项。为了把《的任一项都通过 a 。 ，〜，…， ay 表示出来，我们在递推关系 （7) 式下面添加 
n — 1个明显的等式，得 


' 0 ， k+n — Ciak+yr~\ + C 2 < 2 jH-n -2 + ' * * ~h C^lUk+l + c n a k ， 

^k+n-l = ^k-\-rt-l f 
< ^k^rrr-2 = 奸 2—2 ， 


(9) 


[Clk+l = 

利用矩阵的乘法， （ 9 ) 式可以 写成: 


ajfe+i , 


^k^rn y 


c ： Cz C 3 … C n ' 



<^k+n-l 


10 0—0 0 


<2 *+71-2 

- 2 

« 

♦ 


0 1 0 … 0 0 

攀 •攀 • « 

% % m # • 


Q-k^rn-Z 

拳 

• 

攀 

a*+i 

V j 


_ _ ■ # » 

0 0 0 — 1 0 


• 

a k 

V / 


( 10 ) 


其中 A = 0， l ，2, …。 （10) 式右端的 n 级矩阵称为 n 阶递推关系 （7) 产生的序列的 生成矩 
阵 ，把它记作 A 。 由 （10) 式可 得出： 


^k \ n 1 

^H-n-2 

- A' 

Cln-2 

畢 

_ 

• 

• 

a k 

V > 


• 

« 


yk = 0，1，2， …. 


利用 （11) 式可 得出： 

d 是72阶递推关系 （7) 产生的序列 flr = ao <2 ia 2 … 的周期 


( 11 ) 


+ n —r 


一 1 、 

〜 +n—2 


—2 

m 

• 

參 

<^d 


• 

• 

* 

^0 





j 


f a n - x ^ 


a n - x ^ 

A d 

<l n -2 

• 

• 

• 


<^n-Z 

m 

m 

• 


Go 


Uq 

K > 
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如）'是的属于了的一个特征向量。这样我们证明了下述 

命题： 

命题 2 d 是 Z 2 上《阶递推关系 （7) 产生的序列 a = ^…的一个周期的充 

分必要条 件是: a 的初始值向量 （ A -: , a „- 2 ，…， ％ )' 是的属于特征值 1 的一个特征向 
量，其中 A 是生成矩阵。特别地，当 A ^ = J 时 d 是 Z 2 上 n 阶递推关系 （7) 产生的任一序 
列的周期。 ■ 

如何简便地判断是否等于 J 呢？我们应当充分控掘 n 阶递推关系 （7) 提供的信 
息。对于任给的初始值向量 , a „_ 2 ，…， a 。）'， 有 


f o，n^n-\ = Cia„+„— 2 十 c 2 a n+n - 3 十 …+ c»a„-i , 

^n+n-2 = + c 2 a n+n - A H - + C n a „_ 2 » 

• • • • 参 # 參番 # 鲁 ft# 

a n = Cxa^x + c 2 a^ 2 H -+ c n a 0 . 

利用 （11) 式可以把 （12) 式写成 


( 12 ) 


(A n — ^A" -1 — c 2 A^ 2 - cj) 


n 


「 0 1 

a n—2 


0 

« 

m 

• 


_ 

• 

• 

<2o 

\ ^ 


0 

、 / 


由于 （13) 式对于任意列向量，…， a 。）' 都成立，因此得出 

A” — —c 2 A^ z — 

n — 1 一《 — 2 




c n I — 0. 


令 /( x ) = X n — C *1 X * _ c 2 oc 

称/(1)是 W 阶递推关系 （7) 的 特征多项式。 

从 （14) 式得出 ，/( A )=0。 

在 Z 2 [: c ] 中，若 fix ) |/ — 1，则存在 hix ) 6 Z 2 [* r ]， 使得 

d ~ 


c„- } x — c 


(13) 


(14) 

(15) 


(16) 


x — 1 = h ( x )/( x ). 

X 用生成矩阵 A 代入，从 （16) 式得 

A d — I = h ( A ) f ( A ) = 0. (17) 

据命题2,从 （17) 式得出3是〃阶递推关系 （7) 产生的任一序列的周期。这样我们证明了 
下述 定理： 

定理 1设 /( d 是 Z 2 上 w 阶递推关系 （7) 的特征多项式，若 / U ) |/— I ，则 d 是” 
阶递推关系 （7) 产生的任一序列的周期。 

定理1的逆命题是否成立？让我们看一个例子。设 Z 2 上3阶递推关系为 



a 奸 3 = a^ z + a k+ i + a k9 k = 0,1,2, ••• , (18) 

取初始值％=0，《 1 =1，〜=0，产生一个序列卢 ： 

P = 01010101… 

猜测 p 的最小正周期是2。我们来证明它。生成矩阵 A 为 

rl 1 1^ 

A — 1 0 0 . 

0 1 0 
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直接计算可得，初始值向量 （0，1，0)' 是 A 2 的属于特征值了的一个特征向量。据命题2 
得，2是0的一个周期，显然1不是0的周期，因此2 是的最小正周期。3 阶递推关系 
(18) 的特征多项式 /( X )= X 3 — X 2 — X — 1。显然/(*3：)1\3： 2 —1。这表明定理1的逆命题是 
不成立的。注意到 

/( X ) = X 3 + X 2 + X + 1 = ( X 2 + 1) (x + 1) , 

因此/(1 )在厶上可约。由此猜测，如果 n 阶递推关系的特征多项式/(工）在厶上不可 
约，那么很可能定理1的逆命题就成立了。 

定理2 设厶上 ^ 阶递推关系 （7) 的特征多项式/(0：)在厶上不可约，如果6/是 n 阶 
递推关系 （7) 产生的非零序列 a = a 0 aia 2 ……的一个周期，那么 fix ) \ x d — \ 0 

证明假如 / Cr )}/— T 。 由于 /( x ) 在 Z 2 上不可约，因此 （/( x )，^ — n = T 。 从而 
在 Z 2 [ x ] 中存在 m ( x )， zKx ) ，使得 

u { x ) fix ') v { x ){ x d — — 1. (19) 

• r 用 n 阶递推关系 （7) 的生成矩阵 A 代入，从 （19) 式得 

uCA)fdA)+v(A)<iA d -D = I. ( 20 ) 

由于 /( A )=0 , 因此从 （20) 式得 

V ( A )( A ^ -1) = 1. (21) 

在 （21) 式两边右乘 (〜- :，^- 2 ，…， a 。）' ，得 





r a^-i ^ 


V ( A )( A d ~D 

<^ n ~2 

争 

• 

• 



. (22) 


“0 

s J 


、 j 


由于^/是〃阶递推关系 （7) 产生的非零序列 

a 的一个周期，因此据命题2得， （22) 式左边 


是零向量，而右边是非零向量，矛盾。于是 /0) I / — 1。 ■ 

定理3 Z 2 上 n 阶递推关系 （7) 产生的任一序列都有周期，且它的最小正周期不超过 
2 H - 1 0 

证明 设 A 是 n 阶递推关系 （7) 的生成矩阵，从 （14) 式得 

A. n = ciA ^ 1 + *** + c „-\ A . + c n I . (23) 

于是 A 的所有方幂都属于下述 集合： 

D — { biA ^ 1 H -+ 6 „_i A + b n l I bi G Z 2 ,z = 1，2 ，…， n }_ 

显然，从而 12 中非零矩阵的个数小于2”。从 （10) 式看岀， | A | 关0。因此 A 是 
可逆矩阵。于是 I ， A ， A 2 , …， A 2 ” — 1 都是非零矩阵，且它们都属于/2。从而必有一对 
使得 

A *= A )， 0< i < X 2 n - l . (24) 

在 （24) 式两边右乘 ( A - 。、得 J = 据命题2得 ， j — f 是《阶递推关系 （7) 产生的任一 

序列 a 的一个周期。由于 a 的最小正周期/是 j 一〗 的正因数，因此 

Z < j — I* < 2 n — 1. ■ 

由定理3受到启发，引出下述 概念： 
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定义4 Z 2 上 n 阶常系数线性齐次递推关系产生的序列 a ，如果它的最小正周期等 
于 2" — 1，那么称 a 是 m 序列。 

^阶递推关系 （7) 的特征多项式/( I )需要满足哪些条件才能使所产生的任一非零序 
列 a 是 m 序列呢？据定理1，如果 /( xW / ti — T ， 那么2”一1是《的一个周期。于是 a 的 

最小正周期 Z 是 2 n — 1的正因数。为了使 Z = — 1，据定理2,若/(^)在 Z 2 上不可约，且 

对于 2 M — 1的任一正因数 d <2 n — 1，都有 / U ) V d — 了，则 d 不是 a 的周期。从而《的最 
小正周期 Z = 一 1。由此自然而然地引出了下述 概念： 

定义5 Z 2 上一个 n 次多项式 /( x )， 如果 满足： 

1° / U > ftZ 2 上不 可约； 

2° f (. oc ) I j? n ~ Y — 1 ； 

3° 对于 2 n ~ l 的任一正因数 d <2« — 1，都有 
那么称/(:^是 Z 2 上的一个本原多项式。 

根据上一段的讨论立即 得到： 

定理4对于 Z 2 上 n 阶常系数线性齐次递推关系 （7) ，如果它的特征多项式 /(X) 是 
Z 2 上的一个本原多项式，那么由它产生的任一非零序列都是 m 序列。 ■ 

m 序列是不是拟完美序列？首先探讨 m 序列 a 在一个周期中1的个数与0的个数 
各为多少。 

定理5如果 Z 2 上 n 阶常系数线性齐次递推关系 （7) 产生的序列 a 是 m 序列，那么 
在 a 的一个周期中，1的个数为2^ 1 ，0的个数为2^ i — l 。 

证明 a 的最小正周期为2” 一 1，因此 

a = a 0 aia 2 …郎― 2 …. (25) 

给了初始值 U 。，^，^ ，…，后， a 就由递推关系 （7) 唯一确定。由此受到启发，考虑下 
述 w 维 向量： 

Yo = (fl 0 ，〜，<2 2 ，…， ) ， 

Yl ― (^1 ，辽2 ，… ， a „) ， 


Yz n -2 = ( ❼ ”— 2， ai ， … ， a„_2 )• 
对于据 （11) 式，有 


假如 7 i = 7 i ，则可得出 


~a i j r7t -\~ 


a fl~l 

• 


• 

• 


* 

• 

— A 1 

• 

Cli+i 








戊 n — 1 

華 

• 


rOn 

參 

糠 

争 

ai 

— 

• 

0 

“0 

AM 


_ o _ 


( 26 ) 


(27) 
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据命题2得，是 a 的一个周期。但是 J — ;<2”一2<2”一1，这与《的最小正周期为 
2”一 1矛盾。从而当/时，7,关 y ,。 于是，…， y 2 ”- 2 是石中全部非零向量（因为石 
中非零向量的个数为2« — 1)。 Z ? 中非零向量分成两 大类： 第一大类形如（1，心，…，乂-:)， 
这一类共有2”- 1 个非零 向量； 第二大类形如（0，义，…，尤— d ，这一类共有1个非零 
向量。由于 Yo » Yi ，…， OV - 2 的第 1 个分量依次为 <2 o 1 ，…， a 2 "-2 ，因此在 or 的一个周期 
中，1的个数为2”- 1 ，0的个数为2”- 1 一1。 ■ 

定理6 m 序列都是拟完美序列（伪随机序列）。 

证明 设 《 是由 n 阶常系数线性齐次递推关系 （7) 产生的 m 序列。把《左移 s 位得 
到的序列记作 一 2)，显然仍是 m 序列。显然仍然适合递推关系（7)。 
由于 a ， or , 的前 W 位组成的有序组分别为定理5证明中所列的 y Q ， y s ，在定理5中已证 
7 o ^7 s ，因此 y 。+ y s ^0 o 从而 a + a , 的初始值 a 。 + a s ,ai + a s+l ，-" 不全为 0 。 

于是 a + 是 m 序列。据定理5得，在的一个周期中，1的个数为2^ 1 ，0的个数为 
2^ l - l 0 即在下述2”一1元组 

Ccio ~h € L S jd \ £ Zj+l » " '， fl 2 rt -2 + (^ s +2 n —2 ) 

中，有 2”- 1 个元素是 l ，2 n - 1 — 1 个元素是0。由于 

a t a j = 1 < >( a ； , a } ) 二 (1,0) 或 （0，1); 
a , + aj — 0 < > ( a , , aj ) = (1,1) 或 （0,0)， 

因此在 

a 0 aia 2 … 町，一 2 , 

a s aH - i <2 s +2*'* a ^2 n -2 

中，上下对应位元素相同的位数有 f 1 一 1 位，对应位元素不同的位数有 2”- 1 位。 从而 a 

的自相关函数在 s 处的函数值为 

C a (s) = (2^ -D-2^ 1 =— 1，1 < 2 " — 2 . 

因此 《 是拟完美序列。 ■ 

当 Z 2 上的 n 阶常系数线性齐次递推关系 （7) 的特征多项式 fix ) = x n — cxx 71 ^ 1 - 

— G 是厶上的本原多项式时，由 / z 阶递推关系 （7) 产生的任一非零序列都是 m 序 
列，从而都是拟完美序列。当〃很大时，这种序列的最小正周期2” 一 1非常大，用它来作 
为密钥序列，对手很难破译它。大多数实际的序列密码都围绕线性反馈移位寄存器而设 
计，非常容易构造。挪威政府的首席密码学家 Ernst Selmer 于1965年研究出移位寄存器 

序列的理论。 

下面列出 Z 2 上次数 n <7 的一些本原多项式，每个次数的本原多项式只写出一个（注 
意在 Z 2 中，一1 = 1)。 

X -\- 1 1 X 2 + X +1， J ： 3 十 x + l ，？ + 工+1， 

X 5 +x 2 + l ， x 6 + X+1 ， X 7 + J ： + 1. 
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现实世界纷繁复杂，从空间形式看，有直线和曲线、平面和曲面。直线和平面是最基 
本的图形。平面上的直线方程是的一次方程，空间的平面方程是： t ，3 NZ 的一次方 
程，因此直线和平面可以看成是具有“线性’’的图形。 

现实世界的数量关系最简单的是均匀变化的关系，均匀变化的数量关系可以用一次 
函数来刻画，从而均匀变化的数量关系可以说成是线性关系。 

直线和平面这种具有“线性”的图形的推广是什么呢？同学们都知道，不共线的3点 
确定一个平面。如图 8-1 所示，不共线的3点 0、 A 、 B 确定一个 I b 
平面 tt 。 引进了向量的概念，规定了向量的加法运算和数量乘法 / 

运算，并且证明了向量的加法和数量乘法满足加法交换律、结合- 

律等8条运算法则后，就可以得 岀：点 M 在平面 7 T 上当且仅当 图 8-1 

_可以由 M 和5宫唯一地线性表出。因此，平面 7 T 可以看成是由 Q 才和 M 的所有线性组 
合组成的集合，在这个集合中有加法和数量乘法两种运算，并且满足加法交换律、结合律 
等8条运算法则。于是作为平面的推广，应当考虑这样一种数学 模型： 一个非空集合 V ， 
它有加法运算，并且域 F 的元素与 V 的元素有纯量乘法运算，它们满足加法交换律、结合 
律等8条运算法则。这时称 V 是域 F 上的一个线性空间。由此看出，线性空间就是直线 
和平面这种具有“线性”的图形的推广。 

当6 = 0时， n 元一次函数 : y = A a + a 2 j： 2 +…十 十6可以看成是 R M 到 R 的一个 

映射/: 

X = (xi ,-r 2 » •** !- ► aiXi + a 2 x 2 + . •.十 a n x n . 

容易直接 验证： /( A ：+ VO =/( X )+/( Y )，/(^ X )=6/( X )。 作为常数项为0的 n 元一次函 
数的推广，以及几何空间中平移、旋转、投影等变换的推广，应当考虑这样一种数学 模型： 
域 F 上线性空间 V 到 铲的一 个映射 A ，它具有保持加法和纯量乘法运算的 性质： 

A ( a +/?) = A ( a ) + A (^3) , V a » V ; 

Aika) = kA (or) , ^ a^V F ^ 

这种映射 A 称为 V 到 V ' 的一个线性映射。 

线性空间是研究具有“线性”的空间形式的数学模型，线性映射是研究数量关系中最 
基本的“线性关系”以及空间形式中最基本的变换的数学模型。对于“非线性”的图形，经 
过局部化后，就可以运用线性空间的模型。对于非线性的数量关系，经过局部化后，可以 
运用线性映射的模型对它进行近似，或者运用线性映射的模型研究其某一侧面。 

作为髙等代数课程的主要部分——线性代数，其主线就是研究线性空间和线性映射。 
在本套书的上册，为了研究线性方程组有无解的判别和解集的结构，我们研究了数域 K 
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上 n 元有序数组形成的向量空间及其子空间，论证了 n 元齐次线性方程组的解集是 
K ” 的一个子空间，•为了给研究线性映射打下基础，我们讲了矩阵的运算、 w 级矩阵的相似 
关系、 n 级矩阵的特征值和特征向量、《级矩阵可对角化的充分必要条件等。在下册的这 
一章我们要研究线性空间的结构，第 9 章要研究线性映射，第 10 章要研究具有度量的线 
性空间以及与度量有关的线性映射。 

我们在这一章中将要阐述研究线性空间结构的4条 途径： 

1 °从元素的角度。为了使线性空间 V 中的每个元素（借用几何语言称它为向量）能 
用 V 中有限多个向量唯一地线性表出，引进基和维数的 概念； 

2 °从子集的角度。为了易于找到 V 的一个基，引进子空间与子空间的直和的 概念； 

3°从商集的角度。为了简化对整个线性空间 V 的结构的研究，给出 V 的一个划分， 
把一个等价类看成一个元素，引进商空间的概念； 

4°从线性空间之间关系的角度。为了研究域 F 上的众多线性空间哪些有相同的结 
构，引进线性空间同构的概念。 

8.1 域 F 上线性空间的基与维数 

8.1.1 内容精华 

一、 域 F 上线性空间的定义、例子和简单性质 

域 F 上线性空间是一个抽象的数学模型，其定义 如下： 

定义1 一个非空集合 V ，如果它有加法运算（即 VX V 到 V 的一个映射），其元素与 
域 F 的元素之间有纯量乘法运算（即 FXV 到 V 的一个映射），并且满足下述8条运算法 
则 （ Va ，/?， y6V ， V 々， Z6F ): 

r (加法交换 律）； 

2 ° ( a +戶) 十(卢十 y ) (加法结合律）； 

3° V 中有一个元素，记作0,它使得 

a 十 0 = a ， 

具有该性质的元素0称为 V 的零 元素； 

4°对于存在卢 ev ， 使得 

a-\~ ^ = 0 , 

具有该性质的元素0称为 a 的负 元素； 

5° la = a , 其中1是 F 的单位元； 

6 0 aZ)a = KZ a ); 

7° (k J rl')a = ka-\~la; 

8° k(a+fi)=ka + k^ 9 

那么称 V 是域 F 上的一个线性空间。 
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借助几何语言，把线性空间的元素称为向量，线性空间又可称为向量空间。习惯上把 
线性空间 V 的加法运算以及域 F 的元素与 V 的元素之间的纯量乘法运算说成是 V 的加 
法运算与纯量乘法运算，统称为 V 的线性运算。 

线性空间的例子有很多。 例如： 

几何空间中以原点为起点的所有向量组成的集合，对于向量的加法与数量乘法，成为 
实数域 R 上的一个线性空间。 

域 F 上所有 n 元有序组组成的集合 F ”， 对于有序组的加法（把对应分量相加）与纯量 
乘法（把 F 的元素々乘每一个分量），成为域 F 上的一个线性空间，称它为域 F 上的《维 
向量空间。 

数域 K 上所有矩阵组成的集合，对于矩阵的加法与数量乘法，成为数域 K 上的 
一个线性空间，记作 M , X „( K )。 

数域 K 上所有一元多项式组成的集合 K [ x ]， 对于多项式的加法以及 K ： 中元素与多 
项式的数量乘法，成为数域 K 上的一个线性空间。 

数域 K 上所有次数小于〃的一元多项式组成的集合，对于多项式的加法（两个次数 
小于 n 的多项式之和仍然是次数 小于〃 的多项式）以及数量乘法（任一数乘任一次数小于 
n 的多项式所得结果仍是次数小于 n 的多项式），成为数域 K 上的一个线性空间，记 
作 K [: r ]„ 。 

复数域 C 可以看成是实数域 R 上的一个线性空间，其加法是复数的加法，其数量乘 
法是实数 a 与复数 z 相乘。 

域 F 可以看成是自身上的线性空间，其加法就是域 F 中的加法，其纯量乘法就是域 
F 中的乘法。 

设 X 为任一非空集合， F 是一个域，定义域为 X 的所有 F 值函数（即 X 到 F 的映射） 
组成的集合记作 F X ，它对于函数的加法 （ g 卩 （/+ g )( x ) =/( x )+ g (: T )) 和纯量乘法 
(即 U /)(: r )= A /( x )), 成为域 F 上的一个线性空间。它的零元素是零函数，记作0,即 

0 ( x ) = 0 ， V G 

上述例子表明，线性空间这一数学模型适用性很广。我们研究抽象的线性空间的结 
构，只能从线性空间的定义（有加法和纯量乘法两种运算，并且满足8条运算法则）出发， 
进行逻辑推理，深人揭示线性空间的性质和结构。在探索时，要善于从熟悉的具体模型 
(例如，几何空间或者数域 K 上的 n 维向量空间 K ”） 的性质和结构受到启发，作出猜测， 
但这不能代替证明。如果的性质和结构的证明只用到加法和数量乘法及其满足的8 
条运算法则，没有用到;2元有序数组的具体性质，那么这些证明可以照搬到抽象的线性空 
间 中来； 否则，就要重新证明。 

从域 F 上线性空间 V 满足的8条运算法则可以推导出线性空间 V 的一些简单 性质: 

性质 1 V 中零元素是唯一的。 

证明 假设0^02是 V 中两个零元素，则 

0 i 十 O2 := 0 i ， ~ I - O2 = O2 十 0 i — O2 » 

因此(^=02。 ■ 

性质 2 V 中每个元素 a 的负元素是唯一的。 
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证明假设历，择，都是《的负元素，则 

(卢1 + a ) + 卢2 = ( C ? + ) + 戌 = 0 + 月2 ~ ^2 ^ ~ ^2 » 

(p\ + a) ^2 = p\ + (a + ^ 2 ) = /3i ~h 0 == 私， 

因此戶2 =卢1 。 ■ 

今后把 V 中元素《的唯一的负元素记作 一 a 。 利用负元素，可以在 V 中定义减法 
如下： 

a 一 J 3 1 = a + ( 一 /3) . 

性质3 0 a = 0, VaGV . 

证明 Oa + Oa = (0 + 0 )a = 0 a . 

两边加上（一 Oa ) ， 得 

(Oa + Oa) + ( — Oa) = Oa + ( — Oa) . 

利用结合律和运算法则（4)，（3)，得 

0 « = 0 . ■ 

性质4 紉 = 0， V 々6 R 

证明 ^0 + ^0 = ^(0 + 0) = ko , 

上式两边加上（一 K >)， 可得 

^0 = 0. ■ 

性质5 如果心= 0,那么々= 0或 ff = 0。 

证明假设 々关 0,则 

a = la = ( k ~ l k)a = k~ l ( ka ) = k~ l 0 = 0. ■ 

性质 6 ( — l ) a = — ai V aG V . 

证明 ar + ( — l ) a — la +( — l)a —[1 + ( — l)]a = 0 a —0 , 因此 （ 一 l ) a = — a Q ■ 

二、向量集的线性相关与线性无关，向置组的秩 

为了研究域 F 上线性空间 V 的结构，自然是从 V 有加法和纯量乘法两种运算出发。 
对于 V 中的一组向量 ai ， or 2 ，…， a s ，域 F 中的一组元素 k '， k 2 ，…， k s ，作纯量乘法和加法便 
得到： 

k\a\ + 々 2a2 + ••• + k s a s > 

根据 V 中加法和纯量乘法的定义知道 ， hai +込0；2 +…+々&仍然是 V 中的一个向量， 
称这个向量是 m ，《 2 ,…， t 的一个线性组合。 

像⑴， a 2 ，…，&这样按照一定顺序写出的有限多个向量（其中允许有相同的向量）称 
为 V 的一个向置组。 

V 中的一个向量0如果能够表示成向量组以 ， a2 ，…，^ 的一个线性组合，那么称卢可 
以由向量组 A ，幻， …必 线性 表出。 

在数域 Kin 维向量空间 K " 中，设⑴ ， a 2 ，…，《„是”个线性无关的向量，则 K ” 中任 
一向量0都可以由向 量组⑴ ，的，…，〜唯一地线性表出。由此受到启发，自然要问 ：在域 
F 上的线性空间 V 中，能不能找到一组向量，使得 V 中任一向量都可以由这组向量唯一 
地线性表出？从中上述结论的推导过程受到启发，首先需要引出向量组线性相关和 
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向量组线性无关的概念。为了使线性相关和线性无关的概念有更广泛的适用范围，我们 
还给出 V 的子集（有限子集或无限子集）线性相关或线性无关的概念。 

定义2设 V 是域 F 上的线性空间，则 


研究的对象 


向量组 ai ，…， 

(S>1) 


V 的无限子集 W 



性相关 


F 中有不全为0的 


线性 


元素是 1 ，…，使得 从 k^ai +…=0 可以推出办 

ki ai + … +是必 = 0 



给这个子集的元素 

V 的非空有限子集 一种编号所得的向给这个子集的元素一种编号所得的向量组线性无关 

量组线性相关 


W 有一个有限子集 
线性相关 



的任一有限子集都线性无关 


空集（作为 V 的子集）定义成是线性无关的。 

单个向量《组成的子集何时线性无关？ 

{«} 线性无关 d 向量组《线性无关 

< > 从 々 or = 0可以推岀 k = 0 

<" > a^0 o 

最后一步是根据线性空间 V 的性质5得出的。 

从向量组线性相关的定义容易 得出： 

命题1 在域 F 上的线性空间 V 中，如果向量组的一个部分组线性相关，那么这个向 
量组线性相关。 ■ 

从 V 中向量集线性相关的定义和命题1立即 得到： 

命题2 在域 F 上的线性空间 V 中，包含零向量的向量集是线性相关的。 ■ 

从线性相关的定义立即 得到： 

命题3 在域 F 上的线性空间 V 中，元素个数大于 1 的向量集 W 线性相关当且仅当 
W 中至少有一个向量可以由其余向量中的有限多个线性表出。 ■ 

从命题3看到，向量集线性相关的概念使我们能研究一个向量能不能由有限多个向 
量线性表出的问题。 

如果向量#可以由向量集 W 中有限多个向量线性表出，那么称 p 可以由向置集 VV 线 
性表出。 

为什么要有向量集线性无关的概念？这从下述命题可以 看出： 

命题4 在域 F 上的线性空间 V 中，设非零向量 P 可以由向量集 w 线性表出，则表 
法唯一的充分必要条件是向量集 W 线性无关。 

证明 充分性。设向量集 W 线性无关，由已知条件4可以由向量集 W 线性表出。 

假如有两种表出 方式： 

j3 = kiQl + *** + krXXr + kr^yUl + *** + k^U s , ( 1 ) 
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/? — l \ a \ + + lr(Xr H - Zh~1 + . •’十 ， (2) 

其中 Qfi ，…， av ，〜，…， m s ，％，…， z ;, e W \ r ^ O , 5^0 , t ^0 o 把 （1) 式减去 （2) 式，得 

0 = (^1 — l\ )ai + ••• + {k r — Z r )a r + ^H-l Ml 十 ••• + kr^ s U s — /h-1 Vi — •“ — lr+ t V t . 

由于向量集 W 线性无关，因此向量组 ，…， 《,，&，•••，〜，％，•••，〜线性无关，从而由 
上式得 

k ： —— Z] =()，•••， k r —— l r = 0 ， Ml = ••• == u s — V \ = ••• = v t =0. 

于是 P = 々 iQ ： i+ … 是/3 由向量集 W 线性表出的唯一方式。 

必要性。设0由向量集 W 线性表出的方式唯一，假如向量集 W 线性相关，则 W 有 
一个有限子集 Ui ，…，《」线性相关，于是在 F 中有不全为0的元素 I ，•••，&使得 

k\a\ + *** + ksOts, = 0. (3) 

由于0可以由 W 线性表出，因此 

P — l \ a \ 4~ *•* + l , a s + v \ + •** + I 出 v t ， (4) 

其中把 (3) 式和 （4) 式相加，得 

P — (^i + l\ )ai + …+ (t + 久 ）1 + Z 出 + ••• I 出 v t ， ( 5 ) 

由于 t ，…，怂不全为0,因此有序元素组 

( I "…山 ，…， U # ( 是1 + L ，… + 1, ，•••，/〜）. 

于是0由向量集 W 线性表出的方式不唯一，与已知条件矛盾。故向量集 W 线性无关。 ■ 
从命题4可以看出，引进向量集线性无关的概念是为了使由这样的向量集线性表出 
的向量其表法唯一。由于 向量# 由向量集 W 线性表出的定义是0可以由 W 中有限多个 
向量线性表出，因此后面我们将集中精力讨论一个向量由一个向量组线性表出的问题。 
首先讨论一个向量可以由一个线性无关的向量组线性表出的条件。 

命题 S 在域 F 上的线性空间 V 中，设向量组&，•••，《,线性无关，则向量#可以由向 
量组，…， I 线性表出的充分必要条件是 m ，…， 线性相关。 

证明必要性由命题3立即得到。 

充分性。由于 m ，…，《,，/?线性相关，因此在 F 中有不全为0的元素^，…，^，使得 

々 iai + … ~h k s a s ~ 0. (6) 

假如 Z = 0, 则由 （6) 式得 

kiai + *'• k $ a s = 0. (7) 

由于，…，《,线性无关，因此从 （7) 式得 

k x = = k s = 0. 

这与々1 ，…， k s ，1 不全为0 矛盾，因此，从而 



这 表明沒 可以由 …心 线性表出。 ■ 

其次，讨论一个向量是否可以由一个线性相关的向量组线性表出的问题。由于命题 
5给出了一个向量可以由一个线性无关的向量组线性表出的条件，因此思路自然是在一 
个线性相关的向量组里取一个部分组是线性无关的，而从向量组的其余向量中任取一个 
添加进去得到的新的部分组却线性相关。自然而然把这个部分组叫做向量组的极大线性 
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无关组 ，即： 

定义 3在域 F 上的线性空间 V 中，向量组^，…，&的一个部分组称为一个 极大线 
性无关组， 如果这个部分组本身是线性无关的，但是从这个向量组的其余向量（如果还有 
的话）中任取一个添加进去，得到的新的部分组都线性相关。 

设向量组 on ，…， or , 的一个极大线性无关组是 a , ^，…，气，由于％ = 1 • +0 • 0^十…+ 

0 • a , ，因此％可以由0^，…，线性表出。同理， or , 2 ，…，中每一个向量都可以由 a , ^， 
…，％线性表出。 若％法 ，…，\}，则根据极大线性无关组的定义，％，…，\，《,线性 
相关。从而由命题5得到 ，七 可以由％，…， a , 线性 表出。 因此向量组^，…，&中每一个 
向量都可以由它的一个极大线性无 关组％ ，…，％线性表出。反之，显然有极大线性无关 
组％ ，… ，\中每一个向量都可以由向量组^，…，^线性表出。由此受到启发，引出两个 
向量组等价的 概念： 

定义4 如果向量组 ai ，…，^的每一个向量都可以由向量组❾，…，汉线性表出，那 
么称向量组^，…， I 可以由向量组仏，…，庠线性表岀。如果向量组⑴ ，…， a , 与向量组 
&，…， n 可以互相线性表出，那么称这两个向量组等价，记作 

{ ori ，… ， a s } = {队 ，… ，卢 r }. 

上一段的讨论表明 

显然，每一个向量组易- kmik /b 卩 •向•量•组•的•等•价•具•有•反•身•性*。•从 •向•量 组等价的定义 
立即看出，它具有对称性。容易证 明：若 向量组^，•••，《,可以由向量组沁，…，涔线性表 
出，且向量组呙，…，庠可以由向量组 h ，…，&线性表出，则向 量组⑴ ，…，《,可以由向量 
组线性表出。即向量组的线性表出具有传递性，从而向量组的等价也有传递 
性。因此向量组的等价是 v 中向量组之间的一个等价关系。 

从向量组等价的对称性和传递性可以得岀 ：了个 哼旱早咚年亭，个學牟；孝竿 
fffro . 

' '进一步想问 ：一个 向量组的任意两个极大线性无关组所含向量的个数是否相等？为 
了解决这个问题，先放宽条件一般地考 虑：如 果一个向量组可以由另一个向量组线性表 
出，那么它们所含向量的个数之间有什么关系？从几何空间中的例子（参看本套教材上册 
3.3 节）受到启发，猜想有下述 结论： 

引理1 在域 F 上的线性空间 V 中，设向 量组负 ，…，庠可以由向量组^，…，&线性 
表出，如果 r > s ， 那么向量组庠，…，尿线性相关。 

引理1的证明与本套教材上册 3. 3节的引理1的证明完全一样。这里需要指 出：上 
册中关于数域 K 上线性方程组的理论在把数域 K 换成任意域 F 以后仍然成立。 

引理1的逆否命题自然也成立，即： 

推论1 在域 F 上的线性空间 V 中，设向量组庠 ，…， 庠可以由向量组心，…，&线性 
表出，如果 庠，… ，庠线性无关，那么 r <5 0 ^ 

从推论1立即 得出： 

推论2 等价的线性无关的向量组所含向量的个数相等。 

从推论2立即 得出： 

推论3 —个向量组的任意两个极大线性无关组所含向量的个数相等。 






F 上线性空间的基与维数 




157 




从推论3受到启发，引出下述重要 概念： 

定义5 向量组的极大线性无关组所含向量的个数称为这个 向置组的秩。 把向量组 
ai ，…， a , 的秩记作 rankUi ，…， a ,}。 

全由零向量组成的向量组的秩规定为0。 

向量组的秩是一个非常深刻的重要概念。例如，用向量组的秩可以刻画向量组是否 
线性无关，即从向量组的秩的定义可以推出下述 命题： 

命题6 在域 F 上的线性空间 V 中，向量组，…，&线性无关的充分必要条件是它 
的秩等于它所含向量的个数。 

比较两个向量组的秩的大小的常用方 法有： 

命题7 如果向量组 an ，…，可以由向量组卢 i ， •• •，沐 线性表出，那么 rank { ai ，…， 
aj ^ ranki /?! ，•- -，涔 } 。 

命题7的证明只要分别取这两个向量组的一个极大线性无关组，然后运用推论1便 
可得出结论。 

从命题7立即 得出： 

命题8 等价的向量组有相等的秩。 

三、基与维数 

从几何空间的结构、数域 K 上〃 维向量空间的结构等受到启发，研究域 F 上线 
性空间 V 的结构同样需要有基的概念。 

定义6 设 V 是域 F 上的线性空间， V 中的向量集 S 如果满足下述两个 条件： 

1 °向量集 S 是线性无 关的； 

2 ° V 中每一个向量可以由向量集 S 线性表出， 

那么称 S 是 V 的一个基。当 S 是有限集时，把 S 的元素排序得到一个向量组，此时称这 
个向量组是 V 的一个有序基，简称为基。 

只含有零向量的线性空间的基为空集。 

任一域上的任一线性空间都存在一个基吗？回答是肯定的。证明需要用到偏序集的 
概念和 Zorn 引理。 

设 W 是一个集合， S 是由 W 的一些子集组成的集合。在 S 中任取两个元素，它们可 
能有包含关系，也可能没有包含关系。 W 的子集的 包含 关系 G 称为 S 的一 个偏序 ，并且 
把 S 称为偏 序集。 偏序集 S 的一个元素 A 称为 S 的一个极 大元素 ，如果不存在使 
得且 A 关 B 。 偏序集 S 的一个子集丁称为 S 的一条链，如果丁中任意两个元素都 
有包含关系。设 L / 是偏序集 s 的一个子集，如果 s 中有一个元素 b ， 使得对所有的 xeu 
都有那么称 B 是 U 的一个上界。 

Zorn 引理 若一个偏序集 S 的每条链都有上界，则 S 有一个极大 元素。 

定理1 任一域 F 上的任一线性空间 V 都有一个基。 

* 证明 按照基的定义，要找出 V 的一个子集满足两个条件，第一个条件是这个子集 
是线性无关的，第二个条件是 V 中每一个向量都可以由这个子集线性表出。为此我们把 
V 中所有线性无关的向量集组成一个集合，记作 S 。 显然 S 对于 V 的子集的包含关系成 





1 






为一个偏序集。我们要在 S 中找一个元素，希望它满足上述第二个条件，直觉判断应找 S 
的一个极大元素。那么 s 是否有极大元素呢？根据 Zom 引理，应当任取 S 的一条链: T ， 
设： r ={ B , ueu ， 其中/为指标集，去证 了必有 上界。为此令 

B = \JBi 1 = {a | a G B ,， 其中 I }， 

iei 

如果能证时 B 是线性无关的，那么 BGS 。 又显然有 玖 GB ， 因此 B 就是丁的一 
个上界。现在假设 B 线性相关，则 B 有一个有限子集 C 是线性相关的，设 

C — {o ； i ， a2 ， -"’a r }， 

设 me % ，…，〜，由于： r 是一条链，因此在 By ，…， 中必定有一个包含了其余 
r — 1个。不妨设它为 B v ，于是由于是线性无关的，因此 C 是线性无关的，与 
假设相矛盾。这证明了 B 是线性无关的。从而 B 是: T 的一个上界，因此 S 有一个极大 
元素 A ，从而 A 是线性无关的向量集。在 V 中任取一个向量心若《6义，则《可由4线性 
表出（因为 《=1 - a ) 0 若则 A ^ A \ J { a } 0 由于 A 是 S 的一个极大元素，因此 
AUU } 芒 S ， 从而向量集 AUU } 线性相关。于是 AUU } 有一个有限子集 A : 是线性相关 
的，必有 aGAi (否则 ， Ai 是 A 的子集，矛盾）。由于 AAU ^ GA ， 因此 AAU } 线性无关。 
从而根据命题5得，《可以由 AAU } 线性表出。因此《可以由 A 线性表岀。综上所述 
得， A 是 V 的一个基。 ■ 

既然任一域 F 上的任一线性空间都有一个基，因此我们引出下述 概念： 

定义 7设 V 是域 F 上的线性空间，如果 V 有一个基包含有限多个向量，那么称 V 
是有限 维的； 如果 V 有一个基包含无穷多个向量，那么称 V 是无限维的。 

例如，数域 K 上的 n 维向量空间 K ” 是有限 维的； K [ x ] 是无限维的，因为容易看出它 
有一个基是 

{1 ， : C ， X 2 ， … yX n ，•••}. 

定理 2如果域 F 上的线性空间 V 是有限维的，那么 V 的任意两个基所含向量的个 
数相等。 

证明 根据定义 7， V 有一个基包含有限多个向 量⑼， a 2 ，…，《„。设向量集 S 是 V 的 
另一个基，假如 S 包含的向量个数多于《个，贝！ S 中可取出 n + l 个向量:供，卢 2 ，…，戽+1， 
它们可以由 m ，…， 〜线性表出。根据引理1得，说，体 ，… ，成 +1 线性相关。这与 S 线性无 
关相矛盾。因此 | s |< 心设5={爲，择，…，馬}，根据推论2得 ，m = n 。 ■ 

推论 4 如果域 F 上的线性空间 V 是无限维的，那么 V 的任意一个基都包含无穷多 
个向量。 

证明 假如 V 有一个基包含有限多个向量，那么从定理2的证明中看出， V 的任意 
一 个基都包含同样数目的向量，这与 V 是无限维的线性空间相矛盾。因此 V 的任意一个 
基都包含无穷多个向量。 ■ 

从定理2和推论4,可以给出下述重要 概念： 

定义 8设 V 是域 F 上的线性空间，如果 V 是有限维的，那么把 V 的一个基所含向 
量的个数称为 V 的维数 ，记作 dim F V ，简记作 dim V ;如果 V 是无限维的，那么 
记 dim V = oo 。 


由定义8知道，只含零向量的线性空间的维数为0。 
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从基的定义可以看出，对于线性空间 V ，只要知道它的一个基，那么 V 的结构就完全 
清楚了。对于有限维的线性空间 V ，其维数对于研究 V 的结构有着重要的作用。 

命题 9 设 V 是域 F 上的 tz 维线性空间，则 V 中任意 n + 1 个向量都线性相关。 

证明从定理2的证明过程可以看出。 ■ 

命题10设 V 是域 F 上的72维线性空间，则 V 中任意 n 个线性无关的向量都是 V 
的一个基。 

证明在 V 中任取”个线性无关的向量心 ，心 ，…， an ，对于任意 /36 V ， 根据命题9 
得， ori ， a 2 ，…，，/?线性相关，从而根据命题5得，0可以由 cn ，£?2，… ， a „ 线性表出。因此 
ai ， a 2 ，…，是 V 的 一 个基。 _ 

命题11设 V 是域 F 上的 n 维线性空间，如果 V 中的每一个向量都可以由向量组 
ai > 0 ： 2 ，•••，《„线性表出，那么 ai ， or 2 ，… ， a „ 是 V 的一个基。 

证明从 V 中取一个基& ， 表 ，…，&， 由已知条件得，向 量组& ，& ，… ，& 可以由向量 
组 ai ， ct 2 ，…， ofn 线性表出，因此 

n = rank {ft ，占 2 ， ”. ，九 } < rank{a! ，的 ， … ， a"} < w. 

由此得出 ， rank { ai ， a 2 ，…， } = n ， 于是向量组 ai ， a 2 ，."， a „ 线性无关。因此 ， a 2 ，…， a „ 
是 V 的一个基。 _ 

命题12设 V 是域 F 上的 n 维线性空间，则 V 中任意一个线性无关的向量组都可 
以扩充成 V 的一个基。 

证明任取 V 的一个线性无关的向量组 ai ，…， ar 。若则是 V 的一 
个基。下设 r < w ， 此时 V 中必有一个向量仏不能由 ai , — , a r 线性表出，从而向量组 
⑴，…，〜 ，斤线 性无关（根据命题5)。若 r+l = n ， 则向量组，…， I ， 说是 V 的一个基^ 
若^+1<”，则 V 中有一个 向量办 不能由& ，…， a r ， 私 线性表出，从而 a ! ，…， I ，译，择线 
性无关。依次下去，可得到线性无关的向量组 

ct \ ，…， a r ， j 3\ ，体，…，戽， 

其中 r+s = n ， 从而把⑴，…， a r 扩充成了 V 的一个基。 ■ 

设 V 是域 F 上的 n 维线性空间， ai ，《 2 ，…， an 是 V 的一个基。根据命题4得， V 中任 
一 '向量 a 由基 cm ， a 2 ，…，线性表出的方式唯一： 

a = a：ai + a 2 a2 十 …+ * 

我们把系数组成的 n 元有序组（写成列向量的形式 ）（ q ， a 2 ，…， 〜）' 称为《 在基⑴ ， a2 ，…， 
a „ 下的坐标。 

四、基变换和坐标变换 

设 V 是域 F 上的 n 维线性空间，给定 V 的两 个基： 

ai ? a 2 » **• ; 戸 】，择， …，卢 》• 

设 V 中向量 a 分别在这两个基下的坐标为 

X = ，工2，•••，工 》)' ， v = (: V 】 ，： y 2 ，•.•，％)'• 

试问 ： X 与 Y 之间有什么关系？ 

首先需要把上述两个基之间的关系搞清楚。由于 m ，&，…，《„是 V 的一个基，因 
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此有 


r j3i = a n a\ +a 21 o ： 2 十 …+ CL n \a n 
p2 = a 12 ai + a 21 ai + *•* + a n2 a n 


< 


^ 1 1 4 ^2nO. 2 I ••• I ^ nnO^ n * 

为了使推导过程简洁，我们引进如下一种形式的 写法： 


priori 十 Xtai 


_ » « 


+ x n a n — (a"a ： 2 ， ”• ， a„) 


「工1 


x t 


x n 


进而把 （8) 式写成 


( 8 ) 





^11 

^12 

… ^ln ] 

( A ， J & ，… ，疼） = 

= (ai 9 02 ，… fOn ) 

<221 

擊 

« 

_ 

a 22 

參 

_ 

參 

… CL 2n 



<^nl 


… Cinn 


( 10 ) 


我们把 （10) 式右端的矩阵记作 A ， 称它是基⑴， a 2 ，…，《„到基斤，体，… ，禺 的过渡 矩阵。 


于是 （10) 式可以写成 


(Pi ，氏，…， Pn) = ( ai ，0：2 ，…， A ) 儿 (11) 

引进形式写法的好处不仅在于使表达方式简洁，而且由于形式写法是模仿矩阵乘法 
的定义，因此矩阵乘法所满足的运算法则对于形式写法可以类似地证明其成立。还可以 
定义： 


( ai ， o ：2 ，…， ) 十（卢1，体，…，私 ） : = (cn +供 ， a 2 + 典，…，+沐）， 

々（ ai ， a2 ，…， : = (ka\ ^kaz jka n ). 


( 12 ) 

(13) 


它们分别类 似于〃 元有序组的加法和纯量乘法。因此形式写法满足下列运算 法则: 


[( ai ， o ：2 ，… ， a n ) A]B = ( ai ， af 2 ，…， a „) CAB ) , (14) 

( ori ，幻，…， a „ )A + ( ai ，《 2 ,…， = ( cr ]， ar2 ，*“， a n )(A + B )， （15) 

( ari ， a ；2 ，…， a „ )A 十（爲 ，和，…， = ( a ' + /?i jat + 择，… ， a „ 十爲 ） A ， (16) 

[是 ( ai ， a：2 ，…， a«)]A = ( ari ， a 2 ， …， ) (M ) = 々[(。"幻 ， … ， ar n ) A ]. (17) 

利用形式写法满足的运算法则，可证明下述 命题： 

命题 13 设 ari ， a ；2 ，…，是 V 的一个基，且向 量组戸 1，爲 ， … ，成 满足 

(趴，恥，…，= ( ai ， a ；2 ，…， a „) A ， (18) 

则 A ， ft ， … ，疼是 V 的一个基当且仅当 A 是可逆矩阵。 

证明 A ， A ， … ，戽是 V 的一个基 
<=>负，择，…，爲线性无关 

<=> 从是 1 译 +^2^2 H - \-k„j3„ = 0 可推出 k\ = kz = 〜 = k n =Q 


< 






> 从(说， 決，…，疼） 

k z 

m 

m 

■ 

= o 可推出 

k 2 

• 

• 

参 


K 

\ > 


k n 

V > 
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域 F 上线性空间的基与维数 


■ 


161 





(19) 

( 20 ) 


8. 1. 2典型例题 

例1检验下列集合对于所指的加法和数量乘法是否构成实数域 R 上的线性 空间： 

(1) 所有正实数组成的集合 R +， 加法与数量乘法的定义为 

= R + ， (21) 

kQa — a k , V a G R + ? ^ G R ; (22) 

(2) 区间 U ， M 上的所有 n 次可微函数组成的集合，记作(^"(〜“，对于函数的加法 
与数量乘法。 

解 （1) 由于对任意 a ,66 R + 4 6 R ， 有 abeR + ，V 6 R + ，因此用 （21) 、 （22) 式定义 
的加法和数量乘法的确是 R + 的运算。对任意 a ，6， c6R + ，有 

a @ b = ab = ba = 6 © a , 

(a ㊉ 6 ) ㊉ ( ab、c = aibc ') 

由于对任意 a6R +， 有 

a ® 1 = al = a , 

因此 1 是 R + 里对于用 （21) 式定义的加法的零元素。又由于 
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a ff) —- — (x ~~ = 1 ， 
a a 

因此 R+ 里每个元素 a 都有对于用 （21) 式定义的加法的负元素1。 

a 

对任意 4 J6R， 有 

10a = a 1 — a , 

= a w = (a l ) k = (Z©a) A = 々 ©(/©a )， 

(k + l) ©a = a k+l = a k a l = (k@a) © (/0a), 

々 ©(a ㊉ 6) = kQ Cab) = {ab、 k = a k b k = (是 ©a) ㊉ (k®b) • 

因此 R+ 对于用 （21)、（22) 式定义的加法与数量乘法成为 R 上的一个线性空间。 

(2) 设 /， g6C u) (〜6)，由数学分析课程的结论知道，/+尽，々/6(^ ) ( a ，6)， 其中 
々6R。 因此函数的加法与数量乘法的确是 C (n> (a，6) 的运算。 

容易验证 C (n) U，W 满足关于加法与数量乘法的8条运算法则，因此 C <n) U ，6)对于函 
数的加法与数量乘法形成 R 上的一个线性空间。 

点 评：例 1的第 （1) 小题中，1是 R+ 对于用 （21) 式定义的加法的零元素，1是 a 对于 

a 

此加法的负元素。由此看出，线性空间中的“零元素” ，一 个元素的“负元素”是由该空间中 
定义的加法来决定的。 

例1的第 （1) 小题中， R+ 是实数域 R 上的线性空间，因此在作数量乘法 kQa 时4是 
实数，而 a 是正实数。这一点需要加以注意。即若V是域 F 上的线性空间，则作纯量乘 
法时，是把域 F 中的元素与V中的元素相乘。因此对于线性空间，一定要明确它是哪个 
域上的线性空间。 

例 2设V是复数域 C 上的一个线性空间，如果加法保持不变，而数量乘法 改成： 

k*a = ka^ y ik ^： C ? aG V* (23) 

其中1是6的共轭复数。试问 ：集合 V对于原来的加法和用 （23) 式定义的数量乘法是否 
构成复数域 C 上的一个线性空间？ 

解 V对于原来的加法当然满足4条运算法则。又由于 

1 • a — la = la — a ? 

(kl) • a = kla = k la — kil • a) k • (/ • a) » 

(k + /) • a = k la —— (^+7) a —— ka + Ia — k*a~\-l m a^ 
k • (a + 月 ） =kCa + 口 ) — ka+kp~k*a + k*Pj 
其中&)96\^/6(：，因此\^对于原来的加法和用（23)式定义的数量乘法构成复数域上 
的一个线性空间。 

点评： 从例2的解法可以看出，关键是复数的共轭具有保持加法和保持乘法的 性质: 

『，因此复数域上的线性空间V对于原来的加法和用 （23) 式定义的数量 
乘法也成为复数域上的一个线性空间。虽然这两个线性空间作为集合是同一个集合，而 
且它们是对于同一个域而言，但是其中的数量乘法却不一样，因此它们是复数域上不同的 
线性空间。由此受到启发，对于域 F 上的线性空间V,如果加法保持不变，但是纯量乘法 
改为 
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k • a = a (^) a » V ^ Fta G V , (24) 

其中 a 是域 F 到自身的一个非零映射，且 a 保持域 F 的加法和乘法（此时称 a 是域 F 的一 
个非零自 同态） ，那么 V 对于原来的加法和用 （24) 式定义的纯量乘法也成为域 F 上的一 
个线性空间，这是与原来的 V 不同的线性空间。 

例3 实数集 R 的下列子集对于实数的加法，以及有理数和实数的乘法是否形成有 
理数域 Q 上的一个线性空间？ 

( 1 ) 全体正实数 R +; ( 2 ) Q ( V2 ) = { a + 6V2 | a , 6eQ }. 

解 （ 1 ) 由于孕 R +， 因此有理数和实数的乘法不是 R + 的数量乘法。 
从而 R + 对于实数的加法以及有理数和实数的乘法不是 Q 上的线性空间。 

( 2 ) 在本套教材上册 1.3 节中已经证明 Q ( V ^) 是一个数域，因此 Q (#) 对于实数的 
加法以及有理数和实数的乘法封闭，并且满足线性空间定义中的 8 条运算法则，从而 

Q ( v ^) 是 Q 上的一个线性空间。 

点评： 从例3的第 （2) 小题可以看出，一般地，若域 E 包含域 F ， 则 E 对于域£：的加 
法以及 F 中元素与 E 中元素的乘法形成域 F 上的一个线性空间。 

例4 用 F 00 表示域 F 上所有无限序列组成的集合，即 

F °° = Ka !， a 2 ， a 3 ，… ） | a , 6 F，i = l ，2,3 r “}. 

在中定义加法与纯量乘法 如下： 

(ai ， a 2 ， a 3 ，•••）+ ( 匕， 6 2 ， 6 3 ， … ）： = (a! 十 6! ， a 2 + 6 2 ， a 3 + 63 ，…）， ( 25 ) 

， a 2 ， a 3 ， … ）： = {ka x ， ha z ， kaz ，…、 • ( 26 ) 

试问： 是否为域 F 上的一个线性空间？ 

解 容易验证 F 00 中由 （25) 式定义的加法满足交换律和结合律，（0,0,0,…）是零元 
素，（一 ai ，一 a2 ，…）是(〜，七，…）的负元素。也容易验证关于纯量乘法的4条运算法则。 
因此成为域 F 上的一个线性空间。 

*例5 在 R °° 中，序列 （ a ， a 2 ，心，…）称为满足 Cauchy 条件，如果任给 e > 0 , 都存在正 
整数 N ， 使得只要 m ， rz > iV ， 就有 | flwi — aJ < e 。 试问： R °° 中所有满足 Cauchy 条件的序列 
组成的子集 W 对于用 （25) 、（26)式分别定义的加法和数量乘法，是否成为实数域 R 上的 
一 个线性空间？ 

解 设(〜 ，〜，心， …）与 （ h ， 6 2 ， 6 3 ，…）都满足 Cauchy 条件，则任给€> 0 ,存在正整数 
, N 2 ，使得只要 m , n>Ni , m 9 n > N z ，就有 

1 | < 奮， \ b m — b n I < 

取 N = max { Ni ， N 2 } ，则只要 就有 

] ( a m + b m ) — ( a „ + b „) | ^ | ( a „ — a n ) + ( b m — b „) | < e . 

因此 (A + 61 ， a 2 + 6 2 ， a 3 + 63 ，…）也满足 Cauchy 条件，即 W 对于加法封闭。 

设(〜 ，心，心 ，…）满足 Cauchy 条件，对于 keR * ，任给 e > 0 , 存在正整数 AT ， 使得只要 
m ， rO>N ，就有 

I I < ^- ^ • 
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从而 

I m n I 1^11 a” | £• 

于是 （Aai , ka 2 ，…）也满足 Cauchy 条件。又显然 0(a】，a 2 ，a 3 ，… ） = (0 ，0，0，… ）G W。 因 
此 W 对于数量乘法封闭。 

由于是 R 上的一个线性空间，因此 R 00 的子集 W 也满足加法的交换律、结合律， 
以及有关数量乘法的 4 条运算法则。显然， (0,0,0,-) 是 W 中的零元素。若 
(«!，a 2 ，a 3 ，…）满足 Cauchy 条件，则显然 （ 一〜，一 a 2 ，…）也满足 Cauchy 条件。因此 W 
满足线性空间定义的8条运算法则，从而 W 是 R 上的一个线性空间。 

*例 6 证明 ：线性 空间定义中的加法交换律可以由定义中的其他运算法则推出。 

分析 设V是域 F 上的线性空间，任取要证《+/? = 0+«。两边加上 
— (卢 +GT) ，得 

(a+^9) + [- (jS + a)] = C^+a) + [- (^+«)] = 0. (27) 

这启发我们去证 （27) 式成立。如果能证明 （27) 式成立，那么在 （27) 式两边加上 (ff a )， 得 

(a 十辦十 [― ( 卢十 《)] 十（卢十 a) = 0+( 卢十 a ). (28) 

为了从 （28) 式得出《+#=/?+〜需要证明下述两个 式子： 

— (^9+a) + ip-\~a) = 0, 0 + (^9+ a) = /?+ a? 

并且要证明V中零元素唯一，每个元素的负元素唯一。在证明 （27) 式成立时，拟采取的 
思路是 

(a 十妒 +[— (^+a)]= (a+^9) +[(-1)(^ + «)] 

= a+^S+(-1)^+(-l)a 
— a + /?+ ( —卢）+ ( — a) 

— a + 0 + ( — a) = 0. 

为此需要证明 VyGV ， 有（一 l ) y =— y 。 而为了证明这一点，需要证明 0 y =0。 这样，证明 
的思路就清楚了。 

证明 设 V 是域 F 上的线性空间，任取 

第1步设3是《的一个负元素，则《+$=0,从而3+(«+扪=3+0。 

根据加法结合律和零元素的定义，得 


(^ + a) + 8 = 

二占. 

(29) 

设々是^的一个负元素，则从 (29) 式得 



(5 1 + a) H - + 7^ - 


(30) 

根据加法结合律和负元素的定义，得 



id H - a) +0 二 

- 0. 



根据零元素的定义得， 3 +a = 0。 

第2步根据负元素和零元素的定义、加法结合律以及第一步证得的结论，得 


0 + a = (aH~^) + a — a + (^ + a) — a + 0 = a. 

第 3 步若 0, 也是 V 的一个零元素，则根据零元素的定义以及第二步证得的结论， 


可得 


0 = 0 + 0! = 0i. 
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因此 v 中的零元素唯一。 

第4步若&也是《的负元素，则 

占 1 = 0 + ft =(沒 ~h a) 十占 1 = ^ + (of + A ) — ^ 0 = ^, 

因此 a 的负元素唯一。由于 a 是 V 中任一元素，因此 V 中每个元素的负元素都唯一。 

第5步线性空间的性质3的证明没有用到加法交换律，因此 0^ = 0. 

第6步线性空间的性质6的证明没有用到加法交换律，因此（一 l ) a =_ a . 

第7步根据运算法则（5)，（8)、第6步的结果、结合律以及零元素和负元素的定义， 

可得 

( a + jS ) + [- (^+ a )]- (a + 和十[(一 1)(0+«)] 

= (a + 卢） + [( — 1) 卢 + ( — l ) a )] 

= (a + ^) + [(-^) + (- a )] 

= a +[^+(~^)] + (- a ) 

— (a H~ 0) + ( — a) 

=a + (— a ) — 0. (31) 

根据第 2 步的结论、 （31) 式、结合律以及第一步的结论，得 

( 3 ~\~ a = 0 + (^3+ a ) 

= {( a + 召）+ [—（卢 +«)]} + ( 卢 + a ) 

— (a + ^9) + {[ —— （/? + a ) ] + (^9 + a ) } 

— (a ~h /?) -h 0 — a ( 3 , 

因此 V 中加法交换律成立。 ■ 

例7在定义域为实数集 R 的所有实值函数形成的 R 上的线性空间 R R 中 ， sin X ， 
cos j 0 jG x sin X 是否线性无关？ 

解设 hsin j :+ 是 2 cos ：1：+是 3 #5111 j : = 0. (32) 



代入 （32) 式。要注意如果让 x 分别取 0， f ，7 T ， 那么所得到的三元一次方程组有非零解， 
但不能由此推断 sin ^,cos x , e " sin ^ 线性相关，这是因为所得到的非零解只是在 x 取值 
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0,y , 7T 时，能使 tsin x + k 2 cos x + ^ae'sin 工= 0,却无法在 x 取任意实数值时，都使 


^isin jc + A 2 cos x+^ 3 e J sin x = 0。 因此所得到的非零解不能使 （32) 式成立，从而推不出 
sin jc,cos x,e x sin x 线性相关的结论。 

例8设 /i (：c) ，/ 2 (x) ，… ，/„(x) 6 C (n_1) [a，6] ，令 


W ( x ) = 


,1 ( 工） 

/ 2 (x) 

… f n ioO 、 

,1’( 工） 

_ 

• 

/V ( 工） 

• 

• 

… /:( 工 ) 

參 

• 

• 

fr l) (x) 

攀 

/r ：) (^) 

■ 

• 

… flr l} (x 


(34) 


称 Wronsky (朗斯基)行列式。 

证 明：如 果存在々6[>,6]，使得你(^。）#0，那么 /“x)，/〆^)， … ，人 （x) 线性无关。 
证明设 h/l (JC) 十々 2 /*2 (J：) 十…十々”/” （:c) =◦. (35) 

在 （35) 式两边分别求1阶，2阶，…， n— 1阶导数，得 

十… + t /:( x ) = 0， 

^ i / r (- r )+^ 2 fzU ) h — = o , 

J (36) 

• «•_ _#» 畢# ♦ 

h - ht/ 广 1 〉（x) = o. 

让 x 取值 x。 ，从 （35) 和 （36) 式得到 


^ i/i (^： o ) + 是 2 / 2 ( 工。） H +々„/„( x 0 ) = 0， 

是 i/i’( ： o) + 々 2/2’ (Xo) 十 … +k n f^(x 0 ) = 0, 

^ kifi(jOo) + k 2 /《’(Xo) + … 十々” f!!(jc 0 ) = 0, (37) 

■鲁鲁 • • * _■_ 拳攀# #«鲁 

k , fr u u 0 > + k 2 fr l) (々）+ 〜 + k n /^ u u 0 ) = 0 . 

n 元齐次线性方程组 （37) 的系数行列式正好是 wu。）。 由已知条件， wu。） 參0,从而方 
程组 （37) 只有零解。即 


ki = k 2 = = k n = ()• 

因此 A U ) ，/ 2 U ) ，… ， A ( x ) 线性无关。 ■ 

点 评：例 8给出了 [ a ，6] 上 n 个 n — 1次可微函数/^^、^(^^，…，//:^线性无关 
的一个充分条件 :存在 1。6[〜6]，使得 WU 。） 关0。注意这个条件不是必要条件，即从 
/ iU )，/ 〆 ^:)， …， /„( x ) 线性无关推不出“存在使得 WU 。） 參0”。换句话说， 
从“\/工6[^6]都有你(1)=0”推不出/ 1 (1)，/ 2 (^)，_"，/„&)线性相关的结论，更详细 
的可参看下面的例9。其原因是，虽然 Vx 6[ a ，6] 都有 W ( x ) = 0, 从而相应的齐次线性方 
程组有非零解，但是这组非零解是依赖于 x 的，即对于^^6[〜6]且心关1 2 ，相应的齐 
次线性方程组的非零解可能不成比例。因此无法找到公共的一组非零解，…， I ，使 
得 Vx €[ a ，6] 都有是十… + t /“ a :) = 0。 从而无法判断 /^ xh / zU )， 
…， /» U ) 线性相关。在“▽工6[〜6]都有狄(1)=0”的情形下，需要用定义去判断/ 1 (^)， 
/ 2 ( x )， …， / n ( x ) 是线性相关还是线性无关。此外，如果 A ( x )，/ 2 (- r ),»*,/„( x )6 <J 
Wronsky 行列式 WU ) 不容易计算，那么可以用定义去判断。 
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例 9在实数域上的线性空间 R R 中， x 2 ， xk | 是否线性无关？ 

解设 k l x 2 ~hk z x\x\=0, (38) 

让1分别取值1， 一 1，从 （38) 式得 

+ k t = 0 ， 

1^1 — k 2 = 0 . 

解得，= 0，々2 = 0。因此工 2 ，>3： I JC I 线性无关。 

点评： 例9中的函数/ 2 &)=工|刻在（一^，+^)有一阶导数，因此 X 2 ， ilx | 有 
Wronsky 行列式： 

W ( x ) = I 丨=0， V x G 00 ，+ °°). 

2x 2 | x | . 

由此看到，虽然 * r 2 ，x | x 丨的 Wronsky 行列式 W ( x ) =0, V R ， 但是 x z ,x\x\ 线性无关。 

例 10 在实数域上的线性空间 R R 中 ， sin x,cos x , sin 2 x , cos 2 x 是否线性无关？ 

解 sin x，cos Xf sin 2 : c ， cos 2 :c 的 Wronsky 行列式为 

sin x cos x sin 2 X cos 2 X 

cos x — sin x 2 sin xcos x — 2 cos xsin x 
W ( x )= . . 

— sin x — cos x 2 cos 2 x — 2 cos 2x 

—— cos x sin x —— 4 sin 2x 4 sin 2x 



因此 sin x，cos j :， sin 2 x , cos 2 X 线性无关。 

例 11 证明 ：在 实数域上的线性空间 R R 中，对任意自然数 n ， 有1 ，cos x，cos 2工 ，…， 
cos nx 线性无关。 

证明 对 n 作数学归纳法 。 n = 0 时，1线性无关。假设 n — 1时命题为真，来看 n 的 
情形。设 

k 0 1 + k x cos x + 々 2 cos 2x + *•* + 々 „cos nx = 0. (39) 

在 （39) 式两边求 1 阶导数和2阶导数，得 

—— ki sin x —— 2k z sin 2x —— ••• —— „sin tit = 0 ， (40) 

— ki cos x —— 4 是 2 cos 2x —— —— n 2 k n co ^ rue = 0. (41) 
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从而界是有理系数多项式 /(• r ) = <2 t 3 + a 1 :c + a 2： c 2 + — + a 7 I „ 1 x n _1 的一个实根，又显然界是 
有理系数多项式 g ( x )= x n — 3的一个实根，因此把 /( x )， g (: c ) 看成实系数多项式时，它 

们有公共的一次因式 x —乃"，从而它们不互素。由于互素性不随数域的扩大而改变，因此 
在 Q [ x ] 中 ，/(： c ) 与 g (: c ) 也不互素。根据 Eisenstein 判别法知道， g ■(: c ) = jr n — 3是 Q 上的 
不可约多项式。于是在 Q [: r ] 中， gU ) |/( x )。 从而 deg g •(: r)<deg /( x )。 由此得出， 

1，矛盾。因此1，界，#，…，线性无关。 ■ 

点 评：例 13的证题关键是从 （46) 式联想到 W 是多项式 /(: c )= a Q + ai :c + …十 

1 的一个实根，并且联想到乃"是3的一个实根。从而在 R [ i ] 中， / U ) 
与尽(: r ) 不互素。然后利用互素性不随数域的扩大而改变，以及不可约多项式与任一多项 
式的关系只有两种可能，推出矛盾，完成了反证法。由此体 会到： f 学-增吁争宁亨寧旱 

f 寧巧考-呀 1 卒。 . 

* ' W 14* k 詣： 实数域 R 作为有理数域 Q 上的线性空间是无限维的。 

证明假如 R 作为 Q 上的线性空间是有限维的，维数为 n ， 则 R 中任意 n +1 个数都 

线性相关。但是据例13的结论得 ： 1，” + ^/ + #，一/ + #线性无关，矛盾。因此 R 作为 
Q 上的线性空间是无限维的。 ■ 

例15设 C 是数域 K 上的72级循环移位矩阵，即证 明：在 
数域 K 上的线性空间 MJK ) 中， J ， C ， C 2 , …， C "— 1 线性无关。 

证明根据本套教材上册 4. 2节例11的结论(或直接计算）得 


a x a z a 3 … a n 

n , a n a i a z … a^i 

a \ I + a 2 C + a 3 C 2 + •** + = 

• »_ •拳 _ • • • ■蠡# 

a 2 a 3 a 4 … a x 

< 

从而由 A i "+ a 2 C + a 3 C 2 十… + a n C n ~ 1 = 0 可以推出 

a \ = a 2 ~ = a n = 0 . 

因此/，(^，(^，…，(^^线性无关。 

例 16 求下列数域 K 上线性空间的一个基和 维数： 

(1) 数域 K 上所有 sXn 矩阵组成的线性空间 M sX „( K ) ; 

(2) 数域 K ： 上所有 n 级对称矩阵组成的线性空间。 

解 （1) 任取 a =( 〜） eM sX „ ao , 有 


A = 2 y^ajjEjj ， 

i = l j ~l 

其中 A 是只有元为1，其余元素都为 0 的 5 Xn 矩阵（称为基本矩阵）。假设 


(47) 


s n 

> ^ : 是幻 E jj — 0» (48) 

t = 1 ) = 1 

由于 (48) 式左端等于 （ i ， j ) 元为岣的 sXn 矩阵，因此从（ 4 幻式得，岣 =0 A < i < sA < j < n o 
从而 

Eu ， E 12 ， … ， E lrt ， E 21 ， … ， E 2 „ ，…， ，…，心 （ 49) 
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线性无关，结合 （47) 式得， （49) 式给出的 m 个基本矩阵是线性空间 A ^ x „(/ C ) 的一个基。 
从而 

dim M sX „( K ) = sn . (50) 

(2) 据本节习题第3题， W 是 K 上线性空间。 K 上任一 n 级对称矩阵 A 具有形式 




a 12 

«13 

… CL\n ^ 



^12 

^22 

<323 

… CL 2n 


mi 

<2l3 

• 

• 

^23 

• 

_ 

^33 

• 

• 

… a 3n 

• 

• 

• (51) 


• 

<^\n 

• 

<^2n 

• 

a 

* 

… a nn 



从而 A = an E n + a 12 + £ 21 ) + ( E 13 十 £ 31 ) 十… + a ln ( Ei „ + E ni ) + 

^ 22 E Z2 + a 23 (E 23 + E 32 ) + "* + a 2 „(E 2 n + E n2 ) + *■• + a„„E nn . 

假设 k u E n + k l2 ( E 12 + E 21 ) + k n ( E 13 + E 31 ) + … +1 ( E ln + E nl ) + 

是 22E22 + 々23 (£^23 + ) + … + ) + … + U „„ = 0. (52) 

由于 {A u = l ，2 , …， 《;J = 1，2, …，幻是 M , X „( K ) 的一个基，因此从 （52) 式得 

= k n = k u = ••- = k ln = k 22 = k 23 = ••- = k 2n = … = k nn = 0. 

从而 

E n ，£ i 2 + E21 ， E 13 十 E 31 ，… , E ：„ + E„i , E 22 fE 23 + E 32 , , E 2n + E n2 »••• 9 E „„ (53) 

线性无关。又它们都是 n 级对称矩阵，因此它们是％的一个基。于是 

dim Vi = n + ( n - l ) H - h 2 + l = n(w ^ n . (54) 

乙 

例 i 7 求例 1 第 a ) 小题中的实数域上的线性空间 r + 的一个基和维数。 

解任取一个正实数 a ， 有 

a — e lna = In a©e» 

这表明 a 可以由 e 线性表出。 

设 6© e = Ulje A = l 。 由此推出々 = 0。因此 e 线性无关。从而 e 是实线性空间 R + 
的一个基。于是 

dim R + = 1. 

点评： 从例16和例17看到，在求线性空间 V 的一个基和维数时，通常是先把 V 中任 
一向量《表示成某个向量组 ttl ， a 2 ，…，^的线性组合，然后去证明 ai ，《 2 ，… ，〜 线性无关， 
于是 ari ， a 2 ，…， or „ 是 V 的一个基，从而 dim V = n 0 

例18 求数域 K 上线性空间 K [ x ]„ 的一个基和维数。 

解 K [ x ]„ 中任一多项式 /(: r ) 可以表示成 

/(x) = a 0 + aix + a z x z + … + a^iX^ 1 . 

假设 A 。 l+hx + 走 2j : 2 + … ~\~ k n - iX n ~ l = 0,则由 一 '元多项式的定义得，是。 =々 i = = …= 

总-^=0。因此 l ，:^ 2 ，*"，^ 1 线性无关，于是这就是 K [ x ]„ 的一个基。从而 

dim K 匸= w . 

例19 求数域 K 上线性空间 K [: r ] n 的3个基。 

解例18已求出了 K [ x ]„ 的一个基。 



域 F 上线性空间的基与维数 




171 


_ 


从数学分析中的泰勒公式受到启发，考虑 


1 ,x — a , (jc - a) z ，…， （x — a)" -1 » 


其中 a 是 K 中任一非零数。假设 


k 0 • 1 + ( x —— a)~h 是 2( 工—— a ) 


+ h (x — a) 


不定元 x 用: r + a 代入，从上式得 


k Q • 1 kiX k 2 x 2 + ••• + k ^\ x ' 


由此得出 走。 = 々2 = … 1 =0. 

因此， l，x — a，（:r — a) 2 ，…， （x — a ) n — 1 线性无关。又由于 dim K [ x ]„ = w ，因此根据命题 
10 得，这就是 K [: rl 的一个基。 

根据 7. 6节中的拉格朗日 （ Lagrange ) 插值公式，任意给定 / C 中 n 个不同的数 c !， c 2 ， 
…， ，对于 K [ x ] n 中任一多项式 / U )， 有 


7J - 1 


/( x ) = 


jjc — ) •••(■!： — 1 ) (x — Q +1 ) …（工 一 C n ) 

(Ci - Cl ) … (C| — CVl ) (Ci — 。+1 ) … (C| — c n ) 


(55) 


记片 ,0) = (x —CjXc, — Cj) 


1，2，."， w ， 则 




n 


/( x ) y ^ J f ( c i ) g l ( a :). 


(56) 


又由于 dim K ；[： c ]„ = 7?， 因此根据命题 11 得，兒 1 ( J ：) ，尺 2 (工），…，是 K [ x ]„ 的一个基。 
点评： 从例19中可以看出，联想在解题思路中起着关键的作用。联想到泰勒公式， 




去探讨 l,：r — a ， （: r - a) 2 , …， （x — aV 1 是否为 KDr ]„ 的一个基。联想到拉格朗日插值公 


式，找出了足 1 O ) ， 兒 2 ( 了） ，… ，仏 （工） ，其中兄,( I )二 If (了― ) 


1，2，".，”；然 


后去说明这就是的一个基。从例19中还可以看岀，当知道了线性空间 V 的维数 
为 n 时，就可以运用命题10或命题11去求 V 的一个基，这简便得多。 

例20分别求实线性空间 R [ x ]„ 的元素 / U )= a Q + qx + … 1 在例19中 

的3个基下的坐标。 

解显然，/(:^二如+〜上+…+〜—…^^在基 l ， x ， …， jc ” -1 下的坐标为 


+ am n - 1 在基 l ， x ， …，下的坐标为 
(^0 ，“1 ，*•• 一 1 ) . 


根据泰勒公式（注意 /^( d ^ o )， 得 


1 firr-l) ( \ 

fix) — /(a) + f ia){x — a) + —(jc — a ) 2 + … + — i); _ a ) 

因此 /( x ) 在基 1 ，x — a， （: c — a) 2 ，…， （x — a )”— 1 下的坐标为 


( a ) 


(/( a )，/' U ) ，吉 /' U ) ， … ， (二” 广 1 ⑷ )'. 

从例 19 的解题过程的 （56) 式知道， /( x ) 在基心（: r )， g 2 ( x )，〜_ 

(/(q ) ， /(c 2 ) ，…， /O”）)'. 

例21把域 F 看成自身上的线性空间，求它的一个基和维数。 
解 设 e 是域 F 的单位元，任取 aGF ， 都有 


下的坐标为 


假设心 = 0,则々 = 0,因此 e 线性无关。从而 e 是域 F 上线性空间 F 的一个基。于是 
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[<22 a 3 a 4 … a ： j 

称为循环矩阵。把数域 K 上所有 n 级循环矩阵组成的集合记作 V 。 

(1) 证明： V 对于矩阵的加法和数量乘法成为数域 K 上的一个线性 空间； 

(2) 求 V 的一个基和维数，并且求循环矩阵 A 在这个基下的坐标。 

(1) 证明设 A ， B 分别是由〜 ，〜 ，…，〜和 6 h 6 2 ，•••，&„形成的 n 级循环矩阵，则 
A + B 是由〜+乂 ， a 2 十6 2 ，…， a n +6„形成的循环矩阵，是 A 是由是 a ! ， …， ka „ 形成的循 
环矩阵，因此矩阵的加法和数量乘法分别是 V 的加法和数量乘法。显然它们满足线性空 


dimir F = 1. 

例22数域 K 上一个给定的 n 级矩阵 A 的所有多项式组成的集合记作 / C[A 

(1) 证明 K [ A ] 是 K 上的一个线性 空间； 

(2) 取3级矩阵 A 为 


「10 0、 


A 


0 ay 

0 0 


0 


2 


其中 


— 1+ V^i 


0 


求 K [ A ] 的一个基和维数。 


(1) 证明 7.1 节已经证明 K [ A ] 是一个环，于是 K [ A ] 有加法运算，且满足加法的4 
条运算法则。从 K [ A ] 的乘法特别地可以得出 K [ A ] 的数量乘法，且满足关于数量乘法 
的4条运算法则。因此 K [ A ] 是 K 上的一个线性空间。 

(2) 解由于 a > 3 = l ， 因此 


■ 


A 


3 


rl 

0 

o 、 


rl 

0 

0 、 

0 

3 

CO 

0 


0 

1 

0 

0 

V 

0 

u 2 ) 3 

> 


0 

0 

1 

J 


从而 K [ A ] 中任一元素可表示成 


假设 koI + kyA + kzA 2 =0 


o 


doI + d.A-hdzA 
比较主对角元得 

k \ ~\~ ^2 ~ 0 9 

k Q + ^ ia > + k 2 a / — 

2 


0, 

: 0. 


(57) 


是 0 + k\0) 6 - k 2 co A — 

齐次线性方程组 （57) 的系数矩阵的行列式是3阶范德蒙行列式，由于 l ， a ;， a > 2 两两不等， 
因此这个行列式的值不等于0。从而方程组 （57) 只有零解。于是 

^0 — ^1 = ^2 = 0* 


从而 I ， A ， A 2 线性无关，因此它是 K [ A ] 的一个基。于是 


dim K [ A ] = 3. 


例23数域 K 上的 w 级矩阵 


< a 

•• 

參 • 

_ ' 

3 2 

a a 

2 1 
a a 

1 n 

a a 

V . 

II 

A 
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间定义中的8条运算法则，从而 V 是数域 K 上的一个线性空间。 ■ 

(2) 解用 C 表示 n 级循环移位矩阵（见例15)，则根据例15的证明过程知道， 

A. = a\l + a2 C a^C 2 + … + a^C^ 1 . 

又例 15 已证 J ， C ， C 2 ，…， C 7— 1 线性无关，因此这就是 V 的一个基。从而 dim V = n ， 并且 
A 在基 I ， C ， C 2 ，… ， C "— 1 下的坐标为 U " a 2 ， a 3 ，… ， aj f 。 

点评： 根据本套教材上册 4. 2节的例12,两个〃级循环矩阵的乘积仍是循环矩阵，因 
此 V 中还有乘法运算，且它满足结合律和左、右分配律，于是 V 对于矩阵的加法和乘法成 
为一个环。 


例 24 求 Klx , ，: r 2 ，…， x n ] 中 m 次齐次多项式组成的线性空间 W 的一个基和维数 
解 K[xi , x 2 ，•- - ， x „] 中任一 m 次齐次多项式形如 

a, ii2 … 、 : r; 】 工 $ ".xlr • 


Q 


根据《元多项式的定义可得出，集合 


{x[^ JC^ i ii + it + + in = m} 


(58) 


线性无关，因此这就是 W 的一个基 


Q 


为了计算 （58) 式给出的集合中元素的个数，把这个集合的每一个元素对应于由 m 个 


小球和 n 根小棍排成的 一行: 


O … O I O … O I 


0-0 


(59) 


2 


2 


n 


n 


其中最后一根小棍的位置是固定的。显然，集合 （58) 中不同的元素对应于 （59) 中不同的 
排法； （59) 中每一种排法对应于集合 （58) 中一个元素。因此集合 （58) 的元素的个数等于 
形如 （59) 的排法的总数。而后者等于(或，从而 


dim W = . 


例 25 设 


工1 


x 2 — ix 3 


x t + ix 


， x 3 6 R 


X\ 


(1) 证明： V 对于矩阵的加法和数量乘法成为实数域 R 上的一个线性空间 

(2) 求 V 的一个基和 维数； 

(3) 求 V 中元素 


Xi 


oc t + 


x 2 — ix 3 


工1 


在第 （2) 小题求出的一个基下的坐标。 

(1) 证明显然 V 中两个矩阵的和仍属于 V ，任一实数与 V 中矩阵的乘积仍属于 V ， 
且满足线性空间定义中的8条运算法则，因此 V 是实数域上的一个线性空间。 ■ 


(2) 解 V 中任一矩阵可表示成 


Xi 


X 2 — 1X 3 


x z + ix 3 


工1 


尤1 


0 — 1 


x 2 


工 3 


(60) 


其中等号右端的3个矩阵都属于 V 。假设 


■ 
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+ kz 





则 


由此推出 ， h 


kz — i^3 

、 

= 0 9 k 2 ~0 9 k 3 —0 o 因此 


是 2 + i 々3 ， 
— ki 




(o -°^(： ：)•(-.；) 

i 

线性无关。从而这就是 V 的一个基，于是 

dim V == 3. 

(3) 解 从 （60) 式得出，所给的矩阵在第 （2) 小题求出的 V 的一个基下的坐标 
为 ( xi ， jc 2 ，: r 3 )’. 

例 26 设 V 是域 F 上的一个 n 维线性空间，域 F 包含域£:， F 可看作域£：上的线 

性空间（其加法是域 F 的加法，纯量乘法是 E 中元素与 F 中元素在域 F 中做乘法），设 
dim E F = m 。 

(1) 证明: V 可成为域 E 上的一个线性 空间； 

(2) 求 V 作为域£：上线性空间的维数。 

(1) 证明 由于 EGF ， 因此£：中元素与 V 中向量可以按照 F 与 V 的纯量乘法来做 

E 与 V 的纯量乘法。 V 对于原来的加法以及£：与 V 的纯量乘法显然满足线性空间定义 
中的8条运算法则，因此 V 成为域£：上的一个线性空间。 ■ 

(2) 解 V 作为域 F 上的《维线性空间取一个基 : ai ， a 2 ，…，^。 F 作为域 E 上的 m 

维线性空间取一 个基: ，/ 2 ，…， / m 。对于 V 中任一向量《，有 

a = k x a\ + k 2 az + ••• + k n a„ » 6 F,i — 1,2 , ••• , n. 

对于 F 中元素 MfGU ，2, …， 《})，有 

k , = e n /i + e i2 f2 H - 6 E，j = l ，2，“.， m . 


n n m n m 

因此 CL = > ^ kiCti = > : ( 〉 : — > :〉: ^ij (/^ a t ). 

1 = 1 i = 1 j = 1 i = l j = 1 

这表明 V 中任 一 向量 or 可以由 / iai ，/2 ffi ， … ， f m ai，.“ ffi a n ， fzot n ，"• ，/ m a „£ -线性表出。 


n m 

假设 

1 = 1 ; = 1 

其中心6£，!’=1，2，".，?2;^ = 1，2，-"，7?1。贝!1 

n m 

S ( E ^/ o - 

i = 1 7 = 1 

由于 ai ， a 2 ，…，在 F 上线性无关，因此从上式得 


0, 


0. 


lijfj = o, i ^ i ， 2 , …， ”， 

；=i 

由于 /\，/ 2 ，…，九在 £： 上线性无关，因此从上式得 

lij = 0, i = 1，2,…， n ; j = 1，2,…， 

从而 {/,〜 U =1,2, …， n;j = l ，2, …， m } 在 E 上线性无关。于是它就是域£:上线性空间 V 



得 

解线性方程组 （62): 
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的一个基。因此 


dim £ V 




点评： 利用例 26 的结论，复数域 C 上任一 n 维线性空间 V 都可看成是实数域 R 上 
的维线性空间，这是因为从本节习题第 15 题知道 C 作为 R 上的线性空间是二维的。 


从例26的第 （2) 小题的解题过程看出，设 n 维复线性空间 V 的一个基是⑴ ， a 2 ， 
2 n 维实线性空间 V 的一个基为 


，，则 


a\ 9 lai ， laz t *** ， ^ct n - 


例如，取 V = c ” ，则复数域上线性空间 C ” 的一个基为心 ， e 2 ，… ，仏 （其中 e , 是第 f 个分量 
为1，其余分量为0的 n 维列向量）。把 C ” 作为实数域上的线性空间，它的一个基为 

， l£i , £2，， * “，£71，_ 

又如，复数域上的线性空间 K ( C ) 是72 2 维的，它的一个基为， …， E u ， …， E nl ， … ， E ”“ 
而把 M „( C ) 作为实数域上的线性空间是 2 n 2 维的，它的一个基为 


例27 


Eu ,iE u ， … ， E ln ， LE ln ， … ,E nl , iE nl ,. 

设 K 是一个数域，在 K 3 中，设 

cpi = (1,0, —l) ; ,a 2 = ( 2,1,1 ) ; , a 3 


， , iE nn . 


(1,0 


Pi = (0 ， l ， l)' ， p 2 = (-lA,0)\p 3 

a = (2 ， 5 ， 3)’. 


(1，1，1)'， 

( 1,2 a )'， 


求基 ai ，《 2 ， a 3 到基 ， p 2 ，灼的 过渡矩阵： r ， 并且求 ce 分别在这两个基下的坐标。 


即 


解设 A =( ai , a 2 , a 3 ),6=(^ ，/? 2 ) 。由已知条件得 

( ftl ’释3) = ( flfl ， Cf 2， flf 3 ) 了， 
E = AT. 


(61) 


为了解矩阵方程 （61)， 我们对 ( A ， B ) 作初等行变换，当左半边为单位矩阵时，右半边就是 


B=T 


0 — 1 


初等行变换 


0 —1 —3 — 


则 


T= —1 -3 -2 


先求 a 在基 Pi ， p 2 ， jfc 下的坐标(: yi ，力，力）'。从 


3^1 


OL — ifil ^2，多3) >2 


^3 


f 11 / 

2 5 3 

< v 


■ 
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^0 

—1 

1 

2 、 

初等行变换 

rl 

0 

0 

1 ， 

1 

1 

2 

5 

- ► 

0 

1 

0 

0 

1 

0 

1 

3 

J 


0 

0 

1 

2 

> 





内 

于是 

^2 

_ 

0 


3^3 

V / 


2 

、/ 


a 在基 flfi ， tf 2 ，《3下的坐标 Oi ，* r 2 ，工3、’为 


^i] 


汐 r 


， 0 

i 

1 ， 


rr 


r 2 ) 

OCl 

= T 


— 

—1 

— 3 

-2 


0 


— 5 

X 3 

V J 


yz 

K J 


2 

4 

4 

j 


2 

、 j 


10 

< > 


习题 8. 1 

1. 回答下列问题，要写出 理由： 

(1) K [ z ] 中所有 n 次多项式组成的集合 D ， 对于多项式的加法和数量乘法是否成为 
K 上的一个线性空间？ 

(2) ，…， ^]( n >2) 中所有对称多项式组成的集合 W ， 对于多项式的加法和 
数量乘法是否成为 K 上的一个线性空间？ 

(3) [ a ，6] 上所有连续函数组成的集合 C [ a ，6]， 对于函数的加法和数量乘法是否成 
为实数域上的一个线性空间？ 

(4) 所有负实数组成的集合，对于实数的加法以及有理数和实数的乘法，是否成 
为有理数域上的一个线性空间？ 

(5) 集合 Q ( tc ) : = {a + 67 rk ，66 Q }， 对于实数的加法以及有理数和实数的乘法，是 
否成为有理数域上的一个线性空间？ 

2. 设 F 是一个域， m 是一个正整数， PTa ，: c 2 ，… ，: c n ] 中所有 m 次齐次多项式组成的 
集合记作 I /，对于 n 元多项式的加法以及域 F 中元素与 n 元多项式的乘法， t / 是否形成域 
F 上的一个线性空间？ 

3. M „( K ) 的下列子集对于矩阵的加法与数量乘法是否形成数域 K 上的线性空间？ 

(1) 数域 K 上所有 n 级对称矩阵组成的集合; 

(2) 数域 K 上所有 w 级斜对称矩阵组成的集合 V 2 ; 

(3) 数域 K 上所有 n 级上三角矩阵组成的集合 V 3 。 

4. F - 的下列子集对于 F 00 的加法与纯量乘法是否构成域 F 上的线性空间？ 

(1) 只有有限多个分量不为0的无限序列组成的 子集； 

* (2) 只有有限多个分量为0的无限序列组成的 子集； 

* (3) 没有分量等于 e 的无限序列组成的子集是域 F 的单位元。 

5. RXR 对于下面定义的加法和数量乘法，是否构成实数域上的线性空间？ 

( 。 1 ， ) ㊉ （ £12 ， ) 二 （“1 + 0.2 ^b\ ~\~ bz ~h U\Cl2^) 9 


上线性空间的基与维数 
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(a,6) 




(h 


，kb 


kik - \ ) 


6. 在定义域为正实数集 R + 的所有实值函数形成的 R 上的线性空间 R R 中， 
，…， A 是否线性无关？其中 M 山，… ，〜 是两两不等的实数。 

7. 在实数域上的线性空间 R R 中， fsinh， 产 cosh (其中 6#0) 是否线性无关？ 

8. 在实数域上的线性空间 R R 中， e A ^， e A ^， …，是否线性无关？其中 A !， A 2 ，…， A „ 
是两两不等的实数。 

9. 判断实数域上的线性空间 R R 中的下列函数组是否线性无关？ 

(1) 1， cos 2 x，cos 2x ； (2)1， cos x,cos 2工 ，cos 3x； (3) sin x, sin 2*r ，…， sin nx ； 

(4) 1 ， cos jc, sin x, cos 2x , sin 2*r ，…， cos nx , sin nx ； ( 5 ) 1 ， cos x , cos 2 x, » 

cos 71 X ； 

(6) 1，sin x，cos :r，sin 2 x ， cos 2 x ，… ，sin” x ,cos n x ； 

(7) sin jc，cos x ， sin 2 x , cos 2 x ， …， sin” x ， cos" x. 

10. 在数域 K 上的线性空间 K [: r ] 中，/ 1 (工），/ 2 (工），/ 3 (^)互素，但是其中任意两个 
都不互素，判断， （ x )，/ 2 U )，/ 3 U ) 是否线性无关。 

11. 在域 F 上的线性空间 V 中，设向量组&，•••，《,线性无关，且…+〜 5 。 
证明： 如果对于某个有乂关0,那么用0替换 a , 以后得到的向量组^，…， a , ^， 
卢， or ,+ i ，…，也线性无关。 

12. 在实数域上的线性空间 R R 中，函数组 

e^cos x > sin x , xe J cos x^xe^sin x 

是否线性无关？ 

13. 设 6=/> g 2 , 其中是不同的素数， n 是大于 1 的正整数。把实数域 R 看成有理 
数域 Q 上的线性空间。判断 

1展，况，^ 

是否线性无关。 

14. 求下列数域 K 上线性空间的一个基和 维数： 

(1) 数域 K 上所有《级斜对称矩阵组成的线性空间 V 2 ; 

(2) 数域 K 上所有 n 级上三角矩阵组成的线性空间 V 3 。 

15. 把复数域 C 看成实数域 R 上的线性空间，求它的一个基和维数，并且求复数 
在此基下的坐标。 


16. 求有理数域 Q 上的线性空间 Q ( V ^) 的一个基和维数，并且求#在此基下的 


坐标。 


17. 令 Q ( co ) : = + I aQ } ，其中 w 


-1+V3i 


o 


(1) 证明 ： QU ) 对于复数的加法以及有理数和复数的乘法构成有理数域 Q 上的一个 
线性空间； 

(2) 求 QU ) 的一个基和维数； 

(3) 5, 一 是否属于 Q ( w 〉？ 如果是， a >，^， 一 是否线性相关？并且求一 
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的秩。 

18. [ a ，6] 上所有连续函数组成的集合记作 C [ a ，6]， 它是实数域上的一个线性空间。 
证明 C [ a ，6] 是无限维的。 

19. 求中； n 次齐次多项式组成的线性空间 L 7 的一个基和维数。 

20. 求 Klx x ，: r 2 ，…，: c „] 中次数小于或等于 m 的多项式组成的线性空间 V 的一个基 
和维数。 

21 •在 / C 4 中，设 flti = ( l ， l ， l ， l ),， ft 2 = ~ (1，1，0,0),，£14 = ( l ^ O ^ O ^ O ) 7 , 

a =(2，一 1，3,4)/，求 cr 在基 a !， a 2 ， a 3 ， a 4 下的坐标。 

22 •令 

f / < 3 十 c ~h c/i \ \ 

V = {( 丄： 」 a ， b ， C ， d 6 R ， 

1 \ — c d\ a — b\) I 

(1) 证明： V 对于矩阵的加法以及实数与矩阵的数量乘法构成实数域 R 上的一个线 
性 空间； 

(2) 求 V 的一个基和维数，并且求 V 中的矩阵在这个基下的坐标。 

23. 在 K 4 中，求由基如，价，《 3 ，《* 4 到基的过渡矩阵，并且求 a 在所指定 
的基下的 坐标： 


(1) a . 

= (1，0,0,0)’， 

^=(1,1, -1,1)% 

«2 

= (0，1，0,0)’， 

ft = (2,3， l ， l )’， 

«3 

—(0*0» l »0) / » 

馬=(3，1，一2,0)’， 

a 4 

= ( 0 j 0 j 0 A )\ 

扒 =(0，1，一1，2)’， 

a = (^! , X 2 , J：3 ，: c 4 )' 在基 f ， J ? 2 ， p 3 ， p 4 下的坐标； 

(2) ai 

= (1，0,0,0)’， 

p x = nA , s , 3 y , 

a 2 

= (4，1，0,0)’， 

ft = (0,3,7,2)’， 

a 3 

( 3 ，2 ， 1，0) ， 

p 3 = ( l ， l ，6,2)’， 

a 4 

— (2, —3，2 ， 1)’ ， 

馬=( _ 1，4，一1，一1)’， 

Q — (1 *4 »2 T 3) 7 在基 cci 9O2 

， cr 3 ， a 4 下的坐标； 

(3) «! 


趴 =(1，1，0，1)、 

Oh 

= (1，1，一 1，一 1)’， 

jfe = (2， l ，3， l )’， 

«3 

= a ，一 i ， i ，一 i )’， 

p 3 = ( i ， i ， o , o )’， 

«4 

==(1， 一1，一 i ， i )’， 

ft = (0， l ，一 l ，一1)’， 

a = 

=(1，0,0，_1) / 在基/? 1 m 下的坐标。 


24. 在第23题的第 （1) 小题中，求一非零向量 a ， 它在基 a !， a 2 ， a 3 ， a 4 与基灼，乐， ft ， 
下有相同的坐标。 

25. 在数域 K" 上的线性空间 K[x] n 中，求基 l,x,x 2 ，…，到基 l，x—a，(x—a) 2 ，…， 

U-a)"- 1 的过渡矩阵，其中 a 是 K 中任一非零数。 

26. (1) 证 明：在 尺|>]„中，多项式组 

fi(jo) = (jo _ a 1 ) ***(x — a^i ) (x — ) ••- (x — a„) , i = 1,2,*** »n 

是数域 K 上线性空间 K[:r]„ 的一个基，其中^，〜，…，〜是尺中两两不等 的数； 
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(2) 在第 （1) 小题中，取 K 为复数域 C ， 且取〜，〜，•••，〜为全体 n 次单位根1,6#，…， 
f 1 ，其中 e = e _， 求 Cl >： L 的基1，工， — 1 到基，，/ 2 ，…， /„的过渡矩阵。 

8.2 子空间及其交与和,子空间的直和 

8.2.1 内容精华 

研究域 F 上线性空间 V 的结构的第2条途径是 ：研究 V 的非空子集 L /， 它对于 V 的 
加法与纯量乘法也构成域 F 上的一个线性空间，称 (7 是 V 的一个线性子空间，简称为子 
空间。通过引进 V 的子空间之间的运算，来研究 V 能不能通过它的若干个子空间来 
构筑。 


—、线性子空间 

设 V 是域 F 上的一个线性空间。如果1/是 V 的一个子空间，那么由于 V 的加法和 
纯量乘法限制到 U 上后，分别是1/的加法与纯量乘法，因此有 

u => a+^e LT (即 U 对 V 的加法封 闭）； 
aeu.k e F => e 1/(即 u 对 V 的纯量乘法封闭）. 

反之，若 V 的非空子集 L 7 对 V 的加法和纯量乘法都封闭， L / 是不是 V 的一个子空间？此 
时 V 的加法和纯量乘法限制到1/上后，分别是 U 的加法和纯量乘法。显然在 u 中加法 
交换律、结合律以及纯量乘法的4条运算法则都成立。现在来看 U 中有没有零元素？对 
于 (7 中每一个元素 a ，在 (7 中有没有 a 的负 元素？ 凭直觉猜测 V 中的零元素 OGU 。 论证 
如下 ：由于 不是空集，因此有 yeu 。 由于1/对纯量乘法封闭，因此 OyGL /。 从而 oec /。 
于是1/中有零元素 0。 任给则 （一 1)«6 L /。 于是 一 aei /。 由于 a +(— a ) = 0, 且 V 
的加法限制到 U 上是 L 7 的加法，因此 一 0 是《在17中的负元素。综上所述， U 是域 F 上 
的一个线性空间。因此 U 是 V 的一个子空间。这样我们证明了下述定理1。 

定理 1设1/是域 F 上线性空间 V 的一个非空子集，则17是 V 的一个子空间的充分 
必要条 件是: U 对于 V 的加法和纯量乘法都封闭，即 

ajp £ U > a + ^9 G U i 

a 6 U，k 6 F > ha & U . ■ 

根据定理1，判断 V 的一个子集 L 7 是 V 的一个子空间，需要验证3 条 :11 非空集 ， U 
对加法封闭， C 7 对纯量乘法封闭。 

显然， {0}， V 都是 V 的子空间，称它们是 V 的平凡子空间， {0} 称为零子空间，可记 
作0。 

设 V 是有限维的线性空间，试 问： V 的子空间的基和维数与 V 的基和维数之间有什 
么关系？ 

设是 V 的任一子空间。根据 8. 1节的命题12得， U 的一个基可以扩充成 V 的一 
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个基。从而 

dim U ^ dim V . (1) 

(1) 式中等号成立当且仅当(充分性是显然的。必要 性：当 dim U = dim V时， (7 的 
一个基已经是V的一个基，因此V的任一向量可由17的这个基线性表出，从而 Vd/。 
于是 V=LO。 

设V是域 F 上的一个线性空间，给出V的一个向 量组⑴ ，…，^。如何构造一个包含 
&，•••，& 的最小的子空间？由于子空间对V的加法和纯量乘法封闭，因此 包含⑴ ，…， a s 
的子空间一定包含^，…， a s 的所有线性组合组成的 集合： 

{々 iai + …十 k s a s I k { G F,i = 1 , ••• , 5 }. (2) 

把这个集合记作 W。 显然 W 非空集，且 W 对于V的加法和纯量乘法都封闭，因此 W 是 
V的一个子空间。从上述论述知道， W 就是包含(^，…，的最小的子空间，把 W 称为由 
I，…，〜 生成 （或 张成）的线性子空间 ，记作〈^，…，或者 L( ai ，…， a s )， 即 

〈ai ，…， a ，〉 = {々 iai + … + 怂 a , | k t G F 9 i = 1 , ••• , 5 }. (3) 

在有限维线性空间 V 中，任何一个线性子空间 L7 都可以用上述方法得到，这是因为 
只要取 U 的一 * 个基 a；i ，…，‘，则 U = ( ai ，…， ar m 〉。 

对于V中向量组〜 ，… ，& 生成的线性子空间〈⑴ ，…， 《,>， 从 （3) 式可以看出，$旱^ 
ari ，…， a s 的一'个极大线性无关组就是 〈ai ，…， t 〉的一个基，从而 

dim<ai ， …， 〉= rank{ai ，… ，a 5 }. (4) 

从 （3) 式还可得出，对于 V 中两个向量组 ai ，•••，《,和仏，…，译，有 

<flri > ••- > ― 〈卢 "… ，戽〉 

<- >{ai ，…， a ,} = {坏，•••，/?,}. (5) 


二、子空间的交与和 

为了利用线性空间 V 的若干个子空间来构筑整个空间 V ，需要引进子空间的运算。 

设 V 是域 F 上的线性空间，％和\^ 2 都是 V 的子空间。 W 和作为 V 的子集可以 
求交集 wnw 。 自然会问 ：交集 wnw 是不是 v 的一个子空间？ 

由于0 gwhv 2 ，因此％门込非空集。任取 n 込 ，则《，戸6%，且 a ， 卢 ev 2 。 
由于 W 和％都对 V 的加法封闭，因此 a + pew 且《+卢6%。从而任取 
々 gf ， 由于％和 v 2 都对 v 的纯量乘法封闭，因此 bew 且 & ev 2 。 从而蚣 nv 2 。 
据定理 1 得， wnR 是\^的一个子空间。于是证明了下述的定理2。 

定理 2设都是域 f 上线性空间 v 的子空间，则 ％ nv 2 也是 v 的子空间。 ■ 
由集合的交的定义可得出，子空间的交适合下列运算法则。 
i ° 交 换律： Vinv 2 = v 2 nvi ； 

2 ° 结 合律： 

由结合律，可以定义多个子空间 的交： 

v, nv 2 r\ •- n v J? 

记作 h %。用数学归纳法易证 h 也是 v 的一个子空间。 



.2 子空间及其交与和，子空间的直和 
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类似地可以证 明：设 I 是一个指标集，若对于每个〗6 /，都有 W 是 V 的一个子空间， 


则 n w 也是 v 的一个子空间，其中 n v t ： = {« | « e vi e /} 

i i 

自然还会问与 V 2 的并集 W u 是不是 V 的一个子 
空间？不是。例如，设 v 是几何空间（即以原点为起点的所有向 
量组成的三维实线性空间）是过原点的两个不同的平 
面，从而它们都是 V 的子空间。在％ U V 2 中取两个向量 ffl ， a 2 ， 

其中 ai G Vi ,ai V 2 f02 G V 2 > a 2 芒 V \ ，则 ai + a ；2 茫 V \ U Vz , 

如图 8-2 所示。因此％ U W 不是 V 的一个子空间。 

如果我们想构造包含 wuw 的一个子空间，那么这个子 L 

空间应当包含下述集合 


o 


« i + a 2 


图 8-2 


{ a \ + 


G V"i ,a 2 G V^2}. 


把这个集合记作 W + V 2 。 这个集合是不是 V 的一个子空间呢？显然0 = 0 + 06%+^^， 
因此非空集。在中任取两个向量《，化则 

a = ai + flf2 ， (3 = H - ^2 » ai ’ 卢 1 6 V1 ， a2 ’择 G 1 
于是 ai +负 G V x , a 2 + 卩 2 6 V 2 . 

从而 = ( ai +0 i ) + ( a 2 +戶2 ) 6 Vi 十 V 2 . 

任取 f ， 由于 ev x , ka 2 ev 2 , 因此 


ka = kai - \~ka 2 6 V\ +V 2 . 

所以 W + V 2 是 V 的一个子空间，称 W + V 2 是 W 与的和，其中 

V\+V"2 : = {g ；1 CC2 | ttl V^l »02 ^ V^2 ) • 

这样，证明了下述的定理 3. 

定理3设都是域 F 上线性空间 V 的子空间，则 W + V 2 是 V 的子空间。 
从以上论述知道， W + V 2 是包含 WUV 2 的最小子空间。 

从 （6) 式容易看出，子空间的和适合下列运算 法则： 


( 6 ) 


o 


o 


交换律 

结合律 ： （w + y 2 ) + v 3 = v 1 + cv 2 + v 3 ) 


o 


由结合律，可以定义多个子空间的和: 


+ V 2 H - hV s , 


记作 tv ,。 用数学归纳法易证 tv , 仍是 V 的一个子空间，并且 


S 


〉 jVj = { a \ + + a s 

i = i 

我们知道，集合的交与并适合分配律，即 


G V, ，f = 1，…， $}• 


(7) 


A n (B u c ) = (A n B ) U (A 门 C ) ， (8) 

a u n c> = (a u n (a u c>. ⑼ 

我们自然要问 ：子空 间的交与和是不是适合分配律呢？ 

设 都是域 F 上线性空间 V 的子空间。首先探讨\^门（\^ 2 +\^ 3 )与 
(\^门^ 2 )+(\^门7 3 )之间有什么关系？从几何空间 v 可以受到启发。如图 8-3 所示， 
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Vi 是过原点 o 的一条直线， v 2 和 v 3 是过原点 o 的两个不重合的 
平面， W 不在上，也不在上。显然，有 

Vi n v 2 = 0,V! n V 3 = 0,V 2 十 V 3 = V,V! n (V 2 +y 3 ) =Vi. 

由此受到启发，猜想 

Vi n cv 2 +v 3 ) ^ (Vi n v 2 ) + (v ： n v 3 >. (10) 

可以证明 （ 10 ) 式的确成 立：在 （w nv 2 )+( v l nv 3 ) 中任取一个向 



量 a + 沒，其中 aGV ! nv 2 ,^ ev i 门 V 3 , 则 因此 a + j 3 图 8-3 

ev 2 + v 3 。 又有 aewje 十卢 ew 。 从而 a + 卢 ew n ( v 2 + v 3 )。 于是 （ io ) 式 
成立。 


上述几何空间的例子表明， （w nvz )+< iv l nv 3 ) 可能是％ ncy 2 + v 3 ) 的真子集。 
在加上一定条件后，它们也有可能相等。例如，当 v t ^ v 2 时，任取 aewnc ^+ w ) ，则 
aevi . 从而 aewriK 。 于是门％) + (\^ nv 3 )。 所以，此时 （ 10 ) 式取 
等号。 

现在来探讨 W + CKnW ) 与 （ W + VJPKW + V 3 ) 之间的关系。从图 8-3 可以看 
出 ， v 2 nv 3 是过原点 o 的一条直线，记作 v 4 。 于是\^+(\^(1%)是由两条相交直线％ 
和 V 4 决定的平面，而7 1 十％= 1 ^， 1 ^ 1 十7 3 =¥，于是（ 1 \/ 1 +\^)门(^ 1 +7 3 )=\^。在这个 
例子里，％ + (% nv 3 ) S ( v 2 + v 2 ) n ( v x + v 3 ) 0 由此受到启发，猜测 


Vi + cv 2 n v 3 > ^ (Vi +v 2 > n (v x +v 3 ). (id 

可以证明 （ 11) 式的确成 立：在 Vi + (v 2 n v 3 > 中任取一个向量 +A 其中 e w ， 
戶 ev^nv ^。 由此得出， ai + 卢 6 %+% ，且 ai + 卢 ew+Vs 。 于是 
(v 2 +y 3 ) o 从而 （ 11) 式成立。 

加上一定条件后， （ id 式有可能取等号。例如时，任取 ( w + v 2 )n 
(\^+\^)，则。6%+込，《6%+込。于是 aev 2 ，且《 =庠+ 庳 ，其中，译。由 
此得出，体 =a — pi V 2 0 因此爲 G V 2 PlV 3 , 从而 a = j 3 i +择 G Vi + ( V 2 P | V ^)。 所以 
( w + v ^ na ^+ v ^ ew + cwnw )。 即在 时， （ 11 ) 式的等号成立。 

我们把上面证得的结论写成一个 命题： 

命题1 设％，込和都是域 F 上线性空间 V 的子空间，则 


v ： n (%+v 3 ) 2 (w n y 2 ) + (y ： n v 3 ), 

Vi + cv 2 n v 3 > ^ (Vi +v 2 > n (%+%)_ ■ 

根据向量组生成的子空间的定义以及子空间的和的定义，立即得到下述 命题： 

命题2 设^，…，&和仏，…，戽是域 F 上线性空间 V 的两个向量组，则 

( ai ，…，〉十 (( 3 i ，…，体〉 

= ( a ””，， a s ， 恥 ，…， 艮） • ■ 

设 w 和込都是域 f 上线性空间 v 的有限维子空间，则也都是 v 
的子空间， 试问： Vi . Vg ^ VinV ^ Vi + Vz 的维数之间有什么联系？ 

从图 8-3 可以看出 ， dim V 2 =dim V 3 =2， dim ( V 2 H V 3 ) = 1 ， dim ( V 2 + V 3 ) = 3。由此 

受到启发，猜想有下述定理。 

定理 4( 子空间的维数公式） 设\^，\^ 2 都是域 F 上线性空间 V 的有限维子空间，则 
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nv z , v } + v 2 也是有限维的，并且 

dim V! + dim V 2 = dimiVy +V 2 ) + dimCVi f| V 2 ). 

证明设的维数分别是 n ^ rmm 。 取…门％的一个 基 01 


"ja 


它分别扩充成 v 1 和的一 个基价 ，… ，‘ ，庠， • 
根据命题2得 

Vi -\-V 2 = 〈 ai ， … ， ar m ，戸 1 ，… 
因此 w + v 2 是有限维的。如果能证明 


_• m 和 a 


7i ，…， h 


( 12 ) 

m ，把 
于是 


7" …， 


«1 ，… ， a m ，卩 I ，…，沐厂，…， y „ 2 — w 

线性无关，那么它就是 ％+ v 2 的一个基，由此得出 

dim(Vi + V 2 ) = 7 W + (wi — m) + (n 2 — m) 


tii + n 2 — m 

dim ^ + dim V 2 - dimCVi f| V 2 ). 


假设 


^iai H - + k m a m + PljSl H - h pn '- nfin'-m + Ql 7 l H -+ qn^mYn 2 


0 ， (13) 


则 


q\ 7i H - h q n 


mY — w* 


— — …一 k m a m — p\^y -- p 、 - 本 ' 


(14) 式左边的向量属于 V 2 ，右边的向量属于，从而它属于 wnv 2 。 因此有 


qi 7i 


由 （15) 式得出，仏 


k , 


• + Qn 2 ~m7n 2 -m = 6 QTl + …+ 

l l= ^" = l m = Q o 代入 （13) 式可得出 


因此 ai ，…， ，卢1 ，•••，/?' 


I =•"= = Pl = **• = Pn x 

m */ i ，…， 线性无关。 


推论1 都是域 F 上线性空间 V 的有限维子空间，则 


(14) 


(15) 


dim(V, 十 V 2 ) = dim Vi + dim V 2 V, p\ V 2 = 0. ■ 

例如，在图 8-3 中，％ r | V 2 = 0。 此时 dimCW + VJ^dim W+dim V 2 。 容易看出， 
几何空间 V 中任一向量 a 可以唯一'地表示成 a = a ； i 十 c ?2 ，其中由此受到 
启发，讨论子空间之间一种特殊的和，即子空间的直和。 


三、子空间的直和 

定义1 设 ， V 2 都是域 F 上线性空间 V 的子空间，如果 W + V 2 中每个向量 a 都 
能唯一地表示成 

a = ai + o ：2 9 ai V \ ， az G V 2 » 

那么和％+%称 为直和 ，记作 W ㊉ V 2 。 

从图 8-3 可以看到，是直和。这两者间有必然联系吗？ 

定理 5设 ， V 2 都是域 F 上线性空间 V 的子空间，则下列命题相互 等价： 

(1) 和％十7 2 是 直和； 

(2) 和 V \+ V 2 中零向量的表法唯一 1 ; 

(3) v 1 nv 2 = o 0 

证明 （ i )=>(2) 是显然的。 


籲 
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(2) =>(3> 任取 aewn%。 于是零向量可表示成 

0 = a + ( — a )， a G Vi 9 _ a ^ V 2 . 

由于零向量又可以表示成： 0 = 0+0,因此根据已知条件得，《 = 0。从而 wriv 2 =0。 

(3) = ki ) 设％|1%=0。任取 aeVi+w， 假设 

a = ai + a 2 9 a ： 6 V \ ， az ^ V 2 » 

a = pi ~\~ ^2 ^ j3i G Vi , J3 2 6 V 2 ， 

则 on +a 2 =译 + 译。从而 ari ―译=该 _ a 2 6 K 。由已知条件得， ai — 译=0,译 一 a 2 = 0。 

即因此是直和。 ■ 

对于V的有限维子空间 \^，V 2 来说， W (1V 2 =0 当且仅当 dim (Vi+V^^dim V L + 
dim V 2 0 由此可得出下述 定理： 

定理 6 设 W，V 2 都是域 F 上线性空间 V 的有限维子空间，则下列命题 等价： 

(1) 和是 直和； 

(4) dimCV! + V 2 ) = dim V x +dim V 2 ； 

(5) V： 的一个基与 V 2 的一个基合起来是 W+W 的一个基。 

证明 根据定理5，（1)<=>(3)。根据推论1，（3)<=>(4)。因此（1)<=>(4)。 

(4) =>(5)设 dimCW + W ) 二 dim W+dim V 2 。 在 ％ 和 V 2 中分别取一 个基： 
a \ ，…， a , 和卢 1 ，…，爲，贝! 1 

V \ + V 2 = 〈ai ，…， a s 〉+〈历，…，尽〉 

= 〈 ai ， … ， ar s ， / ?i ， … ， j3 t ) • 

由已知条件可得， dimCV^+VM^s + i。 又由于 W+V 2 中每个向量都可以由&，•••《， 
氏，…，尽线性表出，因此 flfi ，…， ar s ，月1 ，…，译 是 1 + V Z 的一个基。 

(5) =>(4) 是显然的。 ■ 

设 W，V 2 都是域 F 上线性空间V的子空间，如果 满足： 

1° v 1 +v 2 =v, 

2° ^+^是直和， 

那么称\^是 W 与 V 2 的直和，记作㊉ ％。此时称是％的一个补空间，也称 W 
是込的一个补空间。 

命题 3设 V是域 Fin 维线性空间，则V的每一个子空间[/都有补空间。 

证明 U 中取一个基 ai ，… ，〜 ，把它扩充成V的一个基〜，…，‘，你，…，尽1，则 

V = 〈a" … ， ct m ，私 ， …，/〉 

= <ai ，… ， a m > +〈庠，… ，爲- m > 

= V + W , 

其中 W= 〈庠 ，…，爲 1>。 由于 U 的一个基与 W 的一个基合起来是V的一个基，因此 
是直和，从而 V=U ㊉ W。 于是 W 是1/的一个补空间。 ■ 

由于把 U 的一个基扩充成V的一个基可以有不同的方式，因此 L7 的补空间不唯一。 
例如，在图 8-3 中，％ 是％ 的一个补空间，过原点 O 且不在 V 2 上的任意一条直线都是 
v 2 的补空间。 

定理 6 和命题 3 都可以推广到无限维的情形。 
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* 定理7设 ， V 2 都是域 F 上线性空间 V 的子空间（可以是无限维的），则下列命题 
等价： 

(1) 和是直和； 

(5) 的一个基与的一个基合起来是 W + W 的一个基。 

证明 （ i )=»(5) 设和是直和，则％ nv 2 = o 。 ％中取一个基中 
取一个基 s 2 ，在 Si us 2 中任取一个有限子集 0 = Uu ，… ♦ aim » 021 9 *** » a 2 r } ，其中 weSH 
a 2 j G S 2 » i = 1 »*•*»wi ；i — 19 *•*， r 。 设 

^nan + "■ + k\ m a\ m + k Z \az\ + **• + k 2r a2 r — 0 , 

则 k u a n H - ] rk lm ai m = — k 2 l a 2 \ - k 2 ra 2r ^Vi flK . 

由于 WAV ^ zO , 因此 

^naii + '** + ki m a\ m ~ —— k 2 \az\ — *** —— k 2r azr = 0. 

由此推出 ^ii = m = 々 i w =0，々2 i = — = 

从而线性无关。由于 OSSiUS 的任一有限子集，因此 Si us 2 线性无关。 

在 W + V 2 中任取一个向量 a ^ q +化，％ eV ^ azeVs . 由于 ShS 分别是 
的 一 个基，因此 

a = ( a 1(i ari ,、 + …+ a Ui an l ) + ( a 2;i ( 724 +."+ a 2 jaz }t ). 

从而 a 可以由 SiUS 中有限多个向量线性表出。 

综上所述， SiUS 是的一个基。 

(5)=>(1) V !中取一个基 S !， V 2 中取一个基 S 2 ，由已知条件得， SUS 是\^+7 2 

的一个基。任取 HV ^ ，则 a = k u au H - + ，且 a = k 2 ia2 \ H - +々 2 必广。 

由此得出 

是 nan ~\ - \-k lm ai m ~k 2l a2\ - k 2r <xzr = 0. 

于是有々 11 二…二是 im =是 21 =…=是 2 『= 0 。从而 a = 0 。 因此 Vi n v 2 = 0 ,所以 Vi + V 2 是 
直和。 ■ 

命题 3 也可以推广到无限维的情形，即有下述 命题： 

* 命题4 域 F 上无限维线性空间 V 的任一子空间1/都有补空间。 

证明将在 8.4 节给出。 

子空间的直和的概念可以推广到多个子空间的情形。 

定义2设 W ， V 2 ，…， V ,都是域 F 上线性空间 V 的子空间。如果和+ — 

中每个向量 a 都能唯一地表示成 

a = ai + «2 + *** + » a, G ^i t i = 1 ， 2 ，…山 

那么和称 为直和 ，记作 ㊉…㊉ V s ， 或由 V ,。 

1=^1 

定理8设％，％，•••，％都是域 F 上线性空间 V 的子空间，则下列命题互相 等价： 

(1) 和％+%+-+%是 直和； 

s 

(2) 和 UV , 中零向量的表法 唯一； 

(3) V", A (2%) = Oji = 1 ， 2 , …山 


m 
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证明 （1)=>(2)是显然的。 

(2) =»(3)任取 n (2%)，则 一 《 e % 且《 e 2%，于是《= 

s 

a > G y ) — 1 ，…， i — 1 ，i + 1 ，…， s 0 因此在和 2 Vi 中零向量可以表示成 

i = 1 

0=( — a ) H ~ a ~ ( — a ) H - ^]a > • 

J 关 i 

又 0 = 0 + 0 + …+0,根据已知条件得， 一 a = 0, 于是 a = 0 o 因此 

v, n (XX) = o. 

s 

(3) = H 1 ) 任取，假设 a 有两种 表法： 

a = a \ + az + *•* + a 5 » a , 6 Vi ^ z . = 1，2 ，…， 5; 
a = 说十戸 2 十… + 爲 ，^ ^ Vi f z + = 1，2 ，…， 5. 

任取{1，2,…， W ，从上两式可得出 

a — ^ = 2 ^ — 卩 ，) e w n ( 

由已知条件得，尽 一 a ; = 0，即1，2，…， s 。 因此和 Vi + V 2 +… + V 5 是直和。 ■ 
定理9 设％，％，•••，％都是域 F 上线性空间 V 的有限维子空间，则下列命题互 
相 等价： 

(1) 和 W + V 2 + …+1是 直和； 

(4) dim (\^+ V 2 H - hy s ) = dim Vi + dim V 2 H - hdim V ,； 

(5) V ： 的一个基， V 2 的一个基 ，…， V , 的一个基，它们合起来 是\^+7 2 + — +% 的 
一个基。 


证明 （ 1) =>(4) 由于十 V 2 +… 十 V, 是直和，因此， V, n ( = 0, 

j 右 

1 ， 2 ， … ， 5 ，于是 

J 5 


dim (2>,)= 

i =1 i=2 




dim Vi + dim ( ^ V, ) • 


注意 v 2 n ( v 3 + …+1)^^ 2 门（％+%+… + v ,)= o , 因此对 s 作数学归纳法，根据归 
纳假设可得 


从而得到 


5 3 

dim 彳 2 2 dim V, . 


s s s 

dim ( V, ) = dim V\ + dim V, = dim V it 

i~l i~2 i =1 

根据数学归纳法原理，对一切正整数^命题为真。 


s 

(4) (5 ) 设 dim( 


D dim Vij 在中取一个基 a,i ， … ， a % ， 
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i = 1，2，…， s， 则 

S 

^ = 〈a u ，…，⑴，> + 〈a 2 i ，… ^ a 2 m 2 〉+••_ +〈⑹，… ，a' 〉 

i = i 

― 〈aru ，… ^ a \ m x ，a：2i ，… »«2m 2 ，…， n ，… ，ar'〉• 

s s 

由已知条件得， dim( Vj ) = D dim V, = m l -\-m 2 -\ - + ，因此 an ， … »ai mj ， o ； 2i , … ， 

i=l i=1 

5 

» * * * ,OTjl ， ••• ? 是的一个基。 

i = l 

(5) =>(1) 在 V, 中取一个基 a,1 ，…， a 叫 ， i = 1，2， …， s。 则由已知条件得， an ，…， 

s S 

ai' ，…， cm ，… ，a '是 ^ V,的一'个基。在2 V ,中，设0 = ai + at 十…+ a,，a, e V,， 

i = 1 i = 1 

i = 1，2，，"，5。则0；,= + … + a m ., 从而 

t t 

0 — 々 nan + •_• + k Xm aim . + + k sl a s \ + **• + • 

II 5 S 

由此推岀 々 U = … = k lm = _•• = = … = k m =0. 

1 5 

J 5 

因此有 a , = 0, f = l ,2,-,5 0 这证明了在中零向量的表法唯一。从而和是 

2 = 1 I ― 1 

直和。 ■ 

定理9揭示了可利用子空间的运算来研究线性空间V的结构 ：如果 V等于它的若干 
个子空间的直和，即 V = W ㊉…㊉ K， 那么％的一个基， V 2 的一个基，…，的 
一个基，它们合起来就是V的一个基。这个结论非常重要，很有用。 

8.2.2 典型例题 



若％ = a 2 =…= ‘ = 0,则=1的解集是空集，它不是的子空间。 

(=1 

(3) 当 KGR 时，= 0的解集是{(0,0,…，0)'}，它是的一个子空间，即零子 
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空间。 

当 KS R 时， K 中含有虚数 a + 6 i (6 关0)。从而 i = b l [_{a + bi )- a ] 6 K 。 当 n 彡2时， 

Tt 

a = (1， i ，0, …， 0)’ 和 p = ( i ， l ，0，•••，())’ 都是=0的解，而 a 十"= (1 + i，l + i ，0, …， 0)' ， 

i=l 

n n 

由于 (1 + i ) 2 十 （1 + i ) 2 =4〖关0，因此《+#不是^；¥ =0 的解。从而=0的解集不是 

i~ 1 I—1 

K ” 的子空间。当 n = 1时， x ? =0的解集是彳0}，它是 K 的一个子空间，即零子空间。 

n 

(4) a = (^，。，…，(^与於二（1，一 1，0,…， 0)/ 都是方程 jc ? — =0的解，而 

1 = 2 

ct + P — (2,0,0，"’，0/，由于2 2 — (0 2 + 0 2 + …+ 0 2 ) = 4尹0,因此 a + p 不是方程 

n 

x \ - = °的解。从而这个方程的解集不是 p 的子空间。 

i = 2 

例2 设 A 是数域 K 上的一个 7 Z 级矩阵，证明 ：数域 K 上所有与 A 可交换的矩阵组 
成的集合是紙（尺）的一个子空间，把它记作 C ( A )。 

证明 由于 I 与 A 可交换，因此 C ( A ) 非空集。设私，压6 C ( A )， 则 B,A = AB , , 
B 2 A = AB 2 。从而 

( B2 )-A = ~ AH 1 H - 2 — +B2 )， 

(kB^A = k{B x A) - kCAB,) - AikB,), V ^ e K. 

因此 C ( A ) 对于矩阵的加法和数量乘法封闭。于是 C ( A ) 是 M „( K ) 的一个子空间。 ■ 

例3设 AzdiagUi ，七，…， aj ， 其中〜，〜，•••，〜是数域 K 中两两不等的数，求 
CG 4) 的一个基和维数。 

解由于与主对角元两两不等的对角矩阵可交换的矩阵一定是对角矩阵（参看本套 
教材上册的 4. 2节例1)，且反之亦然，因此 C ( A ) 是由数域 K ： 上所有〃级对角矩阵组成的 
集合。由于 K 上任一 n 级对角矩阵 diag {^ ，6 2 ，…， 6 n } 可以表示成 

biE u + 6 2 £^22 + …+ b n E nn , 

且 E n ， E 22 ，…^线性无关，因此 £ n ， E 22 ，…，是 C ( A ) 的一个基，从而 dim C ( A ) = n a 
例4设数域 K 上3级矩阵 A 为 

(0 0 r 

A = 1 0 0 . 

4 — 2 1 

求 C ( A ) 的一个基和维数。 

解 ) 3 X 3 与 A 可交换当且仅当 


，0 

0 

1、 


^11 

了 12 

工1 〆 


111 

工12 

工13 ' 


0 

0 

1] 

1 

0 

0 


工21 

工22 

义23 


工21 

JOzz 

工23 


1 

0 

0 

4 

-2 

1 

J 


工31 

工32 

工33 

> 


工31 

工32 

^33 

j 


4 

- 2 

1 


即 



义31 


上32 


工33 



工11 


工12 


工13 


4 xn - 

- 2 x 21 一 

卜 x 31 4 xi 2 一 

- 2工22 一 

卜 x 32 4 jt 13 - 

— 2 j ：23 一 

卜工33 
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+ 4x 13 

~ 2x n 

111 一 

卜工 13 

jc 22 + 4jt 23 

一 2x 23 

x 21 - 

H X 23 

l32 + 4j：33 

— 2j ： 33 

^31 一 

卜叉 33 


由此得出 


-^31 ~ 上12 + 4 x ]3， ^32 ~ — ， ^33 ~ 工 11 + 工 13， 

工 11 =工22 + 4 X 23 * Xi 2 =—— 2 x 23 ^ 工 13 = X 2 l + X 2 3 ， 

4工 u — 2 jt 21 + J： 31 = x 32 + 4^33 * 4jc 12 — 2x zz + x 32 2x 33 ， 

4工 13 — 2 x 2 3 + j ：33 = 了31 +工33_ 


把前 6 个式子代入到最后 3 个式子中，得 

4(^22 + 4 j ： 23 ) — 2 j ：21 + [— 2 x 2 3 + 4( X 21 + 工23 )] 

=— 2 { jo 2 \ + x 23 ) + 4[( x 22 +4 jt 23 ) 十 ( x 2i 十 丁23)]， 

4(— 2 x 23 ) — 2: c 22 十 [— 2( o : 21 + x 23 )] 

— ~ 2[(工 22 + 4^23 ) + (工21 十工23 )] ， 

4( X 21 + 工23 ) — 2工23十[(工22 + 4工 23 ) + ( jC 21 + X 23 )] 

=[(— 2 x 2 z ) + 4( x 2 1 + 工23 )] + [(工22 + 4 x 23 ) + ( X 21 + J ：23 )]. 

整理得 0 = 0,0 = 0,0 = 0. 


这说明办， x 22 ，办可 以取数域 K 中任意数，即 ： r 21 ， x 22 ， x 23 是自由未知量。由前6个 
式子得 


工 11 = OCzt + 4x 23 t =—— 2x 23 ， 

: c 31 = 4 x 2 i + 2 j ：23 * =— 2 x 2 i — 2工 23 ， 

因此 A 可交换当且仅当 


工 13 = ^21 + *^23 * 

J：33 = 工 21 + 工 22 + 5 X 23 , 


f 工22 + 4 j ：23 

X = Xz \ 


— 2 x 23 

J 022 


了 21 


尤 23 


了 23 


[4X 21 + 2j ： 23 — 2x 2 l — 2 x 23 J ： 2l + 工 22 + 5x 23 



^0 

0 

1 ] 


「1 

0 

0 、 


^4 

-2 

1 ] 

JOzi 

1 

0 

0 

+ 工 22 

0 

1 

0 

+ 工 23 

0 

0 

1 


4 

\ 

-2 

1 

4 


0 

0 

1 

J 


2 

- 2 

5 

✓ 


= X21 A "h X22 1 H - X23B ， 


其中 B 是上面等式中第 3 个矩阵。于是 C ( A ) 中每一个矩阵 X 可由 A ， I ， B 线性表出。 
由于 A , J ， B 可看成是向量组（1，0,0)，（0，1，0)，（0,0，1)的延伸组，因此 A ,/, B 线性无 
关，从而 A ， J ， B 是 C ( A ) 的一个基。于是 dimC ( A ) = 3。 直接计算得 ， B = A 2 。 

点评： 我们将在习题 9. 9第4题的解答中给出例4更简捷的解法。 

例 5 用表示域 F 上所有迹为0的 n 级矩阵组成的集合。 

(1) 证明： K ( F ) 是 M ( F ) 的一个子 空间； 

(2) 求 MS ( F ) 的一个基和维数。 

(1 ) 证明 显然 06M°„(F )， 因此 MUF) 非空集。任取 A ， B6M°„(F)J[| tr ( A )-0, 


tr ( B ) = 0。 从而 
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tr(A + B) tr(A) + tr(B) = 0 ， 
tr(^A) = 々 tr(A) = 0 ， ^ k F, 

因此 iW °„( F ) 对于矩阵的加法和纯量乘法封闭，于是 M ( F ) 是 M „( F ) 的一个子空间。 ■ 
(2) 解 X =(^) eM °„( F ) 

< > Xn + X22 + …+ Jo nn = 0 

< > X = x n E n + xi 2 Ei 2 + …+ Xi n E Xn 

+ J0 2 l E U + X22 E 2 2 + …+ X 2 nE 2 n 

+ « 令# 

H ~* E n \ JC n 2 E n2 H - ( x n + 工 22 十… + -1) ^nrt ^ 

< > X : X U (Eu — E 训）十 X 12 El2 + ••• + ^C\nE\n 

+ X21E21 + X tl ( E 22 — E nn ) H - + x ln E Zn 

+ … 

+ JOr ,\ E n i + x n 2 E n2 + + E ntTt -i . 

又容易验证 Eu — E „„ ， E 12 ， …， E ln ， E 2 i ， E 22 — E „„, E 23 ， …， E 2 n ， i ， …， ~ E mi , 
£：„_ 1 ,„，€„ 1 ，仏 2 ，〜，仏，„_ 1 线性无关。 因此它们就是 M ?( F ) 的一个基，从而 

dim = n 2 一 1, 

例 6 证 明：域 F 上 n 维线性空间 F " 的任一子空间 L / 是域 F 上某个齐次线性方程 
组的解空间。 

证明 U 中取一个基：小 ， ij 2 ，"-， i | w 。令 

H = (|j! ,IJ 2 ， … ，巧 m ). 

考虑 n 元齐次线性方程组 HY =0。 它的解空间 W 的维数等于 72— rank ( H')=n — m , 取 
W 的一 个基： a !， flr 2 ， …，0^1。 令 A = ( a ：， a 2 ，… ， a „— m ) ，贝 ！ I 

H f A = H ' ( CCl ， Cf 2 ，… fCCrr - m ) = ( H'o 1 9 H'a 2 ，… = 0. 

从而 = 因此，…， i / m 都是 n 元齐次线性方程组 A'x = 0 的解。由于 A ^ = 0 
的解空间的维数等于 n — rankCA ^) = n — in — m ) ，因此， ij 2 ，…，^是 A'X = 0 的解 

空间的一个基，从而以二七，％，…，…〉就是 A'X = 0 的解空间。 ■ 

例7在实数域上的线性空间 R R 中，求由函数组 l，sin j :, cos x , sin 2 a :, cos 2 x 生成 
的子空间的一个基和维数。 

解在习题 8. 1的第9题的第 （6) 小题中已证 l，sin x，cos x , sin 2 x , cos 2 x 线性相 
关； 1 ，sin x , cos x 线性无关。现在考虑1 ，sin x，cos x , sin 2 x 是否线性无关。 

& k ： +^ 2 sin j:H-^ 3 cos j ： H-^ 4 sin 2 x = 0. (16) 

让 x 分别取值 0, ，7 t ， 一 ~| ■，从 ( 1 6) 式得 



+ k 3 = 

= 0, 

是 1 + 々2 

1 

1 

+ 々4 = 

= 0, 

k , 

—焱 3 = 

= 0, 

k \ — k Z 

+ 々4 = 

= 0. 


ki = 0 , k 2 =0^ k A = Q . 


解得 
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因此1 ，sin x,cos x , sin 2 x 线性无关。从而它是函数组1 ，sin x，cos x , sin 2 : c , cos 2 j ： 的一个 
极大线性无关组。因此 l，sin XfCOs x ， sin 2 x 是 < l，sin x , cos j :， sin 2 x ， cos 2 : r > 的一个基，从 
而 dim 〈 l , sin x , cos x , sin 2 j ：, cos 2 x ) = 4 0 

例 8 用 1/ 表示数域 K 上所有〃级上三角幂零矩阵组成的集合。 

(1) 证明： U 是 M „( iC ) 的一个子空间 ； 

(2) 求 (7 的一个基和维数。 

(1) 证明显然，06«7，任取八，56*7，根据本套教材上册4.2节例9的结论，上三角 
矩阵是幂零矩阵当且仅当它的主对角元全为0,于是 A , B 是主对角元全为0的上三角矩 
阵，从而 A + B 也是主对角元全为0的上三角矩阵。因此 A + B 是幂零矩阵。由此得岀， 
A + B 6 L /。 设 A 的幂零指数为 Z ， 则对任意有因此也是幂零 
矩阵，且显然 々 A 是上三角矩阵，由此得出， 々 AGL 7。 所以 L 7 是 M „( K ) 的一个子空间。 ■ 

(2) 解 根据上面指出的结论知道，1/中任一矩阵 A 可以写成 

， 0 a u … a lt ^! a ln 、 

0 0 a 23 … a 2 , rt -i o-in 

A= ::: :: 

0 0 0 … 0 

0 0 0 … 0 0 

= a\ 2 Ei2 + a 13 £J 13 + … + a Xn Ei n + a 23 ^23 + *** + a 2n E 2n + ••• 4 - 1.” 

显然， £ 12 , E 13 ,-, E ln ， E 23 ，… ， E 2 „ ，…，二―^线性无关，因此它们就是 L ； 的一个基。从而 

dim U — (n 一 l) + (n — 2) + '" + 1 = n 、 n ^ ~ . 

点 评：例 8的解题关键是利用本套教材上册 4. 2节例9所揭示的上三角幂零矩阵的 
特性。 

例9设是域 F 上线性空间 V 的两个真子空间（即％关¥“=1，2)，证 
明： 

证明由于因此存在 a 硭％。若则接下来设 
由于 v 2 ^ v ， 因此存在若，则 uv 2 。 接下来设 pew ，则我们断言 
a + 卢硭 WUW 。 这是因为假如《十卢6\^ UV %， 当 a + ^ eV , 时，有 （ a +卢） 一 /3 G V ,，即 
a 6 V \ ，矛盾；当 a+pG V 2 时，有 （ a +/?) — aGVa ，即 ，矛盾。所以 ，于 

是\^1^ 2 关¥。 ■ 

例 10 设 W ， V 2 ，…， K 都是域 F 上线性空间 V 的真子空间， 证明： 如果域 F 的特 
征为0,那么 

Vi U v 2 u - U v s ^ y. 

证明对真子空间的个数 s 作数学归纳法。当 s = l 时，由于 V \ 是7的真子空间，因 
此假设命题对于 s — 1的情形为真。现在来看5的情形，根据归纳假设得 

Vi U v 2 u - U ^ v, 

因此 V 中存在 若 ，则 接下来 

设由于因此存在卢$1。若戸 6 V 1 UV 2 1>" UK - 1 J !| 
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戸备 W u V 2 u … U u V s . 

下面设 06 Vi UWU — UV ^。 由于 w uv 2 U — UV ^ 不是 V 的子空间，因此不能像 
例9的证明那样推出 a + 戶不属于 w Uv 2 U … UKh UK 。 放宽考虑 v 的下述子集 w : 

W = { ka +/3 \ k e F }. 

我们断言 v 々 eF ， 都有 k a +_ v xo 这是因为假如有某个 々 6F 使得则由于 
«^，且\^是7的一个子空间，因此有（心十卢）一奴6%，即，矛盾。下面我们想 
说明存在怂 6 F ， 使得 koa +^ V , UV 2 U … UV 5 - 1o 论证的途径是看每个 1 ，2,…， 
5—1) 中含有多少个形如 ka ^ rP 的向量。假如 kia -\- j 3 jk 2 a -\- l 3 ^ V { ( i ^ {1 ，2，…，1 }) ，且 
々 1 古々 2 ， 则 （ha + /?) _ (々 2 a + 0) G V , ， 即 （I —是 2 ) a 6 W 。 由于 々 i —是 2 古0 ， 因此 
«=( 怂 一 々 2 厂 1 ( k , - k 2 ) a e V ia 从而 《 6 U V 2 U … U W " 矛盾。所以 
\^(/= 1 ， 2 ，〜^— 1 )中至多含有灰中一个向量，从而 W UWU … uv ^ 中至多含有 w 
中 S — 1 个向量。但是由于域 F 的特征为 0 ,因此域 F 含有无穷多个元素。又由于 々 ia +p 
= 当且仅当（匕一 々 2 )a = 0 , 又由于 a 关 0 ,因此 h)a = 0 当且仅当 k '= k to 于是 

w 中含有无穷多个向量，从而 w 中存在一个向量々。《+ 0 泛％ uv 2 U - UKd 。 又由于 
^ 0 a +^3$ V s , 因此 

koa + 13 ^ v , u V 2 u - U u V ,. 

于是 

v ： u V 2 U - U V ,^ U V , ^ v . 

根据数学归纳法原理，对一切正整数 S ， 命题为真。 ■ 

点评： 在例10的证明过程中，域 F 含有无穷多个元素起着关键作用。如果域 F 是特 
征为素数/>的有限域，那么例10的结论不一定成立。例如， 在域厶 上的线性空间 z 2 3 
中，考虑下述真子 空间： 

VisUl ，。，。/〉， V 2 = <(0，1，0)'>， V 3 = <(0,0，1)'>， V 4 = <(1,1,0) / ), 

v 5 = <( l , 0 , l ) / ), V 6 =〈（ 0 ， 1 ， 1 )'〉， V 7 = <( l , l , l ) / >. 


显然有 W uv 2 uv 3 uv 4 UVsUV , uv 7 = z 2 3 。 如果域 f 是特征为素数 /> 的无限域，那 
么例10的结论仍然成立。 

例11 在数域 K ： 上的线性空间 K 4 *，％=<& , a 2 , a 3 )» V 2 -</ J 1 ，/? 2 >，其中 


1 
3 
7 

分别求的一个基和维数。 

解因为 



A 

2 


丄 

1 


， 

3 


LJ ， 

- 1 


fifl — 

1 

’ «2 = 

1 

， a 3 

2 

， - 

0 

， P 2 


0 

1 


1 

j 


1 

j 

1 

1 

j 



V"i + = 〈ffl ， ct 2 ， Cf 3 〉+〈於，多2〉= 〈 Cfl ， Ct 2， Cf 3 ，此，/?2〉， 

所以向量组 ，免 ， fr ， p 2 的一个极大线性无关组就是 W + V 2 的一个基，这个向量组 
的秩就是 W + V 2 的维数。为此令 A =( ai ， a 2 ， a 3 ， fr ， ft )， 对 A 作一系列初等行变换，化 
成简化行阶梯形矩阵。 
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# 


,1-10 2 1, ,10 10 — K 

2 13—1—1 0110 4 

A= — ^ (17) 

1 12 0 3 0 0 0 1 3 

0 11 1 7 0 0 0 0 0 

V / V / 

由此得出， CPl ， flf2 ， pl 是 tti ， Cf2 ， Cf3 ， pl ，办 2 的 ~ ' 个极大线性无关组，从而 flfl ， Cf2 ， pl 是 V\ +V 2 
的一个基。因此 

dimCVi +V 2 ) = 3. 

从 （ 17) 式的简化行阶梯形矩阵的前 3 列可以 看出： ％ ， a 2 是山 ， a 2 ,cr 3 的一个极大线 
性无 关组； 从后 2 列看出，其第 2 、 3 行组成的 2 阶子式不为 0, 从而此，禺线性无关。因此 
dim Vi =2, dim V 2 =2 Q 从而 

dimCV! f| V 2 ) = dim V ! 十 dim V 2 — dim( % + ) = 2 + 2-3 = 1. 

为了求 wnw 的一个基，只需要求出 v ： nv 2 的一个非零向量。由于的，<* 2 ，菸是 
\^ 十％的一个基，因此 ft 可以由 a l ,a 2 ,p 1 线性表出，其系数就是线性方程组 

工 iCE】 + X2CE2 + X3P1 — ^2 

的解。从 (17) 式的简化行阶梯形矩阵的第 1 ， 2,4,5 列看出，这个方程组的解是（一 1,4,3 )'。 
因此 

— ai + 4a2 + 3p! = p 2 . 

由此得出 _ CC\ 4^2 = — 3pi p2 G V 1 0^2- 

计算 一 cpi +4a 2 = ( — 5,2,3,4)\ 

因此 V^flV^ 的一个基是（ _5,2,3,4 )、 

点评：从例 11 的解题过程看到，在中，分别求子空间％ ， … ，良 > 与 

V 2 = (fi l ，灼， … ， 的和与交的一个基和维数时，先令 A=(a 1 ， a 2 ， *" ， a i ， p 1 ， … ，取），把 
A 经过一系列的初等行变换，化成简化行阶梯形矩阵 G ， 再从 G 的主元所在列的序号找出 
V.+V2 的一个基，从而得出 V!+V 2 的维数。从 G 的前 S 列还可找出 W 的一 个基； 从 G 
的后 （列 （找出最高阶非 0 子式）可找岀％的一个基。于是通过子空间的维数公式可求 
出 " 1 门 ^ 2 的维数。利用已经求出的的一个基，可以把％中不是 W+V 2 的这个 
基里的向量表示成 W+V 2 的这个基的线性组合，其系数从 G 里给出的相应的列可以找 
到，由线性组合的表达式可求岀的向量。当找到了 dimCW P|V 2 ) 个线性无关的 
向量时，便求出了 Vinv 2 的一个基。 

例 12 在 K 4 中，¥】=<«〗 其中 



分别求 v 1 +v 2 ， v 1 nv 2 的一个基和维数。 


解 Vi +V 2 = <cri ， ct 2 ， a 3 ， Pi ， p 2 〉。 
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(18) 


从 （18) 式的简化行阶梯形矩阵可以 看出： ai ， ce 2 ，免， 灼是 W + R 的一个基，从 


而 dim ( V 】+ V 2 )=4。 

从 (18) 式的简化行阶梯形矩阵的前3列看出，％ ， cr 2 ， cr 3 是％的一个基，从而 dim % =3。 


从后3列可以看岀，其第2,3,4行组成的3阶子式不为0,因此灼，與，馬线性无关。于是 
dim V 2 = 3。从而 


dimCVi fl V 2 ) - dim + dim V 2 — dimCV , + V 2 ) = 3 + 3-4 - 2. 

从 （18) 式的简化行阶梯形矩阵的第1，2,3,4,5列与第1，2,3,4,6列分别看岀 

p2 = 10ai — 6<*2 — 4«3 + pi » 

Pz = 2flEi — c 2 fii • 

于是 10 «i — 6 a 2 — 4 a 3 = —Pi 十 ft GVi C \ V 2 , 

2 ai — a 2 =— pi 6 V \ H ^ 2 . 

计算 一 灼+馬二⑺，一^?，^)/， 

-Pi +Ps = (1 ， 1 ， 1 ， 1)'. 

显然 （ o ，一 因此它就是 wnv 2 的一个基。 

例 13 设 V = M „( K )， 其中 K 是数域，分别用％，^表示 K 上所有 n 级对称、斜对 
称矩阵组成的子空间，证明 ： V = w ㊉ v 2 。 

证明 第1步，证明 w + v 2 = v 。 显然关键要证 vgw + w 。 任取 

(A + A ’）' = A ’+ A ， (A — A ’）' = A ’ 一 A — (A — A ')， 

因此 A + A^eVnA — A ' eV 2 。 由于 

A A + A r , A - A ' 


因此 Aevi + v 2 ，从而 y ^ V ! + v 2 ，因此 v=w 十 v 2 。 

第二步，证明和 w + y 2 是直和，为此只要证 w nw = o 。 任取 Bew n ^ 2 ，则 
“=召，且“ =— B 。 于是 B =_ B 。 即 2 B = 0, 从而 B = 0。 因此 

综上所述， ㊉ v 2 。 ■ 

例14用 MUF ) 表示域 F 上所有迹为0的 n 级矩阵组成的集合，它是]^„(厂）的一 
个子空间。 证明： 如果域 F 的特征为0,那么 M „( F ) =〈 D ® K ( F )。 

证明 第 1 步，证明 M n ( F ) = ( I )+ M ° AF ) 0 任取 AsUjeiVUF )， 想把 A 表示成 
Ai+Az ，其中 A : e a 〉， A 2 6 MUF )。 设 A 】 =kU 令 A 2 = A - A 2 ，它应满足 tr ( A 2 ) =0 , 即 
(an + a 2 2 + •••+«„„) — nk = 0 0 

由于 charF =0， 因此 ne #0 ，其中 e 是域 F 的单位元。于是有 ( we ) _1 ( a n + a 22 + … 
+〜„)。 由此构造的 A , 与 A 2 就满足 A ^ Ai +息。 于是 A 6 ⑺ + A ^( F )。 从而得出 

M „( F ) = </>+ K ( F ). 
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第2步，证明和 < D ㊉ MS ( F ) 是直和。可以去证明<1>门 A ^( F ) = 0。 也可以这 么证： 
在例5中已求出 dim M °„ ( F ) = n 2 —1, 于是 

dim</> +dim M $( F )= 1 + (w 2 — 1) = n 2 = dim M „( F ) 

= dim (</> + M ° n ( F )). 

从而和 a >+ MUF ) 是直和。 

综上所述 ■ 
点评： 例14的证明的第2步需要 论证： 

dim 〈 J> +dim M ° n ( F ) - dim( <7> + M° n ( F )), 

才能得出和是直和。在论证中用到了第 1 步证得的结论 ： M „ ( F ) = 
< J >+ A ^( F )， 从而 

dim M n ( F ) = dim (</> + iV «( F )). 

需要特别注意的是 ：仅从 dim W+dim V 2 = dim V ， 不能得出 V - V 2 © V 2 这个结论， 
而应当首先证 V = + V 2 ，然后才能从 dim Vi +dim V 2 - dim V 得出 dim +dim V 2 = 

出1^ 1 +7 2 )，于是和7 1 +\^ 2 是直和，再结合已证的7 = \^十7 2 ，才得出 V = ㊉ V 2 。 

举一个例 子：几 何空间 V 中，设 Vi 是过原点的一个平面 ， v 2 是在平面 W 上且过原点的 
一 条直线。虽然有 dim W+dim =2 + l = 3 = dim V ，但是 V \+ V 2 而且和十 V 2 

也不是直和（因为％(1%=\^ 2 弇0)，所以没有这个结论。 

例 15 设 A 是数域 K 上的一个 n 级矩阵 A ， A 2 ，…， A , 是 A 的全部不同的特征值， 
用表示 A 的属于 A , 的特征子空间。 证明： A 可对角化的充分必要条件是 

K n =V h ㊉V 、 ㊉…㊉V、. 

证明 W 是由 A 的属于特征值 A , 的全部特征向量加上零向量组成的子空间。根据 
本套教材上册 5. 6节的定理4和定理3 得： 

数域 K 上的 n 级矩阵 A 可对角化 

<■ — > dim V Xx +dim V Xz + '**+(11111 V Aj =n 

V Ai 的一个基，的一个基 ，…， \\ 的一个基，它们合起来是 n 个线性无关的 
向量 

<=> '的一 个基， ' 的一个基，…，'的一个基，它们合起来是 K ” 的一个基 
<= K n = V h + …十八 ，且和 V Ai 十\ +…十'是直和 

^=> ❸ =v Ai ®v A2 © …㊉ 八 . ■ 

点评： 在上述推导过程中，第二个“#=>”的“=>”用到了本套教材上册 5. 6节的定 
理3,这是矩阵 A 的属于不同特征值的特征向量特有的性质。一般情形下，对于《维线性 
空间 V 的子空间 V : ， V 2 ，…，％，从 dim V^+dim V 2 + … +dim V 5 = n ， 不能推出 V !的一 

个基， V 2 的一个基，…，％的一个基合起来的 n 个向量线性无关。 

例15的证明过程的最后两步对于一般情形也成立，即设 V 是域 F 上 n 维线性空间， 
若它的子空间 W 的一个基， V 2 的一个基，…， K 的一个基合起来是 V 的一个基，那么 
7 = \^+\^ + —十\^，且和\^+\^ + — +1是直和，从而 V = ㊉ … ㊉ ％。这个结 

论今后可以直接使用。 

例 16 设 A 是域 F 上的一个 n 级矩阵，在 FCr ] 中，(: r )/ 2 (: r )， 用 
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W 2 分别表示齐次线性方程组 


/( A)X - 0, f x ( A)X = 0, f z ( A)X = 0 
的解空间。证明 ：如果 那么 W = Wi ㊉ w 2 。 

证明 根据 7. 3节的例 7， W 中每个向量可以唯一地表示成\^的一个向量与的 
一个向量的和，因此 W = Wi + W 2 ，且这个和是直和，于是 W = ㊉ W 2 。 

例 17用 L /， W 分别表示域 F 上所有上三角矩阵、下三角矩阵组成的集合，它们都是 
域 F 上线性空间7^(尸）的子空间。 试问： 是否有 M „( F )= I 7 十 W ? 是否有和 L /+ W 是直 
和？是否有 M „( F )= L / ㊉ 灰？ 

解 任给 A =( h ) GAC ( F )， 有 


a n a u … ai 

0 a 22 … a 2 

A = 

« ■ 9 

攀# # 

0 0 … a„ 


N 

' 0 0 … 0、 

+ 

a 2 \ 0 … 0 

參# 參 


« * 攀 

a„i a nZ … 0 


(19) 


(19) 式右边第 1 个矩阵是上三角矩阵，第2个矩阵是下三角矩阵，因此 A 6 L / + W ， 从而 
Af „( F ) GLT +\ y 。 于是有 + 

由于 J 6 L / riW ， 因此 L / flW 关0。从而和 1/+ W 不是直和。 


由于和 L /+ W 不是直和，因此紙（厂）关 L 7 ㊉ W 。 


例18 设 W，％， …，V,都是域 F 上线性空间V 的子空间，证 明：和 是直和的充 

I = 1 

分必要条件是V中有一个向量 a 可以唯一地表示成 

a = ai H* o：2 十…+ ， a, 6 ，/ = 1，2，…， $■ (20) 


5 5 

证明 必要性。设和是直和，则和中每个向量《都能唯一地表示成 （20) 

1=1 t —1 

式，因此必要性显然成立。 


充分性。设 V 中有一个向量 a 可以唯一地表示成 （20) 式。假如零向量在和;中的 

1 = 1 

表法不唯一，则它还有一种表示方式 

() = &+&+〜+&， di G Vi » i = 1 »2 , ••• ,5. 

其中至少有一个&关0。由于 

a = a + 0 = (ai + 汐])+ («2 +&) + ••• + ( a 5 + & ) ， 

且因此 a 表示成中向量的方式不唯一，与已知条件矛盾。所以零向量在 

I = 1 

和中的表法唯一，从而和;是直和。 ■ 

1=1 i =1 

5 

例19 设 W ， V 2 ，…， V ,都是域 F 上线性空间 V 的子空间，证 明：和 是直和的充 

/ = 1 

分必要条件是 


5 

V , n ( 0, z = i ， 2, …， s — i . 

V i = H-l 


(21) 
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•1 

证明必要性。设和是直和，则 


由于 


因此 


v. n (IX) =0 , 

j 和 

( gy 0 , 

j = *+i 

in (l>,)=o ， 

y = t+i 


1，2 ，…， $• 


2 ，…， s — 1 ， 


1，2 ，…， s — 1. 


充分性。设 （21) 式成立，设在和中， 


8 \ + 占2 + • • • + 反， ^1 ^ V , ， 


1,2，…山 


则在 


«r ^ 

YA e Vi n 由 （ 21 ) 式得次 = 0 ,且 = 0 ,于是& — 


2 


2 


2 


v 2 n 仍由 （ 21 ) 式得 & = 0 ,且 = 0 ; 依次下去，利用 （ 21 ) 式可推出，& = 0 , 


3 


5 


= 0 ，ft = 0。因此在和乏] V ,中，零向量的表法唯一，从而和;是直和。 


点评： 在例19中，把 （21) 式改成 


晷 ± 

v t n ( S )= 0 , 


2,3, 


( 22 ) 


则类似可证 明：和 2 V - 是直和的充分必要条件为 （22) 式成立。 

i=l 

例 20 设 A 是域 F 上的 n 级可逆矩阵，把 A 分块： 

A= 广广行 / 

\ A 2 J — r 行 

分别表示齐次线性方程组 AiXzO , A 2 X = 0 的解空间，探索是否 


有尸=\^ ㊉ W : 


o 


解 先看和 Wi + T ^ 是否为直和。任取 116 % nw 2 ，则41=0,^11=0。从而 


Aij 


A , 


由于 A 可逆，在 （23) 式两边左乘 A — 得， I ； 

直和。 


o 


Ai V ❶ 

A 2 tj / 

因此 w , nw : 


o 


(23) 


从而和 Wi + W 2 是 


再看 P 是否等于灰 1 +灰 2 。由于 A 可逆，因此 A ^ A 2 的行向量组都线性无关，从而 


rank ( Ai ) = r ， rank ( A 2 ) —n 


o 


于是 


， dim W 

由此得出 ， dim 


n 一 rankCAi ) ~ n 一 r , dim W 2 = n 一 rank(A 2 ) = r . 
dim W z ~ in — r ) r = n 0 又由于和+ W 2 是直和，因此 


dimCWx + W 2 ) = dim W x +dim W 2 = n ， 从而 + W 2 。 

综上所述， ㊉ W 2 。 

例 21 设 V 是域 F 上的线性空间，％，込都是 V 的子空间， V U ， V 12 都是％的子空 
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间（从而它们也都是V的子空间）。证明 ：如果 V ^ V 1 @ V 2 , KV 1 =v u ㊉ v 12 ，那么 

V = Vll @ V 12 ® V 2 . 

证明任取 V ，由已知条件得， + o：2 ，其中 ai G W，a；2 G V 2 。由于 W ㊉ V"i 2 ， 

因此 ai = aii+ai2 ， 其中 cm G V u ， a!2 G 。 于是 a = an+ai 2 十 a 2 G Vii + V 12 + V 2 。 从而 
VGV U +V 12 +V 2 。 因此 V=V U +V 12 +V 2 。 

由于和 v u +v 12 是直和，因此、 nv 12 =o。 由于和 w+v 2 是直和，因此％ nv 2 =o. 
从而有(、+% 2 )门％=0。根据例19后面的点评中的结论得，和十 V 12 +V 2 是直和。 
综上所述， V = ㊉ V 2 。 ■ 

例22设都是域 F 上线性空间V的子空间，并且 WGV : +V 2 。 试问： 
w=( wnvj +( wnv 2 ) s 否总是成立？如果 wew ， 那么上式是否一定成立？ 

解由于 wgw + w ， 因此 w = wn ( w + v 2 )。 根据本节的命题1得， 

w = w n (Vi +v 2 > ^ cw n v : ) + (w n 

并且的确有不相等的例子。例如，在几何空间 v 中，设 w ， 

V 2 ,w 是过原点的 3 个平面，且它们相交于同一条直线 L, 如 
图 8-4 所示。由于因此由于 W ， 

Vi , v 2 相交于同一条直线 l ， 因此 
而 W 乳。 

如 wcw ， 那么有 wscwnvj + cwn %)。 理由如 
下 ：任取 由于 wcVi + w ，故从而有 

a = a\ ~\~ az t a\ ^ Vi ^ «2 G ^ 2 . 

由于 W = W ， 因此 ai G 从而 a 2 = a _ aiew 。 于是 a 2 6 wnv 2<1 由此得出， 
a-a^a 2 e(WnV,)+ iW f] V z ) 0 因此 W G ( W 门 V 】 ）+ ( W fl V 2 ) 。 又由于 
wgcwnvj + cwnw ) ，所以灰=(灰门\^)+(灰门％)。 

例 23 设 VpW 都是域 F 上线性空间 V 的子空间，且是 W 在 V 中的 
一个补空间，证明： 

w = w ㊉ （ v 2 n w). 

证明由于 v 2 是％在 V 中的一个补空间，因此 ㊉ V 2 。 于是 
又已知根据例22的后半部分的结论得 

w - cw n Vi) + (w n v 2 > = v : + cv 2 n w)_ 

由于和 W + V 2 是直和，因此％门7 2 =0。从而 

v x n cv 2 n ^) = (Vi n v 2 ) n ^ ^ o n w = o. 

综上所述， ㊉ ( v 2 nw )。 ■ 

例 24 设 W ， V 2 ， V 3 都是域 F 上线性空间 V 的有限维子空间， 证明： 

dim V\ + dim V 2 + dim V 3 

> dim( % 十 V 2 + ) 十 dimCV, f| V% ) + dim(V\ f| W ) + 

dim(V 2 A V 3 ) — dim(Vi (I V 2 p| W ) ， (24) 

证明 

dimCV ： +V 2 +V 3 ) = dim Vi + dim(V 2 + V 3 ) - dimCVi f| (V 2 +V 3 )] 


V 2 )， 



图 8-4 
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= dim Vi + dim V z + dim V 3 — dim(V 2 f] V 3 ) — 
dim[Vi Pi (V 2 +V 3 )] 

^dim Vi + dim V 2 + dim V 3 — 

dim(V 2 □ V 3 ) -dimECV! f] V 2 ) + (V 1 fl V 3 )] 

=dim Vi + dim V 2 + dim V 3 — dimC^ Pi W) — 
dimCV! fl V 2 ) — dimiV , f| V 3 ) + 

dimccv, n v 2 > n (v, n v 3 )]. 

由此得出 （ 24) 式成立。 ■ 

点评： 在例 24 的证明过程的第 3 步利用了本节命题 1 的 结论 ： W H (V 2 +V 3 )^ 

(v^nv 2 )+(v\nv 3 )。 

有兴趣的读者可以思考对于 （24) 式取“ > ”和“ =” 的情形，分别举出具体例子。 

例 25 设 X7LV 是 n 元满秩不定实二次型，探索实数域 R 上的〃维向量空间能 
否分解成两个子空间 V 19 y 2 的直和，使得对任意且关 0(i = l ， 2 ) 有 

ct/Acfi 〉0， a 2 Aa 2 <0. (25) 

如果 IT 可以这样分解，试求出的 维数； 这样的分解唯一吗？ 

解 遇到 n 元实二次型的问题，通常都要把它化成规范形，以便从中受到启迪。作非 
退化线性替换 X=CY ， 把 X f AX 化成规范形（注意 X f AX 的秩为 /O : 

X f AX X = ^ 乂 +… 十 /-/…- W =Y f {C f AC)Y. 

由于 X f AX 是不定二次型，因此 0 〈 p<n o 

任取 <*61^，记於=(：—且设 ]?=(& ， b 2 ，…， bj ’ 。 令 ^ = (6! ，…，~，0, …， 0)'，ft = (0, 
…， 0,6 P+1 ，…，〜） 'a】—C/Ji ,a 2 =Cp 2 。则 a=Cp = C(p! + p 2 )^ Cp l 十 CjJ 2 =ai 十 a 2 ，且 

a/Aai - (Cp.yACCp,) = pUC / AC)p 1 = W+ … + 的， 

a；Aa 2 = (Cp 2 )'A(Cp 2 ) = p 2 ’（C’AC)p 2 =~ b 2 ^ -紀. 

于是当 cti 尹 0 时，有凡 #0, 从而 a/AcfiX); 当 a 2 7^0 时，有 ft 尹 0, 从而 a/ActzSO 。 由此 
受到启发，令 

Vi = { Cp \ I pi = ( h ，…， ，0 ，… ，0)’，6, 6 = 1，…， />}， 

V 2 = {Cp 2 I fiz = (0, … ,0,b^i ， … ， b n 、 f ， b } 6 R,j = p + 1 ，…， ”}. 

容易看出，％和 V 2 都对加法和数乘封闭，且都包含零向量，因此 W 和 V 2 都是 R” 的子 
空间。从上面的讨论得， R n =W+V 2 ，且满足 （25) 式。现在来证和是直和。任取 
yeVi f|V 2 ，则 /Ay>0 且 y'Ay<0, 于是 y'Ay = 0 。 由于据 （25) 式， Va ： 6Vi K a^O 

有 c ^ Aa ^X)， 现在 yGW 且 /Ay = 0, 因此 y=0, 从而 Vi RV 2 -=0 o 因此 

= (26) 

V, 中任一向量《】可以表示成 

a\ = Cp Y — C(biSi + … + b p £p) = b : (Cf i) + … + 6 p (Cg 户 ）. 

由于 仏，…，^ 线性无关，因此易知 Cd， …， Ce p 也线性无关。从而 C 心，…， CbSV , 的 
一 个基。于是 


dim Vi = pj 
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其中 P 是二次型 X'AX 的正惯性指数。 

由于作非退化线性替换把 X f AX 化成规范形时，可逆矩阵 C 的取法不唯一，因此在 
R n 的直和分解式 （26) 中，％的取法不唯一。 

注意 ：在例 25中如果令 

u, = {ai e R 71 I a / Aa ： > 0} U {0>, 

那么 LA 对加法不封闭，从而 R 不是 R ” 的子空间。 

例如，考虑三元实二次型 

X f AX = x\ — x\ — x\ . 

取 — +5i = (0，1， 1)’ ； 

a{Aai = 3 > 0， S^AS 1 = 3 > 0; 

(flfi ~h 5i )'A (Afi + 5i) = — 2 <C 0. 

这表明但是 

习题 8. 2 

1. 判断数域 K 上下列 n 元方程的解集是否为 K” 的子 空间： 

(1) 工 ? +:?:■ + … +J ： :— 」 一 x 2 n ~0 ； (2) x 3 =2jo a * (w^4). 

2. 设都是域 F 上线性空间 V 的有限维子空间，且 证明： 

(1) dim V x ^dim V 2 ? (2) 如果 dim Vi =dim V 2 ，那么 V\ 。 

3. 在域 F 上的线性空间 V 中，设 

k x a -\- k 2 ^+ k 3 y = 0, 且 H ^ 0, 

证明： 〈a，y> = 〈沒，7>。 

4. 在 K 4 中 （K 是数域），求向量组 ai ， a2 ，a 3 ， a4 生成的子空间的维数和一个基。设 

ax = (1, -3,2, - I ) 7 , a 2 = (~2,1,5,3) / , 

«3 ― (4, — 3,7，1)/， a 4 — ( — 1，— 11，8, 一 3)'. 

5. 求数域 K 上的4元齐次线性方程组，使得它的解空间为其中 

ai = a,0,-lAy,a 2 = (1,1, - l,l)\a 3 = (1 ， _2, _1 ， 1)'. 

6. 在实数域上的线性空间 R R 中，求由函数组 

sin x, cos x ， sin 2 x ， cos 2 x ， sin 3 x ， cos 3 工 

生成的子空间的一个基和维数。 

7. 设 n 元实二次型 

f(jCi ， : C 2 ， … »X„) — x\ + *** -V x\— JC^H — … 一 X; 

的符号差0>0。 证明： 在方程/(%，: r 2 ，…， x „)=0 的解集 W 中有一个子集是 R " 的 
一 个线性子空间，并且 dim W , = n ~ p 0 

8. 在 K 4 中，V! = 〈fill，a 2 >，v 2 = 〈Pi，p 2 >，其中 

ai = (1, — 1，0，1)'， az = i —2,3，1，一 3)’， 

pi = (1,2,0，_2)'， fi 2 — (1，3，1， _ 3) / . 

分别求 w +v 2 ，％ nv 2 的一个基和维数。 
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9. 在 fC 4 中， V\ = 〈Cfi fQz ) »V2 — (pi，p2〉， 其中 

«i = (1，1, —1，2)’， a z = (2，一1，3,0)’， a 3 = (0，一3,5，一4)’， 

Pi - (1，2,2，1)'， fi 2 = (4，一3,3，1)，. 

分别求 W +v 2 ,V! nv 2 的一个基和维数。 

10. 在 K 4 中， Vi = <% ，a 2 ，a 3 > ，V" 2 = <於 ，p 2 ，并5 >，其中 

ff 1 ( 1 ， 0 ， 1 ， 0 ) ， Oz ~ ( 0 , 0 ， 1 ， 1 ) ， o3 — Cl * 1 ， 0 ， 0 ) ， 

]5 i — (1 » 2 » — 1*2) » pz ~ (0 » 1 ^ — 1，0)， 馬 = (0,2，1，一 1)'. 

分别求 w +v 2 nv 2 的一个基和维数。 

11. 在 K” 中， w 与 V 2 分别是齐次线性方程组 

X! + x 2 + + x n = 0, 

X \ = x z ~ = JC „ 

的解空间， 证明： ㊉ v 2 。 

12. 证 明：域 F 上任一 n 维线性空间V可以表示成 n 个一维子空间的直和。 

13. 设 A 是数域 K 上的 w 级矩阵，证 明： A 是幂等矩阵的充分必要条件是 

rank(A) + rank( / — A) = n . 

14. 证明 ：数域 K 上^级矩阵 A 是对合矩阵（即 A 2 = J) 的充分必要条件是 

rank(/ + A) + rank( / — A) — n. 

15. 设 A 是数域 K 上的72级幂等矩阵，且 ran k(A) = r ，其中 0<r<n。 求 n 元齐次 
线性方程组 a — a ) x = o 的解空间的维数。 

16. 在实数域 R 上的线性空间 R R 中，用分别表示偶函数和奇函数组成的集 
合， 证明： 

(1) V 1? V 2 都是 R R 的子 空间； （2) 妒=%㊉ V 2 . 

17. 设分别是域 F 上 sX72，mXn 矩阵。证明 a 元齐次线性方程组 AX = 0 的 
解集与 BX = 0 的解集 W 2 相等当且仅当 A 的行向量组与 B 的行向量组等价。 

18. 设％，％，_*•，％都是域 F 上 n 维线性空间V的真子空间， 证明： 如果域 F 的特 
征为0,那么可以找到V的一个基，使得其中每个向量都不在 W，V 2 ，…，V,中。 

19. 设都是域 f 上线性空间 v 的子空间，证明 

20. 设 A，B 都是域 F 上的 n 级矩阵，用 W： , W 2 分别表示 n 元齐次线性方程组 
AX = 0 ,BX = 0 的解空间，它们的维数分别为 〜，n 2 。 证明 ：如果 AX = 0 和 = 0 没有公 
共的非零解向量， 且〜十 „ 2 = n, 那么 P 中任一向量 cr 可唯一表示成《=%+〜，其中 

«l G ? «2 ^ ^2 o 

钃 

21. 在 K 3 中， 

Cfi = (l，2,3)'， ct 2 = (3,2，l)’， 

求 W 在 K 3 中的一个补空间。 

22. 设V是数域 K 上的一个”维线性空间， ai ,a 2 ，…，〜是V的一个基。令 

Vi — 〈ai + QT 2 十…+ 〉， 
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n 71 

V 2 = | X/ ^ i(Xi 2& = H 6 K,f — 1 ， 2 ，…， 《 卜 

i — 1 i = l 

证明 ：（1) V 2 是 V 的一个子 空间； （2) 

23. 设尤4叉 是 n 元满秩不定实二次型，令 

W = {a G I aAa = 0}. 

试问： W 是否包含一个72 — P +1 维子空间（其中 P 是二次型的正惯性指数）。 


8.3 域 F 上线性空间的同构 


8.3.1 内容精华 

域 F 上的线性空间有很多。它们中哪些在本质上是一样的呢？所谓本质上一样，粗 
略地说就 是：尽 管这些线性空间的元素不同，加法与纯量乘法的定义也可能不同，但是它 
们的元素之间存在 一一 对应，使得对应的元素关于加法和纯量乘法的性质完全 一样； 也就 
是从代数运算的观点来看，它们的结构完全相同。我们用“同构”这一术语表达这些线性 
空间之间的关系。这样就可以在彼此同构的线性空间中，取一个最熟悉的具体的线性空 
间来研究。这是研究线性空间结构的第3条途径。 

— 、线性空间同构的定义、性质和判定 

定义 1设 V 与 V '都是域 F 上的线性空间，如果存在 V 到 V '的一个双射 ex , 并且 a 
保持加法与纯量乘法两种运算，即使得对于任意 々6 F ， 有 

<r(a + 卢） = a(a ) 十 <?(〆 )， 
aika ) = kaia ) ? 

那么称 a 是 V 到 V 的一个同 构映射 （简称为同 构）； 此时称 V 与 V '是同 构的 ，记作 V 2 V '。 

从定义可以看出，如果域 F 上的两个线性空间 V 与，是同构的，那么 V 与 V '的元素 
之间存在 一一 对应： ~ 并且这个映射 a 保持加法与纯量乘法两种运算。由此可 
推导出^具有下列性质： 

性质 1 ff (0) 是 V '的零元素0'。 

证明 由于 0 ar = 0, 因此 

( 7 ( 0 ) = cy(Oa) = Ocr(a) = 0 7 . ■ 

性质 2对于任意《67，有^—«) = _0(«)。 

证明 tr (_ a )= cr (( — l ) a ) = ( — lkU ) = _ 〆 《). ■ 

性质3 对于 V 中任一向量组心，&，…， a s ， F 中任意一组元素 t ，心 ，…， I ，有 

<y(.kia\ + k z a :. + …+ k s a s ) — k\aia\ ) + ) ~h … ~h k s a^a s ). 

证明 由定义1 立即 得到。 ■ 

性质4 V 中的向量组 ai ， a 2 ，…， &线性相关当且仅当 crUhak ) ，…， aU ) 是 V '中 

线性相关的向量组。 


.3 域 F 上线性空间的同构 




203 




证明因为是 V 到 V 的一个单射，所以若 a ( a )= a (/3)， 则于是有 

k\a\ + k 2 a2 + + k s a s — 0 

< > a{k x a\ + 々 2 a 2 + …+ k,a s ^> = (j(0) 

v - --> ki<r(a\ ) + 々 2ff(a2 ) … + k s aia s ) = 0^. 

从而 m , a 2 ,"*, a , 线性相关当且仅当 ff( ai ) a (心） ，… ， tr («,) 线性相关。 ■ 

性质5如果0?1，《2,…，0；„是 V 的一 •个 基，那么 <7(0?1)，<7(02)，〜，江（《„)是 V '的一- 
个基。 

证明根据性质4得， a ( ai )， a (« 2 )， …， 〆 是 V '的一个线性无关的向量组。任取 
06，，由于^7是7到疒的一个满射，因此存在使得 a («)= y 9。 由于 w ， a2 ，…，〜是 
V 的一个基，因此 Q^aiori 十 a 2 af 2+ … + a „ a „ 0 从而戸 ^ cKaO ^ ai ^ ai ) +< 22^(02 ) + …+ 
a n cr ( a „) 0 所以 cKa ! )， tr ( a 2 ) ，…，<7(«„)是 V 的一个基。 ■ 

从性质5立即得到，若 dim V 二 n ， 且 V 兰 V ，则 dim V ' = n = dim V 。反之是否成立？ 
回答是肯定的。 

定理1域 F 上两个有限维线性空间同构的充分必要条件是它们的维数相等。 

证明上面已证必要性，现在来证充分性。 

设 V 和 V '都是域 F 上的 n 维线性空间。在 V 和疒中各取一个基 :ai ，& ，…， 

It ，…，，令 

CT : V —^ V ' 

n n 

a = \ - 

i=i 

由于 a 用基向量⑴必，… ，〜 线性表出的方式唯一，因此 CT 是 V 到 V '的一个映射。由于 
h ， y 2 , …，是浐的一个基，因此 a 是单射且 a 是满射，从而 a 是双射。容易验证 a 保持 
加法和纯量乘法，因此^是 v 到 V 的一个同构映射。从而 v 兰 v '。 ■ 

从定理1立即得出，域 F 上任一 n 维线性空间 V 都与 P 同构，并且可以如下建立 V 
到的一个同构映射。取 V "的一个基 cm ，0?2，…，，取 F ” 的标准基 Si ，心，… ，仏 。令 

n n 

aia = y^aiaj i - - 2 = («i ， a 2 ， ••• ， a „)’ ， 

I — l I ― l 

即把 V 中每一个向量 a 对应到它在 V 的一个基下的坐标，这就是 V 到 P 的一个同构映 
射。由于域 F 上任一 n 维线性空间 V 都与 F " 同构，因此可以利用 F ” 的性质来研究 V 的 
性质，这是研究域 F 上有限维线性空间的重要途径。 

从定理1的证明过程可以看出，若 a 是 V 到 V '的一个同构映射，则 V 中向量《在基 
ai ， a 2 ，…，下的坐标 （ A ， a 2 ，… ， a „)' 也就是 W 中向量 a ( a ) 在基 aia \ ) , cr ( a 2 ) ，… ，( T ( a „ ) 下 

的坐标。这个结论今后可以使用。 

域 F 上线性空间 V 的子空间1/是 V 的非空子集，且对于 V 的加法和纯量乘法也 
成为域 F 上的线性空间。如果 V 到域 F 上的线性空间 V '有一个同构映射 C 7, 那么容易凭 
直觉猜测 U 在 a 下的象（记作 a ( L 0) 是 V '的一个子空间，并且 dim a ( L 7) = dim U 。 可以证 

明这个猜测是 对的： 

命题1设 a 是域 F 上线性空间 V 到 V 的一个同构映射，如果 L 7 是 V 的一个子空 


■ 
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间，那么 a ( C 7) 是疒的 一个子 空间； 如果 L 7 是有限维的，那么也是有限维的，并 

且 dim cr(LO =dim 17。 

证明 由于，因此 ( ZeWLO 。 任取 >^6 tr ( t /)， 则存在使得 a ( a )=7, 
a (阶=8。 从而 

y H - = (7(a) 十 cr ( j 9) = a(a + ^)0 ff ( L 0 ; 

ky = kaia ) = aika ) G cr ( C /) , k ^ F , 

因此 a ( L 7) 是 W 的一个子空间。把 a 限制到 L / 上，则 a 是 U 到 a 07) 的一个双射，且保持 
加法与纯量乘法运算，因此 a 在1/上的限制是 U 到 〆 17) 的一个同构映射。从而根据性 
质5得，若 U 有限维，则 cr ( L 0 也是有限维的，且 dim L / = dim oOJ ) 0 ■ 

上述结论很有用，特别是由于域 F 上 n 维线性空间 V 到有一个同构映射 a (把 V 
中向量《映成它的坐标），因此 a 把 V 的子空间 L / 映成 F ” 的子空间 a ( L /)， 且 dim U = 
dim a ( L /) 0 今后我们会经常用到这个结论。 

同构是域 F 上线性空间之间的一个关系，它具有反身性（因为 V 上的恒等映射是 V 
到 V 的一个同构映射）、对称性和传递性（因为容易证 明：域 F 上线性空间 V 到 V 的一个 
同构映射的逆映射是 V '到 V 的同构映射， V 到 V '的同构映射^与 V 到圹的同构映射 r 
的乘积 ra 是 V 到 V "的同构映射），因此同构关系是域 F 上所有线性空间组成的集合的一 
个等价关系，等价类称为同构类。 

定理1表明，对于域 F 上所有有限维线性空间组成的集合 S 来说，维数为0的线性 
空间 （ S 卩 {0}) 恰好组成一个同构类，所有一维线性空间恰好组成一个同构类，所有二维线 
性空间恰好组成一个同构类，……，即维数完全决定了同构类。于是域 F 上有限维线性 
空间的同构类与非负整数之间有一个 一一 对应关系。从这个意义上讲，有限维线性空间 
的结构是如此简单！ 

二、有限域的元素个数 

利用线性空间同构的理论，可以解决有限域的元素个数究竟是多少的问题。 

设 F 是一个有限域，其单位元为^假如域 F 的特征为0,则6 20 36—是厂中两两 
不等的元素，从而 F 有无穷多个元素，矛盾。因此有限域 F 的特征一定是一个素数。设 
域 F 的特征为素数卜令 

F p = {0， e ，2 e ，3 e ， …， （/? — 1 ) e }. 

容易证明匕对于 F 的减法、乘法封闭，因此是 F 的一个子环。显然 e 是的单位 
元，且 F , 为交换环。任取的一个非零元化，由于 pV ， 因此 （ f ，/0 = l 。 从而存在 m ， 
Z ， 使得 MZ + 吵= 1 。于是 

e — le = (ui ~\~ vp)e = uie + vpe — (ue)iie). 

设 m = + r ，0< r < Cp ，则 

ue = (Ip + r)e = Lpe re = re G F p . 

因此化在 F p 中有逆元 k 。 从而 F , 是一个域。于是 F 可以看成是域 F , 上的线性空间， 
其中加法是域 F 的加法，纯量乘法是 F , 中元素与 F 中元素做 F 的乘法。由于 F 只含有 

限多个元素，因此 F 作为域上的线性空间一定是有限维的。设为《维，则 F ^ F P \ 
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于是 F 到 IV 有一个双射 CT ， 从而 | F | = | F /|。 由于 

F p n = { ( a !， a 2 ，•••，££„) | a , 6 F p ，i = 1，2 ，…， w } ， 

因此 f . p = p \ 从而 IF 卜 f 。 这样我们证 明了： 

定理 2 设 F 是任一有限域，则 F 的元素个数是一个素数 p 的方幂，其中 p 是域 F 
的特征。 ■ 

进一步可以 证明： 任给一个素数/>，任给一个正整数〃，记 9 =，，则 g 元有限域一定 
存在，并且任意两个 g 元有限域都是同构的（证明可以参看丘维声的《抽象代数基础》.北 
京 ：高等 教育出版社，2003,第181页定理7)。于是我们可以用 F g 表示 g 元有限域，或者 
记作 GF ( g )。 有限域也称为伽罗瓦域 （Galois fields )， 因为有限域是由伽罗瓦首先提 
出的。 


* 三、线性空间的外直和 

设17和 W 是域 F 上任意两个线性空间，考虑集合1/与 W 的笛卡儿积 L / XW ， 即 

uxw = {(«， 戸） \ w}. 

在 L / XW 中规定加法运算和纯量乘法运算 如下： 

( a 】9 i ) + ( 0f2 ，卢 2 ) : = (ai + qt2 ， j 3 i + 体）， 

k ( a ， p ) •• = ( ka ，印）， 

其中 ai ，0 f 2 »a G U ; jpz t 容易看出，这样定义的加法满足交换律和结合律， (0,0) 

是零元素， （ a ， 灼有负元素（一心一妒；这样定义的纯量乘法满足线性空间定义中关于纯量 
乘法的4条运算法则，因此 L / XW 成为域 F 上的一个线性空间，称它是 L 7 与 W 的外直 
和 ，记作 L / + W 。 

设1/和 W 分别是域 F 上 w 维、 m 维线性空间， L 7 中取一个基 an ， ar 2 ，…， ar „ ; W 中取一 
个基卢 1 ，沐 ，… ，爲 no 则1/ + W 中任一向量 （ a ，/?) 可以表示成 

n m n m n m 

(a ， 卩） = ( 'Yj ai(Xi 9 ^ ( X) aiQfl ， 0 )+ (O’) = y^i(a,- ， 0) + 

V , = 1 > = 1 / V < = 1 ’ V j = \ i = l J = 1 

容易证明 ：（ ai 因此它们是 L ； + W 
的 一 个基。从而 

dim(U + W ) = n m = dim U + dim W , 

由此看出，线性空间的外直和是由小的线性空间构造大的线性空间的一种方法。 

在 + W 中分别考虑 子集： 

{(a,o) I a e u,o e w}, {(o,^) I o e u^e w}. 

显然这两个子集都非空，而且对加法和纯量乘法都封闭，因此它们都是 u ^~ w 的子空间， 
分别记作 L / + 0,0 + W 。 

由于 L / + W 中任一向量 （ a ，卢) 可以表示成 

( a ， 卩）= ( ar ，0) 十 （0 ，/3)， 

因此 L 7 + W-CLT + 0) + (0 4- W) a 又显然有 

(L/ + 0) pi (0 + W) = 0 ， 

U + W=(L/ + 0)©(0 + W). 


因此 
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即， L / + W 是它的两个子空间 L / + 0 与 0+ W 的直和。 

考虑17 + 0到 L 7 的一个映射 ff : ( a ，0) i —— - a Q 显然 tr 是单射和满射，因此 a 是双射，又显 
然 C 7 保持加法与纯量乘法运算，因此 CT 是 L 7 + 0 到1/的一个同构映射。从而 L / + 0 兰 L 7。 同 
理可证 0 + W 兰 W 。 于是我们证 明了： 

定理3 设 U 和 W 是域 F 上的两个线性空间，则 L ； 与 W 的外直和 L / + W 是它的两 
个子空间 L / + 0 与 0+ W 的直和，其中 L / + 0 兰如果1/和 W 都是域 F 上有 
限维线性空间，那么 

dim ( L / - j - W ) = dim U + dim W . ■ 

类似地可以考虑域 F 上线性空间 W ， V 2 ，…，的外 直和： 在集合 V ! XV 2 X — XV , 
上定义加法与纯量乘法运算 如下： 

( ari ， a2 ，…， a ! ) + (说，你，…，尽 ）： = (ai + 月 1 ， a；2 + 体，… ， a s + 体）， 

々（ ai ， a 2 ，…， a 》 ：= (^ aia 2 ，…， ^ a s ). 

容易验证此时 V \ XV 2 X - XV S 成为域 F 上的一个线性空间，称它是 Vi ， V 2 ，•••，％的外 
直和，记作 V 】 + V 2 +… + V S 。 如果％，％，…， V ,都是有限维的，那么 

dimCVi + V 2 + …+ V , ) = dim Vi 十 dim V 2 + …十 dim V s . 

域 f 上线性空间的外直和 w + v 2 +•*•+ v , 是它的子空间+0+-+0, 
0 + V 2 +•••+ 0,…， 0 + 0 的直和，其中 

Vi + 0 + …+ 0 = { ( ai ，0 2 ，…， 0,) 1 G Vi ,0 2 6 v 2 ，…，0, 6 } ，…， 

0 + 0 -j- *•• + Vj = {(0i ， 02, … ， 0r"a s ) I 0i 6 V] , O 2 G V 2 , …，。广 1 6 VVi ， 0^ G } ， 

并且 V ! + 0 +"*4- 0 =Vi , ••• ,0 + 0 +*"4- V .,兰 R 。 

8.3.2 典型例题 

例 1 证明： 实数域 R 作为自身上的线性空间与 8. 1节例1第 （1) 小题中的线性空间 
R + 同构，并且写岀 R 到 R + 的一个同构映射。 

证明考虑 R 到 R + 的一个映射 a :: ci ~~由于指数函数 = # 在（一 oo ，+ oo ) 

上是增函数，因此 a 是单射。由于 y = # 的值域是 R +， 因此 a 是满射。从而 a 是双射。 

Va ，6 eR ，々 eRA 

aia b) = e a+b = e a e 6 = cr(a)^(6) = cr(a) ㊉ £7(6 )， 
aika) = = (e a )* = ia{a)Y = kQaia ), 

因此 ( T 是 R 到 R + 的一个同构映射。从而 R 兰 R + 。 ■ 

点 评：例 1还可以如下 证明： 

根据 8. 1节例17知道 ， dim R + = l ， e 是 R + 的一个基，正实数 a 在基 e 下的坐标为 
lna 。 于是 R + 兰 R ， 且 r : ai ——^ In a 是 R + 到 R 的一个同构映射。 从而厂 ——^ e fc 是 
R 到 R + 的一个同构映射。 

例2令 

〔 f 之1 y 

—— zi ^ z 2 6 C 

Z 2 Zi 


H 
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(1) 证明对于矩阵的加法，以及实数与矩阵的数量乘法构成实数域上的一个线性 
空间； 

(2) 求 H 的一个基和 维数； 

(3) 证明： H 与 R 4 同构，并且写出 H 到 R 4 的一个同构映射。 

(1) 证明显然 06 H 。 根据共轭复数的性质，容易证明 H 对于矩阵的加法封闭，且 

对于实数与矩阵的数量乘法封闭。显然加法满足交换律、结合律，有零元素（即零矩阵）， 
H 中每个元素在 H 中有负 元素； 实数与矩阵的数量乘法满足线性空间定义中关于数量 
乘法的4条运算法则。因此 H 是实数域上的一个线性空间。 ■ 

(2) 解设 a 十 hi ，之 2 = a 2 +6 2 i ， 贝 ! j 


^ Zi 之2、 


f ai + b 1 i 

a 2 + 办 2 i 、 

—之2 之1 

V ) 


— a 2 + b 2 \ 

a ' — b \ i 

J 


,10、， / i 0 \ / 0 1\ /0 i 

叫。 i) +6l (o -.) +a2 (-l o) +b2 (r 0 

易证 



线性无关，从而它们是 H 的一个基。于是 dimH = 4。 

(3) 证明由于 dim H = 因此 H 兰 R 4 。 


设4=〜+6山々=心+6 2 〖，从第（2)小题看出‘，]^中元素 _ 

厂之2 

求出的一个基下的坐标为 


( Gl ， ， fl 2 ，办2 ) * 



之1 


之1 之2、 

因此 a : L ^ i ~^(〜，6 1 ，《 2 ,6 2 )’是//到1^的一个同构映射 。 ■ 

— 之 2 Zi 

、 J 

* 点评： 把例 2 第 （2) 小题求出的一个基的后 3 个矩阵依次记作 G ， J ， K ， 则 H 中的 
每一个元素可以唯一地表示成 


直接计算可得 


ail 十 6 iG + a 2 J + b 2 K . 

G 2 =~ UP =- I ， K 2 =- I ； 


( 1 ) 

( 2 ) 


GJ ^ K =- JG ， JK = G =— KJ，KG = J — GK . (3) 

由于 H 还有乘法运算（矩阵的乘法），且乘法满足结合律，以及对于加法的左、右分配律， 
因此 H 对于加法和乘法成为一个环，它有单位元 I 。由于矩阵的乘法不满足交换律，因 
此 H 是非交换环（这从 （3) 式可明显看出）。由于 


—- 一 = Zi + z 2 Zz = a \ b \ a \ b \ J 

— 2：2 Zi 


因此 H 中每个非零元都可逆。一个有单位元的非交换环如果每个非零元都可逆，那么称 
它为 一 个体。 于是 H 成为 一 个体。 


鲁 
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哈密顿 （ Hamilton ) 于1843年发现了新的数，它形如 

a + M + cj + dk ， (4) 

其中 a ， b ， c ， d 都是实数， i ， j ， k 满足 

i 2 = j 2 = k 2 =— 1， (5) 


ij= —ji = k ， jk=—kj = i ， ki =— ik = j. (6) 

哈密顿把形如 （4) 式的数命名为四元数 （ quaternion ) 。 四元数有加法运算（类似于合并同 
类项）、乘法运算（类似于多项式的乘法，且利用 （5) 式和 （6) 式进行化简）。易证所有四元 
数组成的集合 H 成为一个有单位元的非交换坏，可以证明 H 的每个非零元都可逆，从而 
H 成为一个体，称 H 是四元数体。例2的 H 到四元数体 H 有一个 双射： 

nail b x G a 2 J b z K i - a\ + 6】 i + a 2 j + b z k. 

从 （2)、（3) 式与 （5)、（6) 式看出， r 保持乘法运算。显然 I ■也保持加法运算。因此[是只 
到四元数体 H 的一个环同构。于是体 H 与四元数体 H 同构。这表 明：从 代数运算的角 


^ 一 / a-\~bi c + <iiv , 

度看，四元数 a 十 6 i+cj 十与矩阵 ( j 在本质上是一样的，只是书写的形 

\— c~rdi a — b\) 


式不同而已。 

例3设 o ， c 2 ，…， Q 是给定的 A 个不同的实数，在 R [ x ]„ 中以 c !， c 2 ，…， Ct 为 

根的多项式组成的集合记作 W ， 即 

W — {/(x) 6 R[x]„ I f(ci) = Oji = 1 ， 2,… ，々 }. 

证明： W 是 RO ： L 的一个子空间，并且求 dim W 。 

* 

证明显然 oew 。 易证 W 对于多项式的加法封闭，对于实数与多项式的数量乘法 
也封闭，因此 W 是 R [: r ] n 的一个子空间。 ■ 

解 已经知道 dimRl ^ a ^ TZ ， 因此 R [ x ]„3 IT 。 易知映射 

a ： /(x) = a 0 + aix + *** + u " 1-1 i - ^(a 0 ，… Y 

是 R |>1 到 R n 的一个同构映射。 


/(jc) = a。+ aj: 十 … + a^x^ 1 G W 
r a 0 + a] q + •_• + Ujj-i c 厂 1 = 0 ， 
a 0 十 a 】 [2 十 … + cT l = 0, 

^ r < 

• • 9 畢擊 _ 

a 0 + a Y c k -\ - + a^ Y c ^ 1 = 0 

<=> u 。 ， ai ，…， /是 w 元齐次线性方程组 

+ CiXi + + cr 1 j ： 广 1 = 0 ， 

JCo + C 2 j：l + *** + cf l 


(7) 


( 8 ) 


X 0 + C k X\ + ••• + C^X^-i — 0 

v 

的一个解。 

因此 /( x )6 W 当且仅当^彳^))属于 n 元齐次线性方程组 （8) 的解空间。于是 
a ( W ) 是方程组 （8) 的解空间。从而 
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dim W = dim a ( W ) = n — rank ( A ). 

其中 A 是方程组 （8) 的系数矩阵。由于 q ， c 2 , …，^两两不等，因此 A 的前々列组成的子 
矩阵的行列式（它是6阶范德蒙行列式）不等于0。从而 rank ( A )= l 因此 

dim W = n —— k . 

点评： 例3解题的关键想法是利用 RDr ]„ 到 R ” 的一个同构映射心容易推 导出： 
/( X )6 W 当且仅当 CT (/( X )) 属于72元齐次线性方程组 （8) 的解空间。于是 cr ( W ) 是方程 
组 （8) 的解空间。从而根据本节命题1得 ， dimW = dima ( Wh 而齐次线性方程组 （8) 的 
解空间 WW ) 的维数容易 计算 ： dim a ( W )= n - rank ( A) e 

例4设^ ， a 2 ，… ，〜 是域 F 上 n 维线性空间 V 的一个基，供 ，扣，…， H 是 V 的一个 
向量组，并且 

(^91，体，.*.，爲） = (0?1，0；2，..-，0«)^\. (9) 

证明： dim <^ ,^ 2 ，…，展 > = rank ( A ). 

证明由于 dim V = n ，因此 V 兰 F ”。 映射 

n 

aia = I - ^( a 1 , a 2 ? ? a n ) r 

i = 1 

是\^到1^的一个同构映射。从 （9) 式得出， ft 在基 ai ， a 2 ，…， a „ 下的坐标是矩阵 A 的第 j 
列 A , 。因此(7(译）=八 』 ，j = l ，2,…，5。从而 a 〈负，决，…，汉> = < Ai ， A 2 ，…，。于是 

dim 〈负， 译，…，体 〉= dim < j 〈恥， p 2 ， … ，爲〉 

— dim<Ai , A 2 » ••• , A S > 

= rank ( A ). ■ 

点评： 利用 V 到 F ” 的一个同构映射^简捷地证出了例4的结论。这说明多掌握一 
些深刻的理论就能站得更高一些，看得更透彻一些，从而解题可以更简捷。 

例5设集合到域 F 所有映射组成的集合记作 F x ，它是域 F 
上的一个线性空间，求 F x 的一个基和 维数; 设 /6 F X ，求/在这个基下的坐标。 

解任取 /6 F X ，/ 完全被 w 元有序组 

(/( 工1 ) ，/(工2 ) ，…，/(工„ )) 

决定。于是 a:/i ~ ^(/(々），/( 1 2 )，…， /( xj )' 是 F x 到1^的一个映射。显然 a 是满 
射，且 a 是单射。因此 a 是双射。由于 （/+ g ) U ) = / U ,)+ gU 山 
1 = 1，2，一^，因此容易看出，(7保持加法和纯量乘法运算。从而到^^的一个同 
构映射，于是因此 dim F x = dim 

由于尸 1 是1^到^的一个同构映射，且&，&，•••，&是的一个基，因此， 1 (心）， 
<7 1 (£ 2 ) ，…， tr 1 ( e „) 是 F x 的 一 * 个基。记 cr _1 ( s ,) = /i ， z = 1 ， 2 ，…， n 。 则 aifi ) ， 艮 P 

(/, (A ) ，/, ( x 2 ) ，… ，/i 0„))' = (0, …， 0, 1 ，0,…， 0)' 

第汁 

也就是 

fi(jOj) = dij » j = l ， 2r” ， n ， （ 10) 

其中 z = l ，2, …， rz 。 于是 / i ，/ 2 ，•••，/« 是 F x 的一个基。 

由于 (/(*^i )，/(工2)，〜，/(*^)) / 在基心，£2，〜，心下的坐标为它自身，因此/在基 

f \，/ 2 ，•••，/«下的坐标为 
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(/(Xi ) ， /(x 2 ) ， … ， / (x /3 )) / . 

点评： 由于运用了线性空间同构的观点，因此自然而然地求出了 FX 的一个基。 

例6 Z 2 rt 到厶的所有映射组成的集合 Z 2 z / 是域 Z 2 上的一个线性空间，求厶^的 
维数，以及它的元素个数。 

解由于心” ={(〜，“ 2 ，…，‘） / |〜6厶，/=1，2，一，72}，因此|乙/丨=2' 把 Z 2 ” 的所 

有向量记成 cti ， ct 2 ，…，。据例5 ( 此时 X = Z 2 ” = {flti ， a 2 ，…，免” }) 得， Z/ 2 兰 Z 2 2 。 
从而 

dim Z 2 Z2 = dim Z 2 2 =2% 

I Z 2 z ^ |^| Zf \=2 Z \ 

点评： 例 6 运用线性空间同构的观点，很容易地求岀了 Z 2 n 到厶的所有映射组成的 
集合 Z 2 V 的元素个数。 

例 7 设 A，B 都是域 F 上 n 级矩阵，若 A 〜 B， 则 C(A) 兰 C(B)， 从而 dim C(A) = 
dim C(B) 0 

证明由于 A 〜 B， 因此存在域 F 上 n 级可逆矩阵 P ， 使得于是 
XGC(A) <=^> XA=AX 

( P - 1 XP )( P ~ 1 AP ) = ( P 1 AP )( P - 1 XP ) 

<=> (P 1 XP)B = B(P 1 XP) 

<=^ P 1 XPeCCB ). (11) 

令 a - C(A) — -C(B) 

X I ——- P ~ l XP , 

由 （11) 式得， a 是 C(A) 到 C(B) 的一个映射，且是单射、满射，从而 J 是双射。显然 a 保持 

加法和纯量乘法运算，因此 a 是 C(A) 到 C(B) 的一个同构映射，从而 C(A) 兰 C(B)， 于是 
dim C(A) = dim C(_B) 0 

点 评：例 7 给出了求与域 /^上^ 级矩阵 A 可交换的所有矩阵组成的子空间 C(A) 的 
基本 方法： 先求出 A 的相似标准形 B ，然后求 C(B ) 0 最后便得出 dim C(A) = dim C(B ) 。 
知道了 C(A) 的维数为 r 后，只要在 C(A) 中找出 r 个矩阵线性无关，就可得 C(A) 的一个 
基。可考虑 J，A,A 2 , …， 1 是否线性无关。参看下面的例9。此夕卜，若 ，…， 

是 C(B) 的一个基，则 C(A) 的一个基，其中 P 使得 
PHAPzB 。 上述这种求 C(A ) 的方法比直接去解矩阵方程 = 要简捷得多。 

例 8 设 A 是数域 K 上的 n 级矩阵，若 A 有 n 个不同的特征值，求 C(A) 的维数和一 
个基。 

解 由于 A 有 n 个不同的特征值；^ ，A 2 ，…‘，因此存在 K 上^级可逆矩阵 P ，使得 

P^ l AP = diag{Ai ， A 2 ，…， } = : 

据 8. 2 节的例3得 ， dim aroz^aD) 的一个基是 E u ， E 2 ”…， E mo 从而根据本节例7 
得， dim C(A )= n，C(A) 的一个基为 PEuP- 1 ，P£： 22 j P - 1 ，…， 1 。 

例 9 设数域 K 上的3级矩阵 
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1 0 4^ 

A = 0 1 2， 

0 1 2 

求 C ( A ) 的维数和一个基。 

解 

A _ 1 0 — 4 

I Al — A | — 0 A _ 1 — 2 = (A — 1) (A — 3) A . 

0 — 1 A — 2 

于是 A 有3个不同的特征值：0，1，3。从而据例8的结论得 ， dim C ( A ) = 3。 直接计 
算得 

1 4 12^ 

A 2 = 0 3 6 . 

0 3 6 

设 々 J + 々 2 A + A 3 A 2 = 0。 比较左右两边矩阵的（1， 2) 元，（1， 3) 元，（1，1)元，依次 可得： 
k 3 =0 <, k 2 = 0 <, k \ —0 o 因此 J，A ， A 2 线性无关，从而 J，A ， A 2 是 C ( A ) 的一■个基。 

例 10用 J 表示元素全为1的矩阵，把 n 元实二次型 X'UI —/) X 的所有零点组成 
的集合记作 U 。 试问： L 7 是不是 IT 的一个子空间？如果是子空间，那么求 (7 的一个基和 
维数。 

解 据本套教材上册 5. 5节的例10,7的全部特征值是 n ( l 重）， 0 (n — 1重），从而 
W — J 的全部特征值为 0(1 重）， n ( n — 1重）。由于 nJ — J 是实对称矩阵，因此存在 n 级正 
交矩阵： T ， 使得 

(nl — J)T = diag { n ， …，”，0}. 

从而作正交替换 X = TY ， 可得到 X ' UJ — 的一个标准形为72/十… i 。 于是 
X^U < > njy? H - …+ 1 = 0 

<=> : yi =y2 = mmm = y f ，- 1 =0 

<=^ 托{(0, …， 0， a )’| a 6 R } = : W . (12) 

令 a : R n — ^ R n 

Y I ——- 7 Y , 

由于丁可逆，因此 C 7 是双射。显然保持加法和数量乘法，因此 C 7 是 R ” 到自身的一个同 
构映射。显然 W 是 IT 的一个一维子空间。从 （12) 式得，“研）=17。因此据本节命题1 
得， [/是 R ” 的一个子空间，且 diml/=dim 由于 

l„’(wJ — J ) l „ = n 2 — l n ’( l n l :) l „ = n 2 ~ n z = 0, 

因此 1„6 L /。 从而1„是卩的一个基。 

点 评：例 10通过建立 R ” 到自身的一个同构映射 a Y\ ^^7^，证明1/ = ^(从），从 
而用本节命题1立即得出 U 是 R ” 的子空间，且 dim U = l 0 知道了 L 7 的维数为1后，只 
要在 U 中找一个非零向量，它就是 L 7 的一个基。 

例3、例4、例5、例7与例10表 明：建 立线性空间之间的同构映射，然后利用本节命题 
1可以简捷地解决问题，而且更直观、透明。希望同学们善于运用线性空间的同构，把所 




212 




第 8 章线性空间 


研奭的问题转化为比较具体的、直观的问题。 

*例11 设 A，B 都是数域 K 上的 n 级对称矩阵。证 明：如 果存在到自身的一个同 
构映射 a， 使得 

( a ( a ) yB ( a ( a )) = aAa^a e K \ 

那么 AiB。 

证明在 K” 中取标准基〜，心，…， £ „。由于0是/<：«到自身的一个同构映射，因此 
ey(Ci )，cr(«2 ) ，… ，cx(e„) 也是 的一 个基。 设 （a(Si )，a(ff2 ) ，… ) ) = ( fii ，心，… ) P ， 
则 P 是可逆矩阵。 

任取 Cf= (A ， : C2 ，…， 6 K"" ， 则 

n n 

aia) — cr( y^x,c t ) = y^jCia(e t ) = (a(Ci ) ， (r(e 2 ) ，…， ) )a 

i = 1 i = 1 

= (Si ， e 2 ， •“ ， Sn)Pa = IPa = Pa. 

于是^(尸 / 5尸）《=(以）^6(作）=( ( 7(«))沱(^(^))= < * / 八|».又由于焱,3 都是对称矩阵， 
因此 P' BPzA ，从而 AiB。 ■ 

例12设 A,B 都是域 F 上的 sXn 矩阵，且 ran k(A) = rank(B)。 用 L7，W 分别表示 
n 元齐次线性方程组 AX = 0，BX = 0 的解空间， 证明： 

( 1 ) U^W ； 

(2) 存在域 F 上的一个 n 级矩阵 H ， 使得 = V1/6U) 是 U 到 W 的一个同 

构映射。 

证明 （1) 由于 dimt/ = n — rank(A) = n — rank B = dim W ，因此 L/=W^。 

(2) 由于1^1^(八）=以吐(3)，因此 A 与 B 相抵，从而存在 S 级可逆矩阵尸与77级可 
逆矩阵0,使得 B = PAQ。 于是 

tjeU <=^ Atj^O <=> P 1 BQ ~ 1 tj =0 <=^> BQ _1 i|=0 

<==> Q ' tjew . 

令 cr . rji 一~则由上式得， a 是 U 到 W 的一个双射。显然 a 保持加法和纯量乘法 
运算，因此 cr 是 L7 到 W 的一个同构映射。 ■ 

例13 设％，％都是域 F 上线性空间V的子空间， a 是V到自身的一个同构映 

射，证明 ：如果 ，那么 

证明先证7 = (7(%)+ 〆 ；^)。任取由于是满射，因此 存在卢 ev 使得 

卢)。由于因此存在译 ew ，体，使得#=译+/? 2 。从而 

a — cr ( j 3) — cr (/3 i ~h 乐 ） = cr(pi ) 十 cr () G cr ( V \ ) + a ( V 2 ). 

因此 V ^ aCVi ) +< r ( V 3 ) , 于是 W ) + cr ( V 2 ) 0 

再证 〆 \^)门^%)=0。任取 yeacv ^ nww )， 则 ye〆 ％) 且 ye〆 ％)。 于是存 
在，使得 y = 〆 表）且表）。从而(7(&)= 〆 ^)。由于 J 是V到自身的 
单射，因此&=在，于是由于 w + w 是直和，因此\^门\^=0 ,从而&= 0 , 
于是 7= tr (^ i )= a (0)-0 o 所以 〆％ ) fk( V 2 ) = 0。 

综上所述^ = 0(% ) ㊉〆 V 2 ) 。 ■ 

例14设 P，Q 分别是域 F 上的 s 级、 n 级可逆矩阵，令 tr(A) = PAQ，VA6M sX „(F)， 试 
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问 w 是不是域 F 上线性空间 M , X „( F ) 到自身的一个同构映射？ 

解 显然 a 是 M sX „( F ) 到自身的一个映射。任取 B 6 A ^ X „( F )， 令 \ 显 

然 A 6 M 心 （ F )， 且 

a ( A ) = PAQ = PiP ^ BQ^Q = B t 

因此 j 是满射。设 A ! ， A 2 6 M sXn ( F ) 有 = a ( A 2 ) ，则 PAiQ - PA 2 Q ，从而 

P — UPAiCDCTsP — 即 Ai = A 2 。 因此 a 是单射。从而 a 是双射。显然 a 
保持加法和纯量乘法运算，因此 a 是 M , X „( F ) 到自身的一个同构映射。 

点评： 在例14中，如果 P 或 Q 不是可逆矩阵，那么 a ( A ) = PAQ 不是 ( F ) 到自 
身的一个同构映射。理由如 下：若 P 不可逆，则根据本套教材上册习题 4. 5的第1题得， 
存在 A 6 M iX „( F ) 且 A #0, 使得 PA = 0 o 于是 a ( A ) = PAQ = 0, 又有<7(0)=尸0(3=0。因 

此 a 不是单射。从而 a 不是同构映射。若 Q 不可逆，则同理存在 C 6 M iX „( F ) 且 C 乒0,使 
得 Q/C = 0, 于是 C'Q = 0。 从而因此 a 不是单射，从而 a 不是同构 
映射。 

习题 8.3 

1. 证 明：域 F 上的线性空间 M , X „( F ) 与同构，并且写出 M , X „( F ) 到 P 的一个同 

构映射。 

2. 令 

[ ! a b, 1 

L = J I ] a »6 ^ R L ? 

\\-h a) j 

(1) 证明： L 是实线性空间 M 2 ( R ) 的一个子空间，求 L 的一个基和 维数； 

(2) 证明： 复数域 C 作为实数域 R 上的线性空间与 L 同构，并且写出 C 到 L 的一个 
同构映射。 

3. 证 明：域 F 上次数小于 n 的一元多项式组成的线性空间 F [: rl 与 F ” 同构，并且写 
出 F [ x ] n 到的一个同构映射。 

4. 设 a 是域 F 上线性空间 V 到 V /的 一个同构映射，证 明： 厂 1 是 V '到 V 的一个同 
构映射。 

5. 设 a 和 r 分别是域 F 上线性空间 V 到 V 与 V '到 V "的一个同构映射。 证明： nr 是 
V 到 V "的一个同构映射。 

6. 用 F 9 表示 g 个元素的有限域，设 V 是域 F , 上的 n 维线性空间， W ， V 2 ， V 3 都是 V 
的 n - 1 维子空间，且 W ， V 2 ， V 3 两两不等。 

( 1 ) 求 dim ( + V 2 ) ， dim ( V 1 Pi V 2 ) ， I h 

( 2 ) 求 iwnwnwi 。 

*7. 证明： 有限域匕上的一元函数（即到自身的映射）都是一元多项式函数（即由 
F q 上的一元多项式诱导的函数），且圮上每个一元函数都可以唯一地表示成匕上次数 
小于^的一元多项式函数。 
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8. 对于正整数〃，令 

Q(7^~) = {a 0 + ai v^3" + … + a„-i \ a ,； G Q^i = 0 ， 1 ，… ，n — 1}. 

设 ^ 与 m 是不同的正整数， 试问： Q 上的线性空间 Q (界)与 Q(W) 是否同构？ 

9. 令（}(1) = <^+&|〜66(3}，它是（2上的一个线性空间，试问 ： (2(丨）与（2(在)是否同 

构？如果同构，写岀 Q ( i ) 到 Q ( V ^) 的一个同构映射。 

10. 对于复数域上 n 级循环移位矩阵 A = u„， ei ，e 2 ，… ，匕 ，求 C(A ) 的维数和 
一 个基。 

11. 设 A，B 都是 /I 级实对称矩阵，证明 ：如果 A 与 B 有相同的特征多项式，那么存在 
IT 到自身的一个同构映射〜使得 

(cr(flf))'B (cKa)) = a Aa » V a 6 R". 

*12. 设 V 是域 F 上的线性空间，的子空间。证明 ：如果 ，那么 

V=Vi + v 2 0 

8. 4商空间 


8.4.1 内容精华 

北京大学数学科学学院的新生入校后，分别编进一班、二班、三班、四班，这样便于以 
班为单位安排各种活动。例如，排课表时一班、二班在一个教室上课，三班、四班在另一个 
教室上课。编班就是把新生组成的集合 S 作一个划分，把其中每一个子集看成新集合的 
一个元素。由此受到启发，在研究域 F 上线性空间 V 的结构时，可以把集合 V 作一个划 
分，为此可以在 V 中建立一个二元关系〜，且使它是一个等价关系，这时所有等价类组成 
的集合就给出了集合 V 的一个划分。 V 的所有等价类组成的集合称为 V 对于关系〜的 
商集，记作 W 〜。于是 V 的一个子集（等价类）是商集 w 〜的一个元素。问题在于 ：如何 
建立 V 上的一个二元关系使它具有反身性、对称性和传递性，从而成为一个等价关系？ 
在商集 W 〜中能否规定加法运算和纯量乘法运算，使它成为域 F 上的一个线性空间？ 
如果这些都能办到的话，那么这将是研究线性空间 V 的结构的第4条途径。 

一、 商空间 

如何建立 V 上的一个二元关系使它是一个等价关系？让我们先看几何空间（以原点 
o 为起点的所有向量组成的实线性空间） V ，设 W 是过原点 O 的一个平面，则与 W 平行 
的所有平面以及 w 给出了几何空间 V 的一个划分，如图 8- 5所示。设 7 T 是平行于 W 的 
一个平面， h 与 y 2 都属于 tt 当且仅当 y 2 — 1=76 W 。 由此受到启发，为了在域 F 上的 
线性空间 V 上建立一个二元关系且使它是一个等价关系，可以先取 V 的一个子空间 W ， 
然后规定： 

a 〜 p n > a — P ^ W 9 ( 1 ) 
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这样就在V上建立了一个二元关系〜。由于 a — a = 因 

此《〜心即〜具有反身性。若《〜)3,则 a — 从 

而0 — q -= — (a —j9)GW， 于是 p 〜 a ， 即〜具有对称性。若 a 〜 
且卢〜:X，则 a—W ，且 yG W。 从而 a ~~ y = ( a — p ) + ( j 3 — 

即〜具有传递性。从而由 （1) 式定义的二元关系〜是 
V 上的一个等价关系。对于的等价类&为 

a= ^ V \ 卢〜 a} 

= {(3 ^ V \ 13^ a W} 




— {p6V|^=a + y ， y6W^} 


图 8- 5 


= {a + r I y e W}. ( 2 ) 

把 （2) 式最后一个集合记作 《 + W， 称它为 W 的一个 陪集， a 称为这个陪集的代表。于是 
3 = a + W。 从而 


(3 a ~\~W < > (3 〜 a < ^ (3 — a W. ( 3 ) 

根据等价类的 性质 ： a = P <=> a 〜/?，得出 

a 十 W = ^ + W < > a 〜尽 n > a — j3 G ( 4 ) 

由 （4) 式可以看岀，一个陪集的代表不唯一。如果《 — pew， 那么 p 也可以作为这 
个陪集的代表。 

对于上述等价关系〜，商集 v/ 〜记成 ww， 称它是 v 对于子空间 w 的商集 ，即 

V/W = U + W | a e V}. (5) 

如何在商集 V/W 中规定加法与纯量乘法运算？容易想到尝试如下 规定： 

(a + W ) + (/? + W ):= U +/»+ W ， (6) 

k(a + W)'-= ka+W, (7) 


这样规定是否合理？需要证明它们与陪集代表的选择无关。设《 1 十 1 ^ = « + \^，/? 1 +\^ = 
戸 +W ，则 ai — a 6- W , y3i —从而 

(ai +说） 一 (a + ^9) — (ai — or) + ( j 3\ _ /3) 6 W ， 

ka 1 — ka — k (ai 一 a) 6 W\ 

因此 (q+ 负） +w=( a + 汾 +W4 ai +W = ^ + W。 这证明了上述规定与陪集代表的选 
取无关，从而是合理的。容易验证上述加法满足交换律和结合律， 0+W (即 W) 是 V/W 
的零元素，（一 《) 十 W 是 a+w 的负 元素； 上述纯量乘法满足线性空间定义中关于纯量乘 
法的4条运算法则，从而 V/W 成为域 F 上的一个线性空间，称它是V对于 W 的商 空间。 
注意： 商空间 V / W 的元素是V的一个等价类 ，而 不是V的一个向量。 

例如上面举的几何空间V的例子，V对于 W 的商空间 V / W 的一个元素是平行于 W 
的一个平面或者 w 自身，而不是几何空间V中的向量。容易直观地猜测商空间 V/W 是 
一维的，即 dim V7W = dim V — dim W。 可以证明这个猜测是对的，而且这个结论可以推 
广到域 F 上任一有限维线性空间V对于子空间 W 的商空间中 。即： 

定理 1设 V是域 F 上一个有限维线性空间， W 是V的一个子空间，则 

dim(V/W) - dim V- dim W. (8) 

证明 在 W 中取一个基⑴， …， I，把它扩充成V的一 个基⑴ ，…， as ， a , + 1 ，…， ^。 于 
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是 dim V—dim W = w —h 下面来找商空间 V/W 的一个基 ：任取卢 +We WW， 设 
P = b\a\ H 十 h+it+i 十… +6„a„ ，则 

0 十 W = C^jai + W") + …+ ib s a s + W) + (b^i a^i +W) + … 十 (J? n oc n +W^ 

= 軍 + … + W + 6m (an-i + W) + … + 6”（〜+ W) 

= 6 j+i ( a^i + W ) + … + 6„( a „ + W ). 

假设 々i(〜 1 +W) + 〜+t— i ( a „+W)=WJlJ 

(haw + …+々广,〜） + W = W. 

从而 tm+ … ew。 于是存在 a ， …山 e f ， 使得 

k ia.^i + ••• + k n ~ s a„ = l\a\ + ••• + La s ， 

BP l\a\ H - \~Lcts —k x a s ^ 1 — … 一 k„— s a„ = Q. 

因此 A = … 1 严々= 0。这表明 m+w， …， a „+W 是 V/W 中线性无关的 
向量组，从而它们是 WW 的一个基，因此 

dim(V/W) = n - s = dim V - dim W. ■ 

从定理 1 可以看出，当 W 是 V 的非零子空间时，商空间 V/W 的维数比原来的线性 
空间V的维数小。如果线性空间的某些性质是被商空间继承的，那么就可以对维数作数 
学归纳法证明有关这些性质的结论。这就是可以利用商空间的结构研究线性空间结构的 
道理之一。 

二、余鱷数 

数学中会遇到线性空间V和它的子空间 W 都是无限维，而商空间 V/W 却是有限维 
的情形。例如，给定正整数〃，考虑数域 K 上一元多项式环 K [: T] 的 子集： 

W = {k n X n + k^i X^ 1 十 … + k n+m X ir ^ m I 777 6 N, ki 6 K ， 
i = n ,7? + 1,•••»?? + /«}, 

由于 W 对于加法和数量乘法都封闭，因此 W 是 K[:c] 的一个子空间。容易看出，X”， 
，…， /+' …是 W 的一个基，因此 W 是无限维的。商空间 K[x]/W 的任一元素形如 

(a 0 + ay 十…十 a„-ix n ~ ] + a n x n + a^iX w+l + + a n+$ x ^ s ) + 

=a。（ 1 + W) 十心 U + W) + … + (〆— 1 + W) + ( ax " + … + a 出 a: 士） + W 

= a 0 (l+W) +ai(x + W) H - ha^Cx^ 1 十 W) +W 

=a 0 (l+W)+a 1 (x + \^)H - h 一 J， 1 +W). 

假如 々 0 (1+ W )+ Mx + W)H - hh — 贝 IJ 

k 0 + 是 】 x + … + k^x^ 1 G 

从 W 中元素的形式可推出 — 因此 

1 + W’x + W ，"-，， 1 + W 

线性无关。从而它们是商空间 K[x]/W 的一个基。于是 

dim /C[jc]/W = 77. 

定义1设 W 是域 F 上线性空间V的一个子空间，如果V对 W 的商空间 V/W 是有 
限维的，那么 dim (WW) 称为子空间 W 在V中的余维数 （codimension)， 记作 codim v W 
或 codim W. 



8. 4 商空间 
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三、标准映射 

设 W 是域 F 上线性空间 V 的一个子空间，则 V 到商空间 V / W 有一个很自然的 
映射： 

7 C : a ) -^ a "h W 3 

称它为标准映射或典范映射 （canonical mapping ) 。显然它是满射。当 W 不是零子空间 

时， 7 T 不是单射，商空间 V / W 的一个元素 a + W 在 7 T 下的原象集是 W 的一个陪集 a + W ， 
这是因为 

7T— 1 (0 ； 十 W)7r(j9) —a+w <=> = 

<=> p - a^W <==> ^3— a <=^ pe~a = a + W , 

这表 明：在 V 到商空间 V / W 的标准映射下， V 的一个子集 a + W 映成商空间的一个元素 
a + W 。 进一步可证明标准映射 tt 保持加法和纯量乘法运算。证明 如下： 

对于任意有 

7r(a +^) = (a + 沒 ）+ W = (a H~ W) + = n(a) + 兀 ( 卢）， 

7r(ka) = ka + W = 6(a + W) = knia), 

因此 V 到商空间 V / W 的标准映射 tt 保持加法和纯量乘法运算。这是我们可以利用商空 
间 V / W 的结构研究线性空间 V 的结构的道理之二。 

例如，容易证明¥到¥/说的标准映射 ； r 把 V 中线性相关的向量集映成 V 7 W 中线性 
相关的向量集。从而如果 V 7 W 中向量集§ =心+研|纟6 1} (其中 I 是指标集）线性无关， 

那么 S=U | id } 是 V 中线性无关的向量集。利用这个结论，我们可以证明 8. 2节的命 
题4,即下述命题1。 

命题1域 F 上线性空间 V 的任一子空间 W 都有补空间。 

证明考虑商空间 V / W ， 设它的一个基为 

S = { a , +W | ai e e /}， 

其中 J 是指标集，则 s=u ue /} 是 v 中线性无关的向量集。令 l / 是由 s 生成的子空 
间，即 

r 

u = | y ^ jk t a t _ ar G S , k } 6 F,j = 1 ，2,…， r ; r G N * \ . 

于是 S 是 1/ 的一个基。下面来证1/是 W 在 V 中的补空间。 

任取由于 S 是 V / W 的一个基，因此有 

t £ 

a J i~W= (a t . +W) = ( ^ Ija^ )+ W\ 

J=I 

t t 

从而 a — y ] lja tj e w 。 记 y = ，则 u ， 且 a — y 6 W 。 于是存在谷 6 W ， 使 

J =1 J=\ J 

得 a — 即 《 = 由此推岀 ， V = W + U 。 

r 

任取夕 g wn t /， 由于 AG 卩，因此夕 = 。又由于卢 e 研，因此有 

j = 1 3 

i 

r r 

W ^J3+W = ^k,a t} +W= YM' +W). 




在 V 中取一个向量 y $ W ，则 y + W 关 W ， 从而 y + W 是商空间 V / W 中的一个非零向量， 
于是 7 + W 线性无关。又由于 dim ( WW ) = l ， 因此 7 + W 是商空间 V / W 的一个基。 

例4设 V 是几何空间， W 是过原点 O 的一个平面， L 7 是过原点 O 的一条直线，且直 
线 [/不 在平面 W 上。 

(1) 证明： ㊉ C 7; 

(2) 写出 U 到 V / W 的一个同构 映射； 

(3) 写出 W 到 V / U 的一个同构映射。 

(1) 证明显然 V 中任一向量 a 可以表示成 a =3+ y ， 其中因此 

V = W + L 7。 又显然灰 fK /=0。 因此 ■ 

(2) 解根据例1的证明过程知道，- 7 + W 是 L ； 到 
WW 的一个同构映射，参看图8-7。 

(3) 解仍据例1的证明过程可以看出， r : ~^3+1/是 W 
到 V / U 的一个同构映射，参看图8-7。 

例 S 设 A 是数域 K 上的一个 s Xn 非零矩阵， W 是 n 元齐次 
线性方程组 AX = 0 的解空间，记 

(1) 证明： 商空间 V / W 的任一元素是以 A 为系数矩阵的某个 

n 元线性方程组的 解集； 图 8-7 

(2) 设 rank ( A )= r *， 求商空间 V / W 的维数。 

(1) 证明任取 a + WeWW 。 记 /^^ Aa ， 则 a 是元线性方程组 AX = p 的一个解。 

根据本套教材上册 3. 8节的定理1得，线性方程组解集为 a + W 。 ■ 

(2) 解由于 dim W = n — rank ( A ) =n — r . 

因此 dim ( V / W ) = dim V—dim W = n ~( n ~ r )= r . 

例 6 设 V 是域 F 上的一个 n 维线性空间， n >3。 L 7 是 V 的一个2维子空间。用 A 
表示 V 中包含 L 7 的所有 n — 1维子空间组成的集合，用表示商空间 V / U 的所有 n — 3 
维子空间组成的集合，令 

a : D,\ -^ Q，t 

W \ ——- W / U . 

证明： a 是双射。 

证明任取仏的一个元素 W / L 7, 则 

dim W = dim U + dim ( W / U ) = 2 + n — 3 = n — 1. 

从而 W 是 V 的 n — 1 维子空间，且 W 包含 L 7。 于'是从而 a 是满射。 

假设仏中，分别在中取一个基 ： ai + L 7, …，3+1/; 
氏 + L /， … ，爲一 3 +17。在 U 中取 一 个基 yi ， h 。 任取占 1 6 ，则& + L / eW \/ L /。 从而 

咨 1 + U= ai (ai + LO + …+ a„- 3 (a^ 3 ~\~U) 

=(aiai + … + a^ctrt-z ) + t/. 

于是 — ia x a \ + 3 )ei/. 

因此 — (axai H - l ~ a „-3 a n -3 ) = ^ i 7 i +^ 2 / 2 - 

从而 d \ = aiai H - ha rt - 3 an -3 +^ i/i +^ 2 / 2 . 
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因此 = ，…， a „_ 3 ， y 2 >。 同理 W 2 = (^ ， — ? 7i »/ 2 >. 

由于灰 因此 a ,+t/6W 2 /LT ， £=l ， 2r"，M — 3 。 

于是 

a, + U= l x + LO + … + (^ 3 + U) 

= + … + 

从而 cr, —(/ifi + … +/ n -3 爲 -3) 由此推出 

a, G 〈卢 1 ， ... ，卢旷 3» 7 i ? 72 ) — W 2 yi — 1 ， 2 ，…， n — 3 . 

从而 W ^W z ，又由于 dim % = dim = n— 1 ，因此 W! = W 2 。这证明了 a 是单射 。 ■ 

例 7 设 U,W 都是域 F 上线性空间 V 的子空间， 证明： （ L/+W)/W 兰 L^O/nW 。 

证明令 CT: (U+W)/W — ^U/U n w 

(7+^)+W I —— -r+L/flW. 

其中 yeudew 。 

(71 +^)+W - (y 2 +5 2 )+W 
< > (7l + ) — (72 4~ ^2 ) 6^ ^ 

<=> (7i — y 2 ) + (^i — ft) 6 W 
<==> 7i — 7z G W 

<==> y i — 7z e u n W 

<=» yx+U f]W = y 2 +U f]W. 

因此 tr 是 （ t/ + W)/W 到 u/unw 的一个映射，且 a 是单射。显然 C 是满射，从而 a 是 
双射。 

任取 （ h+A)+ 灰， （ y 2 +ft)+wea/+w)/w ， 其中 7 1 ， 7 2 6 以， & ，而 6 灰，贝 [| 
a[((/i +S l )+W) + ay 2 +d 2 ) +W)]= a[(/! +r 2 十 A + 82 ) +w] 

=(/! + y 2 )+ l / n w 
=((71 +u n W) + (r 2 +LT n W) 

= a((7! +^)+W) +a((y 2 + ft) +W )； 
alkay, +^) +W)]= a((^i +^!)+W) 

= - \~u n w 

=Hr, +u n W) 

= kaa7i + A ) 十 w) 

因此 ty 保持加法和纯量乘法运算，从而 a 是一个同构映射。因此 OZ+^WO/W 兰 L7/L7H 灰 。 ■ 
* 例 8 设 V 是 g 元有限域 F, 上的；！维线性空间 ， n>3 。 ％和％都是 7 的《 _1 维 
子空间，且 

(1) 任给 aGV ， 求 IWn(a+V 2 )|。 

(2) 任给能否把 a 分解成 a 2 ( 其中 ai 6\^ ， a2 eV 2 )? 如果 a 可以这样 
分解，那么把 a 这样分解的方式有多少种？ 

解 （ 1) 由于 W^V 2 , 因此 W+WSVh 
又由于 dim W =w— 1 ，因此 dimCV!+V 2 ) = w 。 从而 

dimCVi fl V 2 ) = dim V x + dim V 2 - dimdV, +V 2 ) = n — 2. 
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由于 v \+ v 2 = v ， 因此对于存在 ai ev \，《 2 ev 2 , 使得 


任取 nv 2 , 则 7 + m eV^ V + ai = V + a ~ a 2 ea + V 2o 从而 rj + a , G Vi H 
U + V 2 )。 于是 ~~ - rj + a , M Vi nV 2 到 V ! n( a + V 2 ) 的一个映射。 设 〆 中） = 

〆 T 2 ) ， 其中 7 1 ，7 2 G W H V 2 ，则％ + ai = % + ai 。 从而 7 i = % 。 因此 j 是单射。任取 
^€Vi n ( a + v 2 )。 令占 = p — ai ，则由于，因此存在 y 2 ev 2 ，使得 
72。从而 5 =a + y 2 —ai = a 2 +72 。因此占 6 W n v 2 ，且 £7(5) 十 ai =( 戶 一 m ) +ai = 

jh 这证明了 a 是满射。从而 a 是双射。于是 

I v ： n (a + V 2 ) 1 = 1 W n V 2 | =丨 F ， 2 \ =q-\ 

(2) a — a \ — az »ai ^ Vi ,«2 6" V2 


n > a\ = a~\~az ?ai G Vi ,a 2 G V 2 

<=»« ievin ( a + v 2 ). 


由于％门（《+7 2 )非空集，因此 a 可以分解成 a = ai - a 2 ，其中 ai ew ， a 2 ev 2 。 给定 V 中 
向量《后， a 作这样分解的方式数目等于分解式中^的取法数目。从上述推导过程知 
道， ai 的取法数目等于 iv ^ rua + vdi 。 因此《作这样分解的方式数目等于 y 2 。 


习题 8.4 

1. 设其中 K 是数域，令 

W — {a!x + a 2 :c 2 + …十 a m x m | m ^ N* ,a, G K,i = 1 ， 2 ， … ， m}. 

证明： w 是 V 的一个子 空间； 求 w 的一个基，并且求商空间 V / W 的一个基和维数。 

2. 设 W 是域 F 上 n 维线性空间V的一个非平凡子空间， W 中取一 个基： &，…，I。 
用两种方式把它扩充成V的一 个基： 

谷1，… ， d m ， cwi ， … ， a „ ; 

在 1 ，^ . ’ ，各 m ，， * • * ， j^n . 

设 V 的基 &，•••， 各 m * 0 C m + 1 » * * * * Otn 到基^， …， 夂， & +1 ，…，沐的过渡矩阵为 P， 求商空间 
WW 的基 a m+1 +w， …， h+W 到基 A +1 +W，" •，爲 +W 的过渡矩阵。 

3. 设 A 是数域 K 上的 2X3 矩阵： 

/1 _ 1 2、 

A - (1 0 - 1). 

(1) 求三元齐次线性方程组 AX = 0 的解空间 W 的一 个基； 

(2) 求商空间 K 3 / W 的维数和一个基。 

4. 设 [: c]， 令 

w - {(x 2 + i)hix) 1 hix) e rO]}. 

(1) 证明： w 是 V 的一个子 空间； 

(2) 商空间 V / W 的元素是什么？求 V / W 的一个基和维数。 

*5. 设 V 是域 F 上 n 维线性空间，和 V 2 都是V的 ”一1 维子空间，且 


V !^ v 2 ,任给能否把《分解成 ⑴ 一 a 2 ( 其中 aievumew )? 





应用小 天地： 线性码 
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回地面接收站，这需要利用无线电波。而工程上容易实现的是把无线电信号区分成两种 
状态，让一种状态对应于0,另一种状态对应于1。于是首先要把待发送的消息编成由0 
和1组成的字符串，然后利用无线电波发送。在传送过程中，受自然界的电磁源以及其他 
无线电系统发射的信号的干扰，有可能0错成 1，1 错成0。这样接收到的字符串就不一 
定是原来发送的字符串。试 问：能 否检査出有无差错？如果发现有差错，能否纠正差错？ 
运用线性空间的理论可以提供一种检错和纠错的方法。下面我们通过简单的例子来阐述 
这种方法。 

把待发送的消息编成由0和1组成的4位字符串，并且把这种4位字符串看成是二 
元域 z 2 上的4维向量空间 Z 2 4 里的一个向量 ， a 2 ， a 3 ， a 4 )。 如何察觉在传送过程中有 
无发生差错？从日常生活的例子可受到启发。例如，写一封英文信，如果一个单词的字母 
较多，那么容易察觉出拼写差错，例如， communication (通信）如果写成“ conmunication ” ， 

那么容易察觉第3个字母 “ n ” 是错的。这表明一个单词如果有冗余度，那么就有可能察觉 
出拼写差错。由此受到启发，在每一个4维向量（^，〜，《 3 ，^)的右边添上3个分量，成 
为 Z 2 上的7维向量(〜 ， a 2 ， a 3 ， a 4 ，(：! ， c 2 ， c 3 ) ，其中 

Ci — a,\ 0-2 ~h dz » 


c 2 = a\ az ~\~ a^ , (1) 

c 3 = a x + a 3 + a 4 . 

这样就给出了二元域 Z 2 上的向量空间 Z 2 4 到厶 7 的一个映射 n 

o : Zg 4 ^ Z2 7 

， cl% ， CI 3 ， “4 ) I ^ (ai ， a2 ， fl3 ， a4 ， fi ， C2 ， C3) (2) 

其中 q ， c 2 ， c 3 如 （1) 式所示，显然 cr 是单射。称 a 是一个 编码； C 7 的象 Im ^ T 称为一个码，通 
常记作 C ; 码 C 里的每一个元素称为一个 码字； 而 a 的陪域 Z 2 7 的每一个元素称为一 个字; 
码字 （ai ， a 2 ， a 3 ， a 4 ， c 2 ， c 3 ) 的前 4 个分量称为信息位，后 3 位分量称为校验位。现在我 
们来研究码 C 具有什么样的结构。用矩阵可以把 （1) 式写成 


f C\ ' 


1 

1 

1 

0 、 


r ai 、 

1 

1 

C 2 


1 

1 

0 

1 


a 2 

Cz 


1 

0 

1 

1 


^3 

k / 

1 \ 




CL^ 


把 (3) 式右边的 3 X 4 矩阵记作 A ， 则 （3) 式可写成 



n 


^1 

A 

a 2 

— h 

Cz 


a 3 

1 

Cz 


a 4 

k j 


V 


0 . 


(3) 


(4) 


(4) 式等价于 
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A ’ 

以 2 

(A — J 3 ) a 4 = 0_ (5) 

C \ 

Cl 

C 3 

\ J 

把 (5) 式左边的分块矩阵 (A — J 3 ) 记成 H,gp 

H - (A -7 3 ). (6) 

则从（5)、（6)式得，对于<*6厶 7 (元素写成列向量），有 

o G C ^==> Ha = 0. (7) 

这表明 a 是码字当且仅当《'是齐次线性方程组 HX = 0 的一个解。由于 HX =0 的解集 
灰是厶 7 (元素写成列向量）的一个线性子空间，因此码 CSZ 2 7 ( 元素写成行向量）的一个 

• • • • » » 攀 

寧毕 f 辛 ㊅ 。由于 rank ( H )=3, 因此 dim W =7_3 = 4。 从而 

' dim C = 4. (8) 

我们称码 C 是（7,4) 线性码 ，其中7是编码 a 的陪域 Z 2 7 的维数，4是码 C 的维数。 （6) 式 
给出的 3 X 7 矩阵 H 称为码 C 的校验 矩阵。 

设发送一个码字 a ， 接收的是字7。计算/^、如果/^'关0，则 7 不是码字。从而察 
觉出传送过程中发生了差错。这时能否纠正差错，从7恢复成发送的码字 a ? 由于传送 
码字的途径（称为 信道） 总应该是：出错少的可能性较大，出错多的可能性较小，因此应当 
在码 C 中寻找一个码字，它与 y 的对应分量不同位置最少。为此我们引出一个 概念： 

定义 1设 a ， P 6 Z 2 n ， a 与 p 对应分量不同位置的个数称为^与 P 的 Hamming 距 
离 ，记作 cKa ， P ) 0 

显然 J («， p ) 等于向量 a - fi 的非零分量的个数，为此又引出一个 概念： 

定义 2设非零分量的个数称为 a 的 Hamming 重置，记作 W ( ce )。 

从上面所说的可以知道， 

d(a,fi) = W(a-fi). (9) 

如果收到的字 y 不是码字，那么我们去求 C 中每一个码字与 y 的 Hamming 距离，从 

中找岀与 y 的 Hamming 距离最短的码字 P ， 把 y 译成这个码字 / L 在编码^满足一定条 

件下， / M 艮可能就是原来发送的码字 《。 这种译码想法称为 极大似然译码原理。 为了减少 

上述计算量，我们来仔细分析，收到的字7与发送的码字 a 之间的关系。令 

e = y — a, (10) 

称 e 是差错 向置。 我们有 

He f = Hiy — aY = Hy f — Ha — Hy f ? (11) 

称 Hy ' Sy 的校验子。从 ( 11 〕 式看出，孝-序旱？ 7 亨印年举 f 。 

一 般地， a 与 P 有相同的校验子 

<=> Ha=Hfi f 
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< - > H(cf—p) /= 0 

< ' ~> a - / I 6 C 

<=> a + C = p + C . (12) 

这表明 a 与 fi 有相同的校验子当且仅当 a 与 fi 属于码 C 的同一个陪集。由此得出，差 

f f«if f 嘻寧 y + c 。 由极大似然译码原理得，陪集 r + c 中重量最小的向量最有可 

能是差错向量 e 。 于是我们把 y 就译成码字 y — e 。 陪集中重量最小的向量称为陪 集头。 

在实际译码中，把码 C 的所有码字排在第一行，其余每个陪集的向量排成另一行。 
求出每一个陪集的陪集头，写在该行的最 左边； 求出该陪集头的校验子，写在该行的最右 
边，得到一张译码表。收到一个字 y 后，计算它的校验子 H /， 从译码表的最右边一列查 
出该校验子，从这个校验子所在的行査出字 y ， 从 y 所在的列找出第一行里的码字，则把 y 
就译成这个码字。 

为简单起见，我们举一个线性码 C 作为例子。设码 C 的校验矩阵 H 为 



容易看出， rank ( H )=2, 因此齐次线性方程组 HX = 0 的解空间 W 的维数为4_2 = 2。从 
而 dimC =2。 于是 C 是（4,2)线性码。由于商空间 Z 2 4 / C 的维数为 

dim ( Z 2 4 / C ) = dim Z 2 4 — dim C = 4 — 2 = 2, 

因此商空间 Z 2 4 /C 的元素个数为 2 2 =4, 即 C 的陪集共有 4 个。现在可以列出码 C 的译 


码表如下（把 ( fli ， a 2 ， a 3 ， a 4 ) 简写成化七七化 ） : 


陪集头 

陪集里的其他元素 

校验子 

0000 

1010 

0111 

1101 

0 

1000 

1 

0010 

1111 

0101 

(:) 

0100 

1110 

0011 

1001 

C) 

0001 

1011 

0110 

1100 

0 


例如，设收到的字 y =1110, 计算校验子 = 



从译码表的最右边一列查岀 


H ， 在该行里找到 1110, 它所在列的第一行中的码字为 1010, 因此把 y 就译成码 


字 1010。 
















第 9 章线性映射 


我们在第8章研究了域 F 上线性空间的结构，从而为研究客观世界的线性问题奠定 
了坚实的基础。接下来，我们就来讨论、研究客观世界中最基本的“线性关系”以及最基本 
的变换的数学模型——线性映射(它好比是在线性空间这个舞台上驰骋的骏马）。本章将 
从以下几个方面来研究线性映射(包括线性变换和线性函 数）： 

(1) 研究线性映射的运算。线性映射作为映射，可以做乘法运算，且乘积仍是线性映 
射。由于线性空间有加法和纯量乘法运算，因此可以定义线性映射的加法和纯量乘法。 

(2) 研究线性映射的整体结构。域 F 上线性空间 V 到疒的所有线性映射组成的集合， 
记作 ; 对于线性映射的加法和纯量乘法，成为域 F 上的一个线性空间。 V 上所 
有线性变换组成的集合 Hom ( V ，\0 既是域 F 上的线性空间，又是一个有单位元的环。 

(3) 研究线性映射的核和象。从7到纩的线性映射 A 的核 Ker A 是 V 的一个子空间 ， A 
的象 Im A 是疒的一个子空间。线性映射 A 的核 Ker A 可以用来研究线性空间 V 的结构。 

(4) 研究线性映射和线性变换的矩阵表示。着重研究线性变换的最简单形式的矩阵 
表示。 

(5) 研究 V 上的线性函数以及 V 的对偶空间 V (它是 V 上所有线性函数组成的线 
性空间）。 


9.1 线性映射及其运算 


9.1.1 内容精华 

一、 线性映射的定义、例子和性质 

从常数项为0的77元一次函数、闭区间[〜6]上连续函数的定积分、几何空间 V 在过 
原点的平面上的正投影，以及线性空间 V 到商空间 V / W 的标准映射等例子，抓住它们的 
共同性质，抽象出下述 概念： 

定义1设 V 与 V '是域 F 上两个线性空间， V 到疒的一个映射 A 如果保持加法运算 
和纯量乘法运算，即 

A( a +fi) =A(a)+A(/3) V; (1) 

A(ka) — M(a) V a 6 V,k (2) 

那么称 A 是 V 到沪的一个线性映射。 
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线性空间 v 到自身的线性映射通常称为 v 上 的线性变换。 
域 F 上线性空间 V 到 F 的线性映射称为 V 上 的线性函数。 
4(0^)也可写成^4«。 


例 1用 C u > U ， W 表示区间 u ， w 上所有一次可微函数组成的集合，它对于函数的加 
法与数量乘法成为实数域 R 上的一个线性空间。用 D 表示求导数，则 D 是 C (1> U ，6) 到 
R ( u 的一个 映射: D(/(x)) = / ( x ) 。 据求导数与函数的加法、数乘的关系立即得出 ， D 
是 （:⑴ U ，6) 到 R ( a ’ 6) 的一个线性映射。 

例 2 用 C [ a ,6] 表示[〜幻上所有连续函数组成的集合，它对于函数的加法与数量 
乘法成为 R 上的一个线性空间，函数的定积分（记作 J ) 是 C [ a ，6] 到 R 的一个 映射: 


JifUD = (^/(:^心。据定积分的性质立即得出， J 是 C [ a ，6] 到 R 的一个线性映射。 

J a 


例3几何空间 V 在过原点 O 的平面 L ； 上的正投影 
Pu ， 它把任一向量 《 = M 映成〜，其中 D 是从点 A 
向平面 L 7 作垂线的垂足，如图 9-1 所示。显然 IV 是 V 上 
的一个变换，它是不是线性变换？过点 O 作直线 W 与平面 
U 垂直，则 W 是 V 的一个子空间，且有 

a ~ a\ az »ai G ^ *«2 G 

于是 V = L 7+ W 。 又由于 L/nW = 0, 因此 V = L / ㊉ W 。 设 

P = ^2 ?j9l ^ U,^z G 

则 a + 月 =( ai + 庠 ）+ ( a 2 + 啟）。 由于 L / 和 W 都是 V 的子 
空间，因此 《 i + 戽 d /， a 2 +^ ew 。 从而 



Pu (a 十 0) = on + jSi = Pu (a) + Pu (/?) » 

BP Pa 保持加法运算。又对于任意 6 6 R ， 有 ka^ka, +ka 2 ，其中〜】617 Ja 2 6 W ， 因此 


P v (ka) = kai = kP v (a). 

综上所述， V 在平面 U 上的正投影是 V 上的一个线性变换。 
例4设 A 是域 F 上的一个 sXn 矩阵，令 

A J F n - ► F 5 


a i - ► Aa . 

容易看出， ASF ” 到 F 5 的一个线性映射。 

例5线性空间 V 到 V '的一个映射如果把 V 中任一向量 a 都映成 V 的零向量，那么 
称它是 V 到 V '的零 映射 ，记作0。显然0是 V 到 V '的一个线性映射。 

例 6线性空间 V 上的恒 等变换 （即把任一向量 a 映成自身）是 V 上的一个线性变 
换，记作1。 

例 7给定 々 GF ， 域 F 上线性空间 V 到自身的映射如果把任一向量 a 映成心，那么 
称它是 V 上由々决定的数 乘变换 ，记作 fc 。 易验证是 V 上的一个线性变换。当々= 0 
时，就得到 V 上的零 变换； 当々=1时，就得到 V 上的恒等变换。 

例 8 设 W 是域 F 上线性空间 V 的一个子空间， V 到商空间 V/W 的标准映射 
7 T : «1 ~ M + W 是一个线性映射，因为 7 T 保持加法和纯量乘法运算。 
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例 9域 F 上线性空间 V 到铲的一个同构映射〃是线性映射，并且是双射，从而是 
可逆的线性映射。.反之， V 到 V 的一个可逆的线性映射一定是同构映射。 

由于线性映射只比同构映射少了双射这一条件，因此同构映射的性质中，只要它的证 
明没有用到单射和满射的条件，那么对于线性映射也成立。 

域 F 上线性空间 V 到 V '的线性映射 A 具有下列 性质： 

1° A (0) = 0'， 其中0'是\^的零 向量； 

2° A(~a) = -A(a), VaGV; 

3 0 A ( 是 iai + 是 2«2 + … + 々此） = 走 1 ACon )+ 々 2 A(a2 ) + … + 是 3 (%) ; (3) 

4° A 把 V 中线性相关的向量组 ，…， ^ 映成 V' 中线性相关的向量组 A ( ai )，•••， 
A ( a ,)( 注意: A 有可能把 V 中线性无关的向量组映成线性相关的向量 组）； 

5° 如果 V 是有限维的，且，…，《„是 V 的一个基，那么对于 V 中任一向量 

a +a 2 a；2 + …+« 儿，有 

A(a) = a]i4(ai ) ~h a 2 A(Q：2 ) ~1■… + a„A (ar rt ). (4) 

这表明 ：只要 知道了 V 的一个 基⑴，&，•••，〜 在4下的象，那么 V 中任一向量在 A 下的象 
就都确定了。即， n 维线性空间 V 到线性空间\^的线性映射完全被它在 V 的一个基上的 
作用所决定。换句话说，如果对于线性映射 A 和 B 有 

A (a,) = B(a,) * !’=l ， 2 ，〜， /z ， (5) 


那么 A = B 。 


二、线性映射的存在性，投彩 

定理1 设 V 和 V 都是域 F 上的线性空间，且 V 是有限维的。 V 中取一个基 

，& ，…，中任意取定《个向量 h ， y 2 , …， y „ (它们中可以有相同的），令 

A : V―^ V, 

n n 

a = (6) 

i=i i=i 

则 A 是 V 到 V 的一个线性映射，且 A ( a ,) = y ,“= l ，2，〜，《。 

证明由于 a 表示成基向量 ai ，《 2 ，…，的线性组合的方式唯一，因此由 （6) 式定义 
的对应法则 A 是 V 到 W 的一个映射。容易验证 A 保持加法和纯量乘法，因此 A 是 V 到 
疒的一个线性映射，由 （6) 式立即 得到: ■ 
由于 V 到 V '的线性映射完全被它在 V 的一个基上的作用所决定，因此定理1中满足 
AU ) = l (£= l ，2, …， n ) 的线性映射是唯一的。 

定理2设 V 是域 F 上的一个线性空间，17和 W 是 V 的两个子空间，且 

V = L 7© W . ⑺ 

任取设的 ，⑴ et /, 的 ew 。 令 

Pu : V—^ V 

a I - a \. (8) 

则 Pt ； 是 V 上的一个线性变换 。称^ 是平行于 W 在 LJ 上的投影，它满足 
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Pu(a) 




当 a e C/， 
当 w. 



满足 （9) 式的V上的线性变换是唯一的。 

证明 由于 V = ㊉ W， 因此V中任一向量 a 表示成 L7 的一个向量与 W 的一个向量 


之和的方式唯一。从而 Pu 是V到V的一个映射。直接计算可知IV保持加法和纯量乘 
法运算，因此是 V上的一个线性变换。 

如果 orG L/， 那么 a —ar + O ，从而 Pu (a) = a 0 
如果灰，那么 a = 0+ a ， 从而 P v ( a )= 0 o 

设 V 上的线性变换 A 也满足 （9) 式，任取V，设 a = ai 十幻 ， ai 6口，《 2 G W， 则 

>A(or) ^ A(ofi H - ct2 ) ACflfi ) H - A(ar2 ^ ~ C(i 0 :== a\ — Pu Ca;). 


因此 A = JP Uo ■ 

类似地，定义 PwU ) = a 2 ，则 JV 也是 V 上的一个线性变换，称它为平行于 1 /在 W 上 

的投影。 

任取 a ^： Va ~ a \ + a2，ai GC /, a；2 G W »{?!] 

Pu(a) = Pu(Pu(a)) = Pu(ai ) = ai = P^Ca) ^ 

PuP w (a) ~ ^aC-PwCa)) ~ Pu (02) = 0 » 

PwP u (or) = CJPu (or) ) — Pw ^ce\ ) — 0 » 

i^(ar) = Pw(Pw(a)) = (flf 2 ) = az ~ Pw (o). 

由此得出 

Pu ~ Pu ， Pw — Pw 9 PuPW = PwPu = 0 . ( 10 ) 

定义 2 线性空间 V 上的线性变换 A 如果满足 A 2 = A ， 那么称 A 是幂等变换。 

( 10 ) 式表明 ：投影 都是幂等变换。 

定义 3 线性空间 V 上的两个线性变换 A ， B 如果满足 45 = 54 = 0 ，那么称义与忍 


是正交的。 


(10) 式表明 ：投影 ^和 iV 是正交的。 
投影是非常重要的一类线性变换。 


三、线性映射的运算和线性映射的整体结构 

设V和V都是域 F 上的线性空间，我们把V到V'的所有线性映射组成的集合记作 
11 0 111(\^^ / ) ; 把\^上的所有线性变换组成的集合记作 Hom(V,V ) 0 下面来讨论线性映 
射可以做哪些运算，进而讨论 H 0 m(V，V) 以及 Hom(V%\0 的结构。 

设 V , U 9 W 都是域 F 上的线性空间 ,AG Hom(V,U) ,B€ Hom(L/,W ) 0 线性映射作 
为映射，有映射的乘法，因此有乘积映射札4,由于都保持加法和纯量乘法运算，因此 
直接计算可知， BA 也保持加法和纯量乘法运算，从而 BA 是V到 W 的一个线性映射。 

由于映射的乘法适合结合律，不适合交换律，因此线性映射的乘法适合结合律，不适 
合交换律。 - 

设 AGHomCVy)， 若 A 可逆，则 A 是V到V'的一同构映射。从而 A^ 1 是V到V 
的同构映射。于是 KHomO^V)。 
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设 Hom ( V ， V ')。 由于陪域 V 是线性空间，因此可以定义加法和纯量乘法 
如下： 

(A - B)a : = Aa + Ba V a ^ V ； (11) 

CkA)a k(Aa) V a G V . (12) 

直接计算可知， A + B ， M 都是 V 到 V ' 的线性映射。称是 A 与 B 的和， M 是々与 A 
的纯量乘积。 

容易验证，中，由 （11) 、（12)式定义的加法与纯量乘法满足线性空间定义 
中的8条运算法则，从而 Hom ( V ， r ) 成为域 F 上的一个线性空间。 

不难验证，线性映射的乘法对于加法有左、右分配律。即设 A,BG Hom(V,(7), 
ce HomiU^W) ,De Hom(M,V),ja!l 

C(A + B) = CA+CBAA + B)D = AD+BD. 

特别地， Hom ( V ， V ) 成为域 F 上的线性空间，而且 Hom ( V ， V ) 还有乘法运算，容易验 
证， Hom ( V ，\0 对于加法和乘法运算成为一个有单位元的环，还可证明线性变换的乘法 
与纯量乘法 满足： 

k(AB) = (kA)B = (13) 

定义 4 一个非空集合 W 如果有加法、乘法运算，以及域 F 与 W 的纯量乘法运算，并 
且 W 对于加法和纯量乘法成为域 F 上的一个线性空间， W 对于加法和乘法成为一个有单 
位元的环，^的乘法与纯量乘法 满足： 

k(aj3) = (ka)^ — a(k^) » V ^ G G (14) 

那么称 W 是域 F 上的一 个代数 ，把线性空间 W 的维数称为代数 W 的维 数。 

从上面的讨论得出， Hom ( V ，\0 是域 F 上的一个代数。 

容易看出， MJF ) 对于矩阵的加法、乘法与纯量乘法，成为域 F 上的一个代数。 

在 HonKV ， 1 ^) 中定义减法 如下： 


A — B ：= A+ (― B). 

在 Hom ( V ， V ) 中，可定义 A 的正整数指 数幂： 


还可以定义 A 的零 次幂: 



A • A * •** 


A 



* A . 


(15) 


(16) 


当 A 可逆时，还可以定义 A 的负整数指 数幂： 

A~ m i= (A— 1 )' m G N* . (17) 


容易验证： 

A m * A n = A^ n , C4 m ) n =A 腦， m，n e N. (18) 

设 用 A 代人，得 

/(A) = a。J 〜 A + …十 a m A m . (19) 

显然/(义）6只 0 111(7，\0，称/04)是4的一个多项式。容易验证， /(AkG4) = gU)/C4)。 

把 A 的所有多项式组成的集合记作 F[A] ，容易验证 F[A] 对于线性变换的减法和乘 
法都封闭，从而 F[A] 是环 Hom(V， V)的一个子环，且 F[A] 是交换环，/ GF[A] 0 F[A] 中 
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所有数乘变换组成的集合是 F[A] 的一个子环，并且域 F 与这个子环之间有一个双射 
r : ^ 保持加法与乘法运算，因此 F[A] 可以看成是 F 的一个扩环。于是域 F 上 
一 元多项式中的不定元 x 可以用 F[A] 中任一元素代入，并且这种代入保持加法和乘法 
运算。从而由 FQr] 中的有关加法和乘法的等式可以得到 F[A] 中相应的有关加法和乘 
法的等式。这一点非常有用。 

利用线性变换的运算，可以研究一些特殊类型的线性变换的性质，刻画一些线性变换 
之间的关系。下面举几个例子。 

设1/和 W 是域 F 上线性空间V的两个子空间，且㊉ W。 前面已指出，平行于 
W 在 (7 上的投影 Pt； 以及平行于 L/ 在 W 上的投影具有下述 性质： 

P 2 U - Pu ^Pw = Pw, PuPw = PwPv - 0, (20) 

即投影 Pl ； 和 jv 是正交的幂等变换。下面进一步利用线性变换的加法运算研究投影 Pl ； 
和 Pw 的性质。任取 aGV， 设 

a = a\ ~\~ az i ai Pu ^2 G Pw * 

则 （Pu+Pw)a = PL；a 十 Pwa =ai+a；2 

因此 

P v +P w ^ I. (21) 

我们把有关投影的上述性质写成一个命题 如下： 

命题 1设1/和 W 是域 F 上线性空间V的两个子空间，且 V=U ㊉ W， 则平行于 W 
在 U 上的投影IV与平行 U 在 W 上的投影IV是正交的幂等变换，且它们的和等于恒等 
变换。 ■ 

反之，如果 A 和 B 是域 F 上线性空间V上的正交的幂等变换，且 A + B = J ，那么 A 
和 B 可不可以分别看成V在某两个子空间 l/，W 上的投彰？下面来探讨这个问题。 

首先需要找出V的子空间1/和 W， 使得 V = ㊉ W。 任给 aGV ， 由于，因此 

a ~ la = (A ~\~ B)a = Aa + Ba. (22) 

由 （22) 式受到启发，令 L7=Im = B。 由于 A(0) =0，B(0) =0 ，因此 Im A 和 Im B 
都非空集。由于 Az+Ay=A( a + >0eimA， 因此 Im A 对加法封闭。由于 
ImA， 因此 ImA 对纯量乘法封闭。从而 Im A 是V的一个子空间。同理 Im B 是V的一 
个子空间。由 （22) 式得 

V = Im A + Im B. (23) 

任取 ^e(Im A)n(Im B) ， 则存在 aeim A^eim B ， 使得 5 = 如，占卢。由于 A 2 =A ， 
因此 

谷 = Ar = A 2 a = A(Aa) = AS. (24) 

由于 AB = 0, 因此 

Ad = A ( B ^) - (AB)^ =0^=0. (25) 

从 （24) 式和 （25) 式得 9^—0 j 因此 （Im A) Pi (Im B) —0 0 从而 

VsImASImB . (26) 

当占 Elm A 时，从上面的讨论知道，占=舫；当 deim B 时，从上面的讨论知道, 
舫= 0,据本节定理2得 ， A = 1 V ， 其中 C / = ImA 。 同理 ， B = JV ， 其中 W = 这证明了 
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9.1.2 典型例题 


例1判断下面所定义的 R 3 上的变换，哪些是线性变换。 





~X Z +X 3 > 


Xi " 


'Xi + 工 2 、 

(1) A 


_ 

2xi +X 2 — 5x 3 

; (2) A 

工 2 


1 工 2 


1 

工 3 : 
、 > 


— Xi +3x 2 +2x 3 

V > 


工 3 

V J 


JL 
工 3 

、 / 




上 r 


^ 1 

—1 

r 


上 r 

解⑴ 

A 

x 2 


2 

1 

—s 

° i 

i 

1 


工 2 



工 3 



3 

2 

> 


工 3 

、 J 


等号右边的3级矩阵记作 A ， 令 <*=(& ，心 ， x 3 /， 则 

A(a) = Aa, 

据本节内容精华中例4的结论或者直接计算得， A 是 R 3 上的一个线性变换。 


( 2 ) 



(O' 





0 


0 



2 

V > 


4 

、 j 



[0、 


^0、 


「 0’ 

0 

式 A 

0 

十 A 

0 

9 

、 J 


1 

< > 


2 


因此 A 不是 R 3 上的线性变换。 

例2设 R + 是 8. 1节例1第 （1) 小题中的实线性空间，判别 R + 到 R 的下述映射是不 
是线性映射。设 a >0 且 a 关1，令 


log fl : R+ - ► R 


x\ -- log a o：. 

解 任取 A ，: C 2 6R+ J 6 R ， 

log a (xi ® x 2 ) = log a (x l x 2 ') = log a Xi +log a x 2 ， 

log a (^©-Ti ) — log a ) — k logaXi ， 

因此 log fl 是 R + 到 R 的一个线性映射。 

例 3 设 V 是 F [ x ， y ] 中所有 m 次齐次多项式组成的集合，它是域 F 上的一个线性 
空间，给定域 F 上一个2级矩阵 A =(%)， 定义 V 到自身的一个映射 A 如下： 

A(/(x,^)) = /(a u :c + a 21 ： y ， a 12 j: + a 22 jy). 

判断 A 是不是 V 上的一个线性变换。 

解 任取 /(* r ，; y ) 6 V ，显然次齐次多项式，因此 A 
是 V 上的一个变换。由于不定元 * r ，： y 分别用 F [ x ，： y ] 中的元素 a n x + a 21 ： y ， a 12 x + a 22 ： y 代 
入是保持加法和乘法运算的，因此 A 保持加法和纯量乘法运算。从而 A 是 V 上的一个线 
性变换。 

例4设 X 为任一集合，域 F 上的线性空间到 F ( F 看成自身上的线性空 
间）的下述映射 




# 
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A{f) = /( x 0 )， V / 6 

是不是线性映射？ 

解 任取/ 46 ，，々 6 厂有 

A(f g) = (/ 十 g) ( 工 o) = /( 工 0) + 尽 ( 工 0)= -\-A(g ) , 

A{kf) = (kfHxo) = k f(x 0 ) = kAif), 

因此 A 是 F x 到^ 1 的一个线性映射。 

例5在 R 3 中取3个 向量： 

yi = ( l ， o ， l )'， y 2 = (2, o ,2)'， y 3 = (1，1，0)’. 

设 A 是满足 4(£,:) = 10 = 1，2,3)的线性变换。 求向量 < r =( l ，一 1，2)' 在 A 下的象。 

解 a = Ci — e 2 + 2€ 3 0 于是 

A(a) = A(ci) — A(fi 2 ) + 2A(e 3 ) = Ti — 72 + 2y 3 
= (1，0，1/ — (2,0,2)'+ 2(1，1，0)' 

= (1，2，一1广 

例 6 在 KDr ] 中，令 

A (/( x )) = x fix )， V /(-^) 6 K [: c ]_ 

证明 ：（1) A 是 K [: r ] 上的一个线性 变换； 

(2) I > A — ，其中 D 是求导数。 

证明 （1) 任取 /( x )， g ■(: c ) 6 K [ x ] ，々 G K ，有 

A (/( x ) + g ( x ))= /( x ) + g ( a :)) = x fix) 十 

= A{f{x) ) AigCx )), 

Aik fix) ) = xik f (x) ^ ~ k x fix) = k A (/(j:)). 

因此 A 是 K [ x ] 上的一个线性变换。 

(2) 任取 /( de / CDr ]， 有 

(DA — AD )(/( x ))= DA (/( x )) - AD (/(^)) = D{x fU)) 一 A (/’( x )) 

= fix) X f ! ix) — x f f (x) — fix). 

因此 DA—AD^I. ■ 

例 7 设 V 是域 F 上的 72 维线性空间， m ， a 2 ，… ，〜是 V 的一个基， A 是 V 上的一个 
线性变换， 证明： A 可逆当且仅当 A ai ，如 2 ， … ，鳥 „ 是7的一个基。 

证明必要性。设 A 可逆，则 A 是 V 到自身的一个同构映射，于是从⑴ ，奶 ，…，％是 
V 的一个基可得出 *Aari … jAa „ 是 V 的一个基。 

充分性。设 Airi ， Aa ; 2 ，…，是 V 的一个基，令 


a 



则 a 是V到自身的一个同构映射(据 8.3 节定理1的证明）。由于(7(^)=人^，〗 = 1，2^"，”， 
且 m，a 2 ，…，〜是V的一个基，因此 = A ，从而 A 是V到自身的一个同构映射，于是 A 


可逆。 



点 评：例 7的充分性的证明也可以直接去证明 A 是单射，且 A 是 满射： 设 a = 
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畚 


n n n n 

bi(x t 。若 An = 為9,则 y^a,A gl = D bjAg , 。由于 An ，七 2 ，… a„ 是 V 的一 

1 = 1 1 = 1 1 = 1 i = I 

个基，因此 〜 = b"i = 1，2，…，/2。从而 a =戶。因此 A 是单射。任取 y G V。由于 Am , Aa z ，…， 
是V的一个基，因此 


n n 

y = y^j c t Aai ^ A f c 2 a, ) • 

* = i I = i 

从而 A 是满射，所以 A 是双射。于是 A 可逆。 

例 8设 A 是域 F 上线性空间 V 上的一个线性变换。证明 ：如果 
(mG N * ) ，那么 a ， Aar ， … ， A m — 1 a 线性无关。 

证明设 々 Q a + 々 i Az + … +々 m -i A ™—(30) 

考虑 （30) 式两边的向量在下的象，由于 A 、=0, 因此当 s > m 时，有 A s a = 0。 从而 

k 0 A^a = 0. (31) 

由于々""^々。，因此从^:^式得上^^。于是从 （30) 式得 

hAa + …+ k m ~ iA n1 ^ 1 a = 0. (32) 

考虑 (32) 式两边的向量在 A ^ 2 下的象，类似地可得出， h =0。 依次下去，可证得&=()，•••， 
k m -\ = 0 o 因此 a ， Ai ; ，…，、线性无关。 ■ 

点 评：例 8的结论是很有用的。 

例 9设 A ， B 是域 F 上线性空间 V 上的线性变换。证明 ：如果 AB —JBA = J ，那么 

A k B - BA k - kA k ~ l , k ^ l . (33) 

证明对々作数学归纳法4 = 1时， 

左边 = AB 一 BA ， 右边 — A ° ― J . 

由已知条件得，当 k = l 时命题成立。 

假设々一 1时命题成立，来看々的情形。 

A k B — BA k = A k B — A^BA + A k ~ l BA — BA k 

=A^ 1 (AB - BA) + 

= AHj+( 々一 im 々 - 2 a = kA ^\ 

由数学归纳法原理，对一切正整数々命题成立。 ■ 

例 10设 V 是域 F 上的线性空间 ， char F 乒2。设 A ， B 是 V 上的幂等变换，证 明： 

(1) A + B 是幂等变换当且仅当 = 

(2) 如果 AB = JBA ， 那么 A + B — AJB 也是幂等变换。 

证明 （1) 充分性。设由于 义 2 =^，妒=5, 因此 

(A + B ) 2 = (A + BKA + B ) = A 2 +AB 十 BA + B 2 = A + B , 

于是 A + B 是幂等变换。 

必要性。设 A + B 是幂等变换。由于 A 2 = A ， B 2 二 B ， 因此 

A + B = (A 十 B ) 2 = A 2 + AB 十 BA + B 2 = A + AB + BA + B . 

由此得出 AB+BA = 0. (34) 

(34) 式两边左乘 A 得 


AB +ABA = 0. 


(35) 
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(34) 式两边右乘 A 得 

ABA +BA =0. (36) 

把 （ 35) 式和 （ 36) 式相加，且利用 （ 34) 式得， 2 ABA = 0。 由于 char F 关 2 ， 因此 AR 4 = 0。 从 
而由 （ 35) 式和 （ 36) 式得 

AB = 0 ,BA =0. 

(2) 设 则 

(A + B — AB) 2 = A 2 + B 2 + A 2 B 2 +2AB-2A 2 B-2BAB 

=A + J 5 + AB + 2 AB — 2 AB — 2 AB 
= A+B — AB. 

因此 A + U — AB 也是幂等变换。 ■ 

点 评：例 10 的第 （1) 小题告诉我们 ：设域 F 的特征不等于2,如果是 V 上的正交 
的幂等变换，那么 A + B 也是幂等 变换； 如果 A ， B ， A + B 都是 V 上的幂等变换，那么 A 与 
B 是正交的。 

例11 设 V 是域 F 上的线性空间， V " %，•••， V ,都是 V 的子空间，且 
㊉ … ㊉ ％，用巧表示平行于 E V ,在上的投影 （ BP ，设 a = - ai 十 o ；2 + … + a ” 

其中 e Vi g v 2 ，…， e I ，则 p ,( a ) =仏）。证 明： p " p 2 ，…， jp , 是两两正交的幂等 
变换，且 

巧+巧+…+兄 = I . 

证明任取设 

a — ai ~\~ az + ••• + » a\ V\ »a ：2 6 V 2 »? 

则 ^(0)=0：/。 由于 a t = 0 H + 0 + a ,+0 H -+ 0,因此 。 

从而 Pf (a) = PiiPiia )) =P 1 (a, )=a I = PiCa ). 

因此 P ?= P t ，即 P,(i = l ，2, …， s ) 是幂等变换。当）关 £ 时，巧1>,(^)=1^(仏）=0。因此 
PjPi=0 o 同理即 JPi ， …， A 两两正交。由于 

(P, +P 2 H - hP,)(a)= Pi(a) +P 2 (a) H - h P s (a) 

=ai + a2 + *•* + ots — a» 

因此 P 1 +P 2 H - hP,=/. ■ 

例 12 设 V 是域 F 上的线性空间 ，禹 ， A 2 ，… ，皋是 V 上的两两正交的幂等变换，且 
+ A 2 H —— hA ,=/ 0 证明： 

V = Im Ai ㊉ Im A 2 ㊉…㊉ Im A s ， 

且 I 是平行于 y ^ Im 七在 Im A , 上的投影 ， f = 1，2 ，…， 

j¥^i 

证明 任取 V ，由于 = J ，因此 

a= Ha) = (Ai +A 2 + …+ A,) (a) 

= A x a A z a-\- *** + A^a. 

由此推出 , y=Im Ai +Im A 2 + … + Im A ; 。 

任取戸 G fl 由于卢 6 Im 因此存在 y 6 V 使得戸= A ,( y )。 
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由于卢 e Dim A ” 因此卢= [ ft ， 其中 ft 6 Im A } Cj ^ 0,从而存在色 € V ，使得 

{ 3 j = Aj ( dj)(j 尹 i )。 由于 A ?= 成，因此 

(3 = Aiiy) — A- (y) = A ； (A,(y)) = Ai(0). 

由于 A , A , = A ，人 =0， j 古 z •，因此 

A , (/?) = Ai / > ) = A , ( > ] A j idj ^ ~ A , A j Cdj )— 0 . 

j^Ai J^i 

从而 / 3 = 0 o 因此 （g Im A ,) f | (Im A ,) = 0 ，i = 1，2 ，…， s 。 

综上所述得 ' 


V = Im 1 ㊉ Im A 2 ㊉…㊉ Im A ” 
用巧表示平行于; E Im 皂在1111 A , 上的投影，则 


P t (^) 



当卢 G Im A , ， 


当 ^eim A t 时，从上面的讨论知道， A , (妒=/3。 


当卢 G y^Im Aj 时，从上面的讨论知道， A ,( ff ) = 0。 

j 由 

据本节定理 2 得，成= Pi , i = 1 ， 2 ，…， s 。 



习题 9. 1 


1 . 设 V 是域 F 上的线性空间，给定 a6Fd6V 。 令 A ( a )= aa+A VaGV 。 试问 ： A 
是不是 V 上的线性变换？ 

2 . 把复数域 C 分别看作实数域 R 和复数域 C 上的线性空间。令 A ( z )= hV ^ eC 。 
试问： A 是不是 C 上的线性变换？ 

3. 判断下面所定义的 R 3 上的变换，哪些是线性变换。 



I 


'Xi — x 2 、 


、 


r 2 x \ — x 2 、 

(1) A = 

X 2 

— 

X2 + X3 

; (2) A - 

OCz 


jo 2 + x 3 


工3 
k > 


x \ 

V J 


^3 
、 ; 


3 j：i _ Xt + X3 


4. 在 F [>] 中，令 I ； : /( x ) i ~~ ^/ U + a ) ，其中 a 是 F 中一个给定的元素，试问 ： T a 
是不是 F [: c ] 上的一个线性变换？ 

5 . 判断下面所定义的 M „( F ) 上的变换，哪些是线性变换。 

(1) 设 A6M „( F )， 令 A ( X )= XA ， VXGM „( F ); 

( 2 ) 设 B , CeM „( F )， 令 


A(X) = BXC , V X G M„(F). 

6 . 实数域上的线性空间 C [ a ， 6 ] 到自身的一个映射 A : /( x ) i ~~- 是不是 

J a 


C [ a ， 6 ] 上的一个线性变换？ 

7.在 R 3 中取3个 向量: 
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7 i = (1，_3,2)'， y 2 = (― 2，1，4)'， y 3 = (0，一5,8)'， 

设 A 是满足 4(&) = 7,(〗=1，2,3)的线性变换。 求向量 flf =( — 2,5,6/ 在 A 下的象。 

8 . 在几何空间 V 中，取右手直角坐标系 Oxyz 。 用 A 表示绕: r 轴按右手螺旋方向旋 
转 90° 的变换，用 B 表示绕: y 轴右旋 90° 的变换，用 C 表示绕 z 轴右旋 90° 的变换。 证明： 

A a = B 4 = C = I 9 AB ^ BA ,A 2 B 2 = B 2 A 2 ， 

并且检验 ( AB ) 2 = A 2 B 2 是否成立。 

9. 设 Ay 是几何空间 V 的两个向量 ，用心 表示在过原点 O 且方向为5的直线上的 
正投影， A 的定义类似。证明4与 y 互相垂直的充分必要条件为 iV %=0。 

10 . 求域 F 上的代数从„(^)的维数。 

11 . 设 V 是域 F 上的线性空间，… ，恚 都是 V 上的幂等变换，证明 ：如果 Ai ， 
A 2 ，…，两两正交，那么它们的和4 十十…十4 也是幂等变换。 

9.2 线性映射的核与象 


9 . 2.1 内容精华 

设 A 是域 F 上线性空间 V 到 V 的一个线性映射。 A 的象和疒的零向量在映射 A 下 
的原象集（称为 A 的核）在研究线性映射的性质以及线性空间的结构中起着重要的作用。 

定义1 设 A 是域 F 上的线性空间 V 到 V '的一个线性映射， V '的零向量在 A 下的原 
象集称为 A 的核，记作 Ker A,BP 

Ker A • = { aGV | i 4 a = 0}； (1) 

A 的象（也叫做 A 的值域)记作 Im A 或 AV 。 

命题1设 A 是域 F 上线性空间 V 到沪的一个线性映射，则 Ker A 是 V 的一个子空 
间 ， Im A 是 V '的一个子空间。 

证明由于 ^4(0) =0，因此0 G Ker >4。任取 Ker F ， 有 

A(a = Aa + ~ 0 + 0 = 0， 

A(ka) = kAa = kO = 0. 

因此 a + A 心 6 Ker A 。 从而 Ker A 是 V 的一个子空间。 

显然 Im A 是 V /的 一个非空子集，任取如， AJ 6 F ， 有 

Aa ~\~ A ^ — A { a ~\- p ) 6 Im A , 
k { Aa ) ~ A ( fejr ) ^ Im A . 

因此 Im A 是 V ' 的一个子空间。 ■ 

利用线性映射的核和象可以简捷地判断 A 是不是单射，是不是满射。 

命题2设 A 是域 F 上线性空间 V 到沪的一个线性映射，则 

(1) A 是单射当且仅当 Ker A = 0； 

(2) A 是满射当且仅当 Im A = V '。 
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证明 （1) 必要性。设 A 是单射，任取 aGKer A ， 则 

A ( a ) = 0 = A (0). 

由此推出 0 ： = 0，因此 Ker A — 0 0 

充分性。设 Ker A = ，的 eV ， 且 ，则 

0 = Aaz — Aa\ = A(«2 — ai ). 

从而 a 2 — ⑴ 6 Ker A 。 由于 Ker A = 0 ， 因此 a 2 — m =0 ， 即 ai = a2 。 这表明 A 是单射。 

(2) 由满射的定义立即得到。 ■ 

线性映射的核与象之间有什么联系？下面的两个定理回答了这个问题。 

定理1设 A 是域 F 上线性空间 V 到 V '的一个线性映射，则 

V/Ker A ^ Im A . (2) 

证明令 

a 1 V/Ker A - ► Im A 

a H - Ker Ai - ^ Aa . 

由于 

a ~h Ker A = 卢 + KerA 

< > a — /3 G Ker A <~ > A(a — ^)=0 < - ■ > Aa = Ap. 

因此 a 是映射，且 CT 是单射。显然 a 是满射，因此 a 是双射。 

<7[(ar + Ker A) + (^3 H - Ker A) ] = cr[(a + ^9) + Ker A] = A(a + jS) = Aa ~\~ Afi 

= cr(ar + Ker A ) + cr(0+ Ker A ), 
a[k(a 十 Ker A )] = (j[_ka + Ker A ] = A(ka) = k Aa 

=kx { a ~ {- Ker A ). 

因此 a 是同构映射，从而 V/Ker A 兰 Im A 。 ■ 

定理 2 设 V 和 V ' 都是域 F 上的线性空间，且 V 是有限维的。设 A 是7到\^的一 
个线性映射，则 Ker A 和 Im A 都是有限维的，且 

dimCKer A) + dirnCIm A ) = dim (\0_ (3) 

证明由于 V 有限维，因此 Ker A 和 WKer A 也是有限维。从定理 1 得到 Im A 也 
是有限维，且 

dimCV/Ker A ) = dim(Im A ) ， 

于是 dimCVO — dim(Ker A ) = dim(Im A ) 。由此得到 （3) 式。 ■ 

当 V 是有限维时， V 到 V '的线性映射 A 的核的维数也称为 A 的 零度; A 的象 ImA 的 
维数称为 A 的秩，记作 rank ( A ) 。 

定理2中的维数公式 （3) 是非常有用的一个结果，它刻画了线性映射 A 的核与象的 
维数与定义域的维数之间的关系。下面进一步讨论 A 的核的一个基与 A 的象的一个基 
之间的联系。 

设 A 是 V 到/的线性映射 ，dim 在 Ker A 中取一个基 a i ，•••，〜 ，把它扩充成 V 

的一 个基： 

ai ， … ， ， £Wi ， …， (4) 
由第 8 章 8. 4 节定理1的证明过程知道， 
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+ Ker A , , a » + Ker A (5) 

是 WKer A 的一个基，再由本节定理 1 得 

， … ， Aa n (6) 

是 Im A 的一个基。于是 

Im A = ( Aa^i » *" (7) 

如果 V 和 V' 都是有限维且维数相等，那么利用定理 2 中的维数公式可进一步研究线 
性映射的 性质： 

定理 3设 V 和 V '都是域 F 上72维线性空间，且 A 是 V 到 V /的 一个线性映射，则 A 
是单射当且仅当 A 是满射。 

证明 A 是单射<=> KerA = 0 

<=> dimCIrn A ) = dim ( V ) = dim ( V ^) 

< > Im A = V f 

<=> A 是满射。 ■ 

推论 1 设 A 是域 F 上有限维线性空间 V 上的一个线性变换，则 A 是单射当且仅当 
A 是满射。 ■ 

我们知道，有限集合到自身的映射 CT 是单射当且仅当 a 是满射。现在有限维线性空 
间 V 上的线性变换也具有这条性质。 

利用定理2中线性映射的维数公式还可以对域 Fin 元齐次线性方程组 AX = 0 的 
解空间 W 的维数公式给出另一种 证法： 

设 A 是域 F 上 s Xw 矩阵，其列向量组是％ ， ct 2 ，…， a „ ，令 

A : F n - ► F s 



a > - • 

_ Aa . 

4 

(8) 

则 A 是 F ” 到 P 的一个线性映射。设 

a = { a 1 ， a 2 ，…， 



Ker A = {a F n \ Aa : 

= 0 } = {a e F n \ Aa = 

0} - w , 

(9) 

Im A = {Aa 1 a G F n } 

={Aa 

ae F n } 



= {aiOi + a 2 «2 斗 

- h a n a n ai G F，i = 

1 ，2,…， w } 



— <«1 ， cc 2 ，… >. (10) 

这表明 Ker A 等于 AX = 0 的解空间， Im A 等于矩阵 A 的列空间，据定理 2 得 

dim(Ker A ) + dimCIrn A ) —— dimCF") , 

即 dimCW) +rank(A) =n. 

从而 dim(W)=n —rank(A). (11) 

注意： 对于有限维线性空间 V 上的线性变换 A ， 虽然 Ker A 与 Im A 的维数之和等于 
dim V ，但是 Ker A + Im A 不一定等于 V 。例如，在数域 K 上的线性空间 1 <：|>]„中，求导 
数 D 的象 Im D = K"[jc] n -i，D 的核 Ker D = fC ，显然 +/C 尹 fC[x]„ 。 

若有限维线性空间 V 上的线性变换 A 满足 Ker Afllm A = 0, 则 V = Ker A ㊉ Im A 。 
理由如下 ：由于 Ker Af|IniA = 0, 因此 Ker A+Im A 是直和。从而 

dim(Ker A ㊉ Im A ) = dimCKer A) + dim(Im A ) = dim V. 

由于 Ker A ㊉ Im A 是 V 的子空间，因此 
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V = Ker A ㊉ Im A . 

可以利用线性空间 V 上的幂等变换来研究线性空间 V 的结构，即有下面的命 题:. 

命题3设 A 是域 F 上线性空间 V 上的线性变换。如果 A 是 V 上的幂等变换，那么 

V = Im A © Ker A , (12) 

并且 A 是平行于 Ker A 在 Im A 上的投影。 

证明任取 aeV ， 则如 Glm V 。由于 

A(a — Aa ) — Aa ~ A 2 a — Aa~Aa — 0, 

因此 a — AzGKerA 。 由于 a = + — Aa )， 因此 

V = Im A + Ker A . 

任取 pGIm ARK er A ， 由于存 elm A ， 因此存在 yGV ， 使得 /?= Ay 。 由于 Ker A ， 
因此#=0。从而 

0 = Ap — A ( Ay ) ~ A 2 y ~ Ay = j3 , 

于是 ImAnKeri 4 = 0. 

综上所述， V=lm A © KerA . 

记 L / = Im A，W = Ker A 。 由于对任意 a eV % 有 《 = 如十 （a — 如 ） ，因此 J \；( a )=>4 a 。 
从而 ■ 
9.1 节已指出，投影是幂等变换。命题3表 明：幂 等变换是投影，由此体会数学是一 
个统一的整体。 

推论 2 设 V = L 7 ㊉ W ， 用 Pc ； 表示平行于 W 在 LJ 上的投影，则 

U = Im Pu ， W — Ker Py. 

证明任取由于/ ㊉ w ， 因此 

a = ai ~\~ a2 ^ ai U <, az G 

由于 i \；( a )= ai ，因此 Pt ;( a ) eC 7, 于是 Im i ^^ L ；。 

任取 76 L /， 有 ，即 reim Pu ，因此 L/dm P ^；。 从而 U = lm 1^。 

任取谷 GW ， 有 JPJ 谷 ）=0, 因此 <^6 Ker P Uo 从而 WGKerPu 。 任取卢 GKerJV ， 有 
户17(0) = 0。设 

P = Pi +/? 2 ， a e u ， ^ e w, 

则于是戽 =0 。 从而卢因此 KerPuGW 。 从而诼 = KerP u 。 ■ 

推论 2 在几何空间 V 中的情形从直观上看是很明显的，如图 9-3 所示。 

推论3设 V 是域 F 上的线性空间，则 V 的任一子空间 U 是平行于 U 的一个补空间 
在 C ； 上的投影的象。 

证明据 8. 4节命题 1， L 7 在 V 中有补空间，取 U 的一个补空间 W ， 则 V = ㊉ W 。 
据推论2得 

U = lmP v , 

其中是平行于 W 在17上的投影。 ■ 

推论 4 设 V 是域 F 上的线性空间，则 V 的任一子空间 W 是平行于 W 在 W 的一个 
补空间上的投影的核。 

证明取 W 的一个补空间 U ， 则 V = ㊉ W 。 据推论2得， W ^ KerPu ，其中是平 


畢 
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行于 W 在 L 7 上的投影。 ■ 

推论3和推论4表 明：线 性空间 V 的任一子空间既 
可看成某个投影下的象，又可看成某个投影下的核。由 
此看到，投影在研究线性空间的结构中起着重要的作用。 

设 A 是域 F 上线性空间 V 到 V '的一个线性映射。 
既然 Im A 是 V '的一个子空间，自然有商空间 V 7 lm A ， 
把它称为 A 的余核，记作 Coker A 。 直观地可以看出 ， lm 
A 越大（含的元素越多） ， V7lm A 就 越小； 当 Im A 等于 
V 时， V'/Im A 就只含一个零元素了。于是有下述 结论： 
命题4设 A 是域 F 上线性空间 V 到 V /的 一个线 
性映射，则 A 是满射当且仅当 Coker A = 0 o 

证明 A 是满射 l m A = y ； <=> V7lm A = 


W 



0 。最后一步的充分性是由于 


V 7 lm A = 0, 因此对任意卢有0 + 1111々= 0 + 1111盔，由此得出卢61111益。从而 


将本套教材上册 3. 1节命题1和 4. 1节关于线性方程组的矩阵表示结合在一起（并 
且把数域 K 推广成任一域 F ) 可得 出：设 A 是域 F 上的 s X rz 矩阵，其列向量组为& ,« 2 ， 
…，，则 n 元线性方程组 AX = p 有解的充分必要条件是 pe ， cr 2 ，… ， fif n >。令 A ( a ) = 
A «， VcreF % 则4是 F ” 到 P 的一个线性映射。我们在前面已指出 ， Im A 等于矩阵 A 的 
列空间 〈 a !，^ ，…， a „〉。 因此有解当且仅当 A 。 这表明 Im A 越大，就有更 
多的以 A 为系数矩阵的线性方程组有解。换句话说 ， Coker A 越小，就有更多的以 A 为 
系数矩阵的线性方程组有解。本套教材上册 4. 7节曾指出 ：1 mA 的维数越大，就有更多的 
以 A 为系数矩阵的线性方程组有解。现在用 A 的余核的语言再次指岀了这一事实。 


9.2.2 典型例题 


例 1设 A 是域 F 上线性空间 V 到 W 的一个线性映射， W 是 V 的一个子空间，令 

aw ：= {^3 1 w}. 

证明：（1) AW 是 V '的一个子 空间； 

(2) 若 V 是有限维的，则 

dim ( AW ) + dim ( (Ker A ) f ] W ) = dim ( W ). (13) 

证明 （1) 由于 oeW ， 因此 A (0)6 AW 。 对于任意 

i 4 a 十却 = A(a + 0) G AW ,k Aa = A ( ka ) G AW . 

因此 AW 是沪的 一个子空间。 

(2) 考虑 A 在子空间 W 上的 限制: A | W ， 它是 W 到 AW 的一个线性映射。由于 

a e Ker(A | W ) <=^ (A | W)a = 0 

<=» Aa = 0 且 a G W 

< > a ^ (Ker A ) 门灰， 

因此 KerG 4| W ) = ( K er A ) f ! W 。 又显然有 ImG 4 | W ) = AW ，因此 
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dim(AW) + dim((Ker A) f] W) = dim W. ■ 

例 2 设 V ， U ， W 都是域 F 上的线性空间，并且 V 是有限维的。设 AeHom(V ， L /)， 
BGHom(L/,W) 0 证明： 

dim(Ker BA) ^ dimCKer A) + dimCKer B). (14) 

证明 BAG Hom(V,W) ABA)V=B(AV)=lm<iB\AV) ， : Ker(B| AV)GKer B 。 据线 

性映射的核与象的维数公式得 

dimCKer BA ) = dim V" — dim( (BA )V) 

=dim y-dim(Im(B | AV)) 

=dim V — [dim(AV) — dim(Ker(B | AV))] 

=dim V - dim(AV ) 十 dim(Ker(B | AV)) 

^ dimCKer A) + dimCKer B). ■ 

例 3 设 V ， L/ ， W 都是域 F 上的线性空间，并且 dim V=n，dim L/ = m 。 设 AG 
Hom(V,L7) ,BG Hom(U 0 证明： 

rank(BA) ^ rank(A) + rank(JB) — m. (15) 

证明据线性映射的核与象的维数公式以及例 2 的公式 （ 14 ) 得 

rank(B4)= dim(Im(J5A )) 

= dim V 一 dim( Ker(BA )) 

^ n — [dimCKer A) + dim(Ker B)] 

=n — dim(Ker A) + m — dimCKer B) — m 
— dim(Im A) + dim(Im B) — m 

— rank(A) + rank(B) — m. ■ 

点 评：据 9. 3 节关于线性映射的矩阵表示可知，例 3 实际上是本套教材上册 4. 5 节 
例 2 的 Sylvester 不等式。现在利用线性映射的核与象的维数公式给出了另一种证法，这 
一 证法既直观又简洁。 

例 4 设 V ， L7 ， W ， iVf 都是域 F 上的线性空间，并且 V ， U 都是有限维的。设 A6 
Hom(V，LO ,Be Hom(U ， W)，Ce Hom(W ， M) 。 证明： 

rank(CBA) ^ rank(CB) + rank (BA) — rank(B). (16) 

证明 rank(CBA) = dim((CBA)V) ,(CBA)V = C[(BA)V]-Im(C| (BA)V ] 0 由于 
AVQJ ， 因此 ( 从 OVGK /。 从而 K er (C|(BA)V)eK er (C|BLO 。 于是有 

rank (CBA ) = dim( (CJ3A ) V) 

=dim[Im(C | (BA)V)] 

=dim((JJA)V) -dim[Ker(C | BA)V)] 
rank (BA) — dim[Ker(C | BL7)] 

=rank(BA) - [dim(BLJ) - dim(C(BL/))] 

=rank (BA) — rank (B) + rank (CB )• ■ 

点 评：例 4 实际上就是本套教材上册习题 4. 5 的第 3 题，在 “ 习题答案与提示”中给 
出了该题的一种证法。现在利用线性映射的核与象的维数公式给出了第二种证法。这一 
证法较简捷。这个不等式是由 Frobenius 在 1961 年首先证明的。 
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例5设都是域 F 上线性空间 V 上的幂等变换，证 明： 

(1) A 与 B 有相同的象当且仅当 

(2) A 与 B 有相同的核当且仅当 AJ5=A，BA = B 。 

证明 （1) 由于 A ， B 都是 V 上的幂等变换，因此据本节命题3得， A 是平行于 Ker 
A 在 Im A 上的投影， B 是平行于 Ker B 在 Im B 上的投影。 

必要性。设 ImA = ImB 。 任取由已知条件得，据投 
影的性质 （9.1 节的定理 2) 得 

A(Ba) = Ba. 


由此得出， = 由于 A 与 B 的地位对称，因此也有 

充分性。设= 任取 yGImA 。 由投影的性质得 ， Ay = y ， 由已知条件 

得， = 々= y 。 从而 JBy = y 。 于是 yeimB 。 因此 ImAGImB 。 同理可证， 
Im J 5 dm 于是 Im A = Im B 。 

(2) 必要性。设 KerA = KerB 。 据命题3得， V=Im A ㊉ Ker A 。 任取 aGV ， 有 

a = ai + a 2 ^ a \ 6 Im A , a 2 6 Ker A . 

于是 a — orieKerA 。 由已知条件得 ，a — oriGKerB 。 于是 B(a — ai ) — 0 0 即 由 

于 A 是平行于 Ker A 在 ImA 上的投影，因此 A a = ai 。 从而 

CBA) a = B(Aa) - B ai - Ba. 

由此得出，54 = 5。由于 A 与 B 的地位对称，因此也有 

充分性。设= 任取占6 Ker A ， 则 A 占= 0,从而 BA 占= 0 。由于 
因此 B 谷= 0。从而占 G Ker B ， 于是 Ker ACKer B 。 同理可证 Ker BGKer A 。 因 
此 KerA = KerB 。 ■ 

点 评：例 5中由于把幂等变换看成投影，因此证明过程显得简洁、清晰。由此体会 
到：在 研究代数问题时有意识地运用几何的语言（它有几何空间作为直观背景），将使思路 
比较清晰。 

例6设\^和，都是域 F 上的线性空间， A 是 V 到 V '的一个线性映射。证明 ：存在 
直和 分解： 

V=KerA ㊉ W ， 沪 = M © iV ， (17) 

使得 W 兰 M 。 

证明由于 Ker A 是 V 的一个子空间 ， Im A 是 V '的一个子空间，因此据 8. 4节命题 

1，存在 V 的一个子空间 W ， V ' 的一个子空间 N ， 使得 

V = KerA © W ， V ，= Im A ㊉ ； V . (18) 

据 8. 4节典型例题的例1得 

W ^ V/Ker A . . (19) 

据本节定理1得 

V/Ker A ^ Im A. (20) 

由于线性空间的同构有传递性，因此从 （19) 和 （20) 式得， W 兰 Im A 。 在 （17) 式中取 
M=Im A, 即得所要证的结论。 ■ 

点评： 由于我们在 8. 4节的命题1中证明了域 F 上线性空间 V (可以是无限维的）的 
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任一子空间都有补空间，因此例6中不要求V和圹是有限维的。此外，在例6的证明中， 
本节定理1和 8. 4节的例1起了重要作用。由此体会到，尽量多掌握一些重要结论，在解 
决问题时可以站得更髙一些，看得更清楚一些，从而解决问题更简便。 

例 7设V是域 F 上的一个线性空间， char F=0。 证明： 如果為 ，A 2 ，… ，糸是 V上 
两两不等的线性变换，那么V中至少有一个向量《，使得 A ia ，A 2ff ， …，两两不等。 

证明 Aid：，i4 2 a ，…， Aa 两两不等 

< > (Aj —A 2 )a7^0, (Aj — A 3 )a#0, …， { A s - l —A 5 )a^0 

< > KerCAi ~ A Z )，a$ Ker(A： — A 3 ) ，…， a $ Ker(A s -i — A, )• 

由于 Ai，A 2 ，…， ' 两两不等，因此 

Ai — A 2 9 ^ 0,Ai — A 3 ^ 0, ••• ,A^i — A s ^ 0. 

从而 

■ 

Ker(Ai — A 2 ) ^ V,Ker(A! — A 3 ) # V ， … ， Ker(AH — A s ) 7^ V. 

由于域 F 的特征为0,因此据 8. 2 节典型例题的例 10 得 

KerCAi — A 2 ) U Ker(Ax — A 3 ) U … U KerCA,-] ~ A s ) ^ V. 

于是存在使得 

a ^ KerdA , — A 2 ) U Ker ( A , — A 3 ) U … U KerCA^： -A,). 

从而 A ia ，A 2a ，…，成 a 两两不等。 ■ 

例 8 设 A 是域 F 上一个 sXn 矩阵，令 

A(a) • = Aa , V a 6 F n . 

证明： rank(A) = rank(A) 0 

证明 由于 A 是 F ” 到尸的一个线性映射，因此 Im A 等于矩阵 A 的列空间 
<ai，cf 2 ，… ，a n > 。从而 

rank(A) — dim(Im A) ― dim<ofi，a 2 ，…，〉 = rank(A). ■ 

例 9 设 cr 是域 F 到自身的一个映射，如果 a 保持加法和乘法运算，那么称 a 是域 F 
的一个自同态。证 明：域 F 的非零自同态一定是域 F 的自同构（即域 F 到自身的一个同 
构映射）。 

证明 把域 F 看成是自身上的线性空间，它是一维的。由于 a 保持加法和乘法，因此 
a 是线性空间 F 上的一个线性变换 。 Ker a 是 F 的一个子空间。由于 cr 关0,因此 
Ker cr#F。 由于 dim F= 1，因此 dim(Ker tr) = 0，从而 Ker a = 0。 于是 cr 是单射。由于线 
性空间 F 是有限维的，因此 a 也是满射，从而 a 是双射，又 a 保持加法和乘法，因此 ct 是域 

F 的一个自同构。 ■ 

例 10判断下面定义的 K 4 到 K 3 的映射 A 是不是线性映射。如果是，求 Ker A， 

Im A ， Coker A 0 


• 

，工 r 


r X \ — 3x2 + 工3 — 2 x 4 、 

A 

工 1 


— JC \ — 1 1工2 + 2 j ：3 _ 5^4 


工 3 




x 4 

、 J 


3 j：i + 5 jc 2 + X 4 


解由于 
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r X\ s 


f 丄 0 1 

— 乙 1 


r X\ ^ 

A 

工 2 


一 1 - 11 2 

-5 


工2 







工 3 


JC^ 

N . > 


3 5 0 

1 

/ 


X A 


因此 A 是 K 4 到 K 3 的一个线性映射。用 A 表示上式右端的 3 X 4 矩阵， Ker A 等于4元 
齐次线性方程组 AX = 0 的解空间 ， Im A 等于矩阵 A 的列空间。把 A 经过初等行变换化 
成简化行阶梯形 矩阵： 


A — 0 —14 3 - 7 

0 14 — 3 7 

[0 0 0 0J 

于是 AX = 0 的一个基础解系为 

切=(5, 一3, 一14,0/， ij 2 - (1, _1，0,2)’. 

从而 Ker A=<ij!,7； 2 > = <(5,—3, — 

从 A 化成的简化行阶梯形矩阵看出， A 的列向量组的一个极大线性无关组是 



r li 


^ -3 、 

ai — 

— 1 

， (Xz 

-11 


3 

> 


5 

V s 


因此 A 的列空间是 ， a 2 >，从而 

lmA= <(1, - 1,3) / ,(-3, - 11, S) 7 ). 

Coker A = K 3 /Im A ， 把 Im A 的上述一个基扩充成 K 3 的一 个基: 



f 1] 


r —3] 


fl] 

«1 

- 1 

3 

， a 2 ~ 

-ii 

5 

V J 

， 

0 

0 

、 J 


由 8.4 节定理1的证明过程知道， P + ImA 是 K 3 / ImA 的一个基，于是 

Coker A — 〈（ 1 ， 0,0)’+ Im A > . 

点评： 从例10的解题过程看到 ：若线 性映射 A 是由 A ( a )= 如， VaGF ” 给出，其中 
A 是域 F 上一个 sX/z 矩阵，则 Ker A 等于 n 元齐次线性方程组 AX = 0的解空间， Im A 
等于矩阵 A 的列空间。这个结论应熟练掌握。为了求 = 0 的基础解系和 A 的列向量 
组的一个极大线性无关组，只要先把矩阵 A 经过初等行变换化成简化行阶梯形，然后就容 
易写出 AX =0 的一个基础解系，并且可直接看出 A 的列向量组的一个极大线性无关组。在 
求 Coker A 时，只要先把 Im A 的一个基 ， fif 2 ，…， a r (上面已求出）扩充成 F* 的一个基 Cfi ， 
a 2 ，…，仏，仏 +1 ，…，氣（以它们为列向量组的矩阵的行列式不等于0即可），就可以立即得到 
P/Im A 的一 个基： a r+ i +Im A ， … ， a s 十 Im A 。 于是立即写出 Coker A =< a r+ i +Im A ,-*, a 5 
+ Im A ) 0 

例 11 设 A 是域 F 上有限维线性空间 V 上的线性变换，证 明： A 可逆当且仅当对于 
V 中任意非零向量 or 有 
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证明 由于 v 是有限维的，因此据本节推论1和命题2得 
A 可逆^=> 4是单射 
<=^ Ker A = 0 

<==> 对任意 有 ■ 

例 I 2 设 A 是域 F 上72维线性空间V上的线性变换，证明下述两个命题等价： 

(1) A 是可逆 变换； 

(2) 如果V能分解成它的子空间V:与％的直和，那么V〜4(%)㊉ 4(V 2 )。 

证明 （ i )=H2) 设 A 是可逆变换，则 A 是V到自身的同构映射，从而 ACVO, 
W 2 ) 都是V 的子空间。任取由于因此有 

a _1 « = s l +^ 2 e v, , e v 2 . 

于是有 a = A(^)+A(^ 2 ) , A(A)eA(V,) , A(^ 2 ) eA(V 2 ). 

因此 V^ACVO+ACVs). 

任取卢 6^(% ) f|A(V 2 ) 。于是存在 7i 6 Vi » y 2 6 V 2 ，使得 

P = A(/! ) ,/? = A (y 2 ). 

于是 A — 1 (卢） = 7l ，A — 1 (抑 = y2 ，从而 yi = y 2 。 由于 ％ nV 2 =0, 因此二0。从而 
^= A ( 0 )= 0 o 于是 ACVJfUCVJsO 。 

综上所述， 

(2)^(1) 由于 A 是 V 上的线性变换，且％和 V 2 是V的子空间，因此容易看出 
A(K) 和 W 2 ) 也是V的子空间。设 V = Vl @ V2 且㊉ A(V 2 )。 

A(V) 中任取一个向量鳥，由于 V = W ㊉ V 2 , 因此 a = ai +« 2 ， ai 从而 

十 i4a 2 ， An 6 A ( \^ ) ， Aa 2 € 4 ( V 2 ) 。于是 A ( V") = A ( Vj ) + A ( V 2 ) 。由于 V = 
㊉ W 2 )， 因此 ^4(%)。4(^ 2 )=0。从而 

A(V) = A(V ： ) ㊉ A(V 2 ). 

于是 A(V)=V。 这表明 A 是 V 到 V 的满射。由于V是有限维的，因此4也是单射。从 
而 A 是双射，因此 A 可逆。 ■ 

点 评：例 11、例12以及 9. 1节的例7分别给出了有限维线性空间V上的线性变换 A 
可逆的充分必要条件。 

例 I 3 设 A，B 都是域 F 上 n 维线性空间V上的线性变换，证明 ：如果 rank(AB)- 
rank(B)， 那么对于V上的任意线性变换 C， 都有 rankUBC) =rank(BC) 。 

证明 考虑 A|BV, 据定理 2 得 1 

dim(Im(A | BV)) + dim Ker(A | BV) = dim BV. 

由于 Im(A| 忍 V) Ker(A I BV) = (Ker A) f| BV， 且由 已知条件有 dim (AW) ^ 

dim(JBV) ， 因此 dim[(Ker A) P|BV] = 0。 从而 （Ker A) f| 机"= 0。由于 BCVQBV ， 因此 
(Ker A) PlBCV = 0 。 考虑 A|BCV ， 由于 Ker(A | BCV) = (Ker A) PlBCV ， 因此据定理 2 得 

dim(JBCV) = dim(ABCV) + dim Ker (A 1 BCV) = dim( ABCV). 

即 rank ( BC) = rank (ABC). ■ 

点评： 例 13 也可推广到 A，B，C 是适当的线性空间之间的线性映射的情形。证明方 
法一样。本套教材上册习题 4. 3的第15题对矩阵 A，B，C 证明了相应的结论，现在用线 
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性映射的核与象的维数公式给出了更简便的证明。 

习题 9. 2 


1 . 判断下面定义的 K 4 M K 5 的映射 A 是不是线性映射。如果是，求 Ker A ， 


Im A ， Coker A 。 


A 


2〆 

〆 



工 3 


X 4 
^ > 

V 


x\ — 3x 2 + x 3 — 2 x 4 
2xi + x 2 — x 3 + 3 x 4 
— X\ -\- 10x2 — 4x 3 + 9x 4 
3 xj — 2 x 2 + 

4 j ：! + 9 jo 2 _ 5 x 3 + 13 x 4 


( JCl 〕 


工 2 

x 3 

x 4 


2. 任意取定 在 F [: c ] 中，令 : /( x)t - ►/( x + a )。 求 Ker r。，Im l，Coker T a 。 

3. 求一个原函数，记作 B (如下式所定义）是不是 RDtIm 到 RDr ]„ 的一个线性映射? 


如果是，求 Ker B，Im Coker B 0 


B(a 0 + a Y x + *** -\- = a 0 x + ~jo 2 + •" + - • 

L n —— 1 

4. 求第 1 题中商空间 K 4 /Ker A 的一个基。 

5. 虹:^^可看成是 K[；r ]„ 的一个子空间，求在的一个补空间 W ; 
并且求平行于 W 在 KDtLh 上的投影 P 的象与核，以及 P 的余核。 

^6. 设 g = 〆，/>是素数。设/(工） G F 9 Dr]， 如果 /U) 诱导的多项式函数/ 是匕到 

m 

自身的一个双射，那么称 /(x) 是圮上的置换多项式。设 g u ) = Yj b ^ pt ^尽[: r] 。 证明: 

i' = 0 

g(x) 是匕上的置换多项式当且仅当〆: r) 在圮中有且只有一个根。 

7. 设V是域 F 上的有限维线性空间 ，A 是V上的一个线性变换， W 是V的一个子空 
间，用 A- 表示 W 在 A 下的原象集。 证明： 

(1) dim W —dimCKer A)^dim(AW^)^dim W ； 

(2) A— 是 V 的一个子空间，且 

dimCA -1 ^) ^ dim W + dim(Ker A); 

(3) 若 WGIm A， 则 

dimCA- 1 W) > dim W. 

8 . 设 A 是域厂上〃维线性空间 V 上的线性变换，证 明：存 在一个正整数 m 使得 

A m V = A^ k V, k = 1 ， 2,3,…. 


9.3 线性映射和线性变换的矩阵表示 

9.3.1 内容精华 


研究线性映射的方法有两 种：一 种是把它作为具有特殊性质(保持加法和纯量乘法运 
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算）的映射直接进行研究，例如 9. 2节讨论线性映射的核与象、 9. 1节讨论线性映射的运 
算； 另一种方法是当线性空间 V 和 V '都是有限维时， V 到铲的线性映射有矩阵表示，于 
是可以利用矩阵来研究线性映射。同时，也可以利用线性映射来研究矩阵。因此线性映 
射的矩阵表示既是研究线性映射的强有力的工具，又是研究矩阵的强有力的工具。 


一、 线性映射和线性变换的矩阵表示 

设 V 和 V '都是域 F 上有限维线性空间， dim V = n,dim V ^ s 0 设 A 是 V 到疒的一 
个线性映射。我们知道， A 被它在 V 的一个基上的作用所决定。于是取 V 的一个基 
a \ jaz , , a „ » A 完全被 Aai jAa 2 f mmm > 决定。由于，因此在 V 中取一个基 y ， 

W + Acu 被它在基&，，•••，％下的坐标所决定，采用形式写法，有 



^11 

<^12 

… ciu ^ 


(An ， i4a 2 — (rj”rj2 ，…， rjj 

以 21 

饞 

會 

_ 

^22 

m 

# 

• 

… a 2 „ 

• 

• 

售 

. (1) 


V 

cia 

… Cl m } 



把 （1) 式右端的 sXw 矩阵记作 A , 它的第 j 列就是在 V 的基&，％，…， 7 ,下的坐标， 
因此矩阵 A 完全被线性映射 A 和 V 的基〜，《 2 ，…，〜和 V '的基％，％，•••，％所决定，称 
A 是线 性映射 A 在 V 的基 ，…，《„ 和，的基 u 2 , …，小 下的矩阵。 于是线性映射 
A 有了矩阵表示。 

通常把 ( An ，如 2 ，…，如„)记成 A ( ai ， a 2 ，… ，〜） ，于是 （1) 式可以写成 

Aiai 9 a 2 » ••• » ar n ) = ( 71 ， 7 2 ，…， 7 s )儿 (2) 

(2) 式中的 A 就是线性映射 A 在 V 的基 ai ， a 2 ，…，和浐的基 7 l ，％，…， 7 s 下的矩阵。 

对于 V 上的线性变换 A ，由于如， ev ， 因此如,可以用 V 的基〜，&，*••，&线性表 
出，于是有 


( A^i ) = ( ai ， a 2，"_， a „) 



^12 … 

<^\n 

a 2 i 

• 

• 

azz … 

• 

• 

<^Zn 

m 

• 

• 

dn\ 

X 

• 

a n l … 

_ 

drm 

. 在基 ari ， a 2 ? •_ 

• ^OLn 


(3) 


把 （3) 式右端的 n 级矩阵记作 A ，它的第 j 列就是 A a , 在基 ai ， a2 ，…，^下的坐标，因此矩 
阵 A 完全被线性变换 A 和 V 的基 ai ，《 2 ，…，〜所决定，称 A 是线 性变换 A 在基 
A ，山，…，下的矩阵。 于是线性变换 A 有了矩阵表示。 （3) 式可以写成 

A(ai 1 *•* 9 a n ) — (ai ，£?2，…， ) A. ( 4 ) 


(4) 式中的 A 就是线性变换 A 在基⑴，&，•••，〜下的矩阵。 

例如，设 A 是域 F 上 n 维线性空间 V 上的幂等变换，则据 9. 2节的命题3得 

V = ImA©KerA. (5) 

且 A 是平行于 Ker A 在 Im A 上的投影。在 Im A 中取一个基 an ，…，;在 Ker A 中取一 
个基&，… ，&- r ，则⑴，•_•，〜，&，••• ，&- ,是 V 的一个基。由于 A 是平行于 Ker A 在 Im A 


上的投影，因此 


Aai — a t > f = 1,…， r ; 


( 6 ) 


ASj = 0 ， j = 1，."，/2 — r. 
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从而幂等变换 A 在基 ai ，… ，〜， &，…，下的矩阵 A 为 



其中 r = rank ( A ) = dim(Im A ) = rankCA ) 。 

一般地，我们有下述 结论： 

命题1设 A 是域 F 上 n 维线性空间 V 上的线性变换，它在 V 的一个基⑴，&，•••，〜 
下的矩阵为 A ， 则 

rank ( A ) = rank ( A ). (9) 

证明由于如可由…，线性表出，因此 

Im A = (Aa i jAaz ，…， Aa ” 〉 . 

据 （4) 式和 8.3 节的例 4 得 

dimdm A ) = dim < Aa ： i ， Aar 2 ，…，^^ > = rank ( A ). 

于是 rank ( A ) = rank ( A ). ■ 


二、 HomlV,〆） 与 M, X „(F) 的关系， Hom(V,V) 与 M"(F) 的关系 

设7和\^都是域 F 上的有限维线性空间， dim y=n,dim V r = 5 0 在V中取一个基 
ai ，a 2 ，…，《„，\^中取一个基 71 ， 72 ，…，&，则V到V'的每一个线性映射 A 都有唯一确定的 
sXn 矩阵 A 与它对应，于是有 Hom(V，V) 到 M. X „(F) 的一个映射 a : Ai ~^ A， 其中 A 
满足 （2) 式。设如果 A = B ，那么在基化巧^…”下的 
坐标（即 A 的第 j 列）与恥， 在 基小， ，…，， 下的坐标（即 B 的第 j 列）相等。从而 

因此 A = 这表明 a 是单射。任给 C6M sX „(F)， 设V'中的向 
量乃在基％，％，•••，％下的坐标为 C 的第列， J = l，2, …，72。构造\^到/的一个线性 
映射 C， 使得 C { a } )^7 j ，j = l，2r"，?7，HlJ 

C(ai ， OT2 ， …， ) = ( 7l ， 72 ， … ， )C. 

从而 c 是线性映射 C 在 V 的基 《!，&，•••，％ 和 V 的基，…，下的矩阵，因此 
a(C) = C。 这表明 tr 是满射，因此 <7是双射。下面讨论 a 是否保持加法和纯量乘法运算。 
由于 

(A + B ) (ai，a2 ，…， ) = ( (A + B)ai ， （A + B)a；2 ，…， （A 十 B)a„) 

={Aa 1 + Ba i，Az2 + & 2 ，…， + Ba „) 

=CAa 1 ^Aat »*** jAa „) + (Ba\ ^Ba2 ? **' 'fBan ) 

= (々1 ， 7/2 ， _•• ， ％) 八 + (%，7/2 ， ••• ， 

=(々" 识，…，％ ) (A + B) ， （10) 

因此 A + JB 在 V 的基 ari，a 2 ，…，和 V 的基％，7^2, …， 7^ 下的矩阵是 A+JB。 从而 

(jiA + B) = A ~h B = £j(A) + (KB) • 

对于有 

(M) (ai，a 2 ，…， a„) = (Mai，Ma 2 ，… ，Ma„) = kiAa \ ，Aa 2 ，… ，^a”） 

=々[( 71 ，识，… » 7 ，) A ] = ，…， rj s ){ kA ). ( 11 ) 

因此 M 在 V 的基 ai ，《 2 , …，和，的基 &，％，_••，& 下的矩阵是 AA， 从而 
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a(M) = kA = fer(A). 

综上所述， CT 是域 F 上线性空间 Hom(V，V') 到 M^(F) 的一个同构映射。于是我们 
证明了下述 定理： 

定理 1设V和V'分别是域 F 上《维、 5 维线性空间，则V到V'的线性映射 A 与它 
在V的一个基和疒的一个基下的矩阵 A 的对应是线性空间 HomWy) 到 M, X „(F) 的 
一个同构映射，从而 

dim( HonUV^V^)) = sn = (dim V ) (dim V'). 

特別地，有 

Hom(V,V) ^ M „( F )， 
dim(Hom(V,V)) = (dim V) 2 . 

Hom(V，V) 与 M„(F) 都是域 F 上的代数，它们都有加法、纯量乘法、乘法运算。我们 
自然 要问： V上的线性变换 A 对应于它在V的一个基⑷ ，的 ，…，〜下的矩阵 A ，是否保持 
乘法运算？由于 

(AB ) (ai，a 2 ，…， a„) = A ( Bai ，Ba 2 ，•••，&„) 

=A[(ai，a：2 ，…， ar„ )B] 

= A(b n ai + ^2i«2 + *'• + b n i a n 9 *** ，办 i„ai + b 2n a2 十 ••• + b^ar ) 

= ib n Aa\ + b 2 \Aa2 *** + b„\Aa n ? *** ,6 u Aai + b 2n Aa2 + '•* + b m Aa n ) 
= {Aa\ ?i4a 2 »*" )B 

=[(ai ， a2 ，…， ) A]B 

=(ai ， a 2 ， … ， ar” ）（ AB). (16) 

因此 AB 在基 cn，a2 ，…， o；„ 下的矩阵是 AB 。从而 

a ( AB ) = AB = ct (A)( t ( j B ). 

因此 j 是环 Hom(V，\0 到 M„(F) 的一个同构映射。 

注： 从上述推导过程看出 

A[(ai，a 2 ，… ( Aai ，Aa 2 ，… ^ Aa„)B 

=[A(ai ， a ； 2 ， … ， a„)]B. (17) 

定义 1 设 M 和 AT 都是域 F 上的代数，如果存在 M 到 M' 的一个双射 〃 ，使得 a 既是 
线性空间 M 到 M' 的同构映射，又是环 M 到的同构映射，那么称代数 M 与 M' 是同构 
的，并且称 a 是代数 M 到 M' 的一个同构映射。 

上面的讨论证明了下述 结论： 

定理 2设V是域 F 上”维线性空间，V上线性变换 A 与它在V的一个基下的矩阵 
A 的对应是代数 Hom(V，V) 到 M„(F) 的一个同构映射，从而代数 Hom(V，V) 与 M n (F) 

是同构的。 ■ 

由于线性变换 A 与它在V 的一个基下的矩阵 A 的对应是代数同构映射，因此 
Hom(V，V) 与 M„(F) 的对应元素之间有关加法、纯量乘法、乘法运算的性质是一样的。 
例如，恒等变换 J 对应于单位矩阵I ;线性变换 A 可逆当且仅当它在V的一个基下的矩阵 


( 12 ) 

(13) 

(14) 

(15) 
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A 可逆，且 A ' 1 在 V 的这个基下的矩阵是 A ' 1 。 详细论证 如下： 

V 上的线性变换 A 可逆 

<=>存在 V 上的线性变换 B ，使得 AB = BA = I 
<==>存在域 F 上的； z 级矩阵 B ， 使得 = 

<=>矩阵 A 可逆。 

从这个推导过程还可看出 = B 当且仅当 A ” = B 。 于是 A ' 1 在 V 的这个基下的矩阵 

是 A - 1 。 

又如， A 是幂等变换当且仅当它在 V 的一个基下的矩阵 A 是幂等矩阵。详细论证 
如下： 

V 上的线性变换 A 是幂等变换 

< > A 2 =A 

< ■> A 2 =A 

<=> A 是幂等矩阵。 

类似地有上的线性变换 A 是幂零指数为 Z 的幂零变换(存在正整数 Z ， 使得4 =0,使 
得此式成立的最小正整数 Z 称为 A 的幂零指数）当且仅当它在 V 的一个基下的矩阵 A 是幂 
零指数为 Z 的幂零矩阵; A 是对合变换（即 A 2 =1) 当且仅当 A 是对合矩阵（即 A 2 = D 。 

三、向 置在线性映射 （或 线性 变换）下的象的坐标 

线性空间 V 中取一个基，《 2 ，…， a „， V 上的线性变换 A 在此基下的矩阵为 A ， V 中 
向量 a 在此基下的坐标记作 X 。我们自然要问 ：向量 在此基下的坐标是什么？由于 
a = (ai ? a 2 ，…， a „) X ， 因此 

Aa — A[(ari ， a2 ， ". ， a n )^"] = [A(ai ， a2 ， ". ， 0 ^)]叉 

=[(ai ， a 2 ， … »a„)A]X — (ai ， a 2 ， … ， a ” ） AX. (18) 

从而如在基〜 ，幻 ，…，下的坐标为 AX 。 

由于 V 中两个向量相等当且仅当它们在 V 的一个基下的坐标相等，因此如果向量 y 
在基 cn ， o ：2 ，•_•，％ 下的坐标为则 

Aa = 7 <==> AX =Y. (19) 

对于向量在线性映射下的象的坐标也有类似的 结论： 

设 A 是域 F 上72维线性空间 V 到 s 维线性空间浐的一个线性映射，它在 V 的一个 
基 ari ， a ；2 ，…， ar n 和的一 •个基 7]\，印，…， rj t 下的矩阵为 A ，\^中向量 a 在基 o ： i ， flr 2, …，下 
的坐标为 X ，则洳在 V 的基％，7/2，•••，％下的坐标为 AX 。 证明如下 ：由于 

Aa = i4[(ari ， a 2 ， … »a„)X] = [A(ai ， a 2 ， … »a„)]X = [(% ， % ， … A]X 

= (7/i ，免 ，…， 7 ,) (AX) ， ( 20 ) 

因此如在 V 的一个基 p ，％， …，％下的坐标为 AX 。 

设 V '中向量 y 在基 7l ，％，•••，％下的坐标为 V ，则 

Aa — y < > AX = Y. 


(21) 
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四、线性变换在不同基下的矩阵之间的关系 

域 F 上 n 维线性空间 V 上的线性变换 A 在 V 的不同基下的矩阵有什么关系？ 

定理3设 V 是域 F 上的 w 维线性空间， V 上的一个线性变换 A 在基⑴，& ，…，《„下 
的矩阵为 A ， 在基 71 ， 72 ，…，％下的矩阵为 B ，从基 ai ， 0 ： 2 ，…， ar „ 到基 7 !，” 2 ，…，的过渡 
矩阵为 S ， 则 

B = S _1 AS . (22) 

证明 由已知条件，有 


于是 


从而 


A(ai »«2 * *** »a n ) — (ai ， 0?2 ， ••• 

A (切 ，负，…，々 „) = (7/1， t /2 ，… 

(rj\ ， rj2 ， … ， rj n ) = (ai ， a 2 ， … ， ar n )S. 

(71 ，％， … jTj n )S~ l — [(ai ， a 2 ， … ， a„)S]S^ 

— ( ai ，0 T 2 ， ’’•， a n ) • 


，平， … ， rj n )= A[(ai ， a2 ， … ， a„)S] = [A(ai ， af 2 ， … ， a”）]S 

=[(a"a2 ’… ’a„)A]S = [(% ，识， … ，？ ^)S _1 ](AS) 
= (H ， … ， ynXS- 1 AS). 

(23) 式表明 A 在基^，识，…，下的矩阵为 S ^ AS 。 因此 

B = S~ l AS. 


(23) 

■ 


定理 3 表明 ：同 一个线性变换 A 在 V 的不同基下的矩阵是相似的，这就是我们在本 
套教材上册第5章相当多的篇幅讨论 n 级矩阵的相似关系的主要原因。 

由于 n 维线性空间 V 上的线性变换 A 在 V 的不同基下的矩阵是相似的，而《级矩阵 
的行列式、秩、迹都是相似关系下的不变量，因此我们把 A 在 V 的一个基下的矩阵 A 的行 
列式、秩、迹分别叫做线 性变换 A 的行列式、秩、迹 ，依次记作 det ( A )， rank ( A )， tr ( A ) 。这 
里要指出一 点：在 9.2 节我们把 ImA 的维数称为 A 的秩，现在又把 A 的矩阵 A 的秩叫做 
A 的秩，这会不会产生矛盾？不会，因为在本节命题1中已证明 dim(Im A ) = rank ( A )。 

对于 n 维线性空间 V 上的线性变换 A ， 自然希望在 V 中找到一个适当的基，使 A 在 
这个基下的矩阵具有最简单的形式。由于 A 在 V 的不同基下的矩阵是相似的，因此我们 
可以先取 V 的一个基以，《 2 ，…，^，设 A 在基 ai ， a2 ，… ，〜 下的矩阵为 A ， 然后寻找与 A 
相似的具有最简单形式的矩阵，称它为 A 的相似标准形。由此看 到：在 V 中找一个适当 
的基使得线性变换 A 在此基下的矩阵具有最简单形式这个问题，与寻找 rz 级矩阵 A 的相 
似标准形的问题是等价的。如果我们把前一个问题解决了，那么后一个问题就随之解决 
了。从下一节开始我们将围绕“在 V 中找一个适当的基使得线性变换 A 在此基下的矩阵 
具有最简单形式”这个问题展开讨论。 


9.3.2 典型例题 


例1 设 A 是 K 3 上的一个线性 变换: 
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上 1 、 


f jCi + 2j ：2 、 

A 

0C 2 


JC3 ~ Xt 


工 3 

K J 


X 2 x 3 

k J 


求 A 在 K 3 的标准基 c !， e 2 ， s 3 下的矩阵。 

解 



rli 


rli 


會 


r 2i 


0^ 


, o ■ 

Aei — A 

0 

— 

0 

^Mz — A 

i 


— i 

e 3 — ^ 

0 

— 

1 


0 

、 j 


0 

V j 


0 

w j 


1 


1 

\ -• 


-1 

、 J 


因此 A 在基 £ l ， c 2 ， e 3 下的矩阵 A 为 


A 


0 


0 - 1 
0 1 


一 1 


例2在实数域 R 上的线性空间 R R 中，令 


V — < 1 > sin cos x) 


那么 l ， S inx ， COS x 是不是 V 的一个基？求导数 D 是不是 V 上的一个线性变换？如果 
是，求1>在\^的基 1 ， sin x，cos x 下的矩阵 D 。 

解在 8.1 节的习题第9题的第 （6) 小题中已经证明了 l ， sin : r， COS I 线性无关，因 
此1 ，sin x,cos jr 是 V 的一个基。由于 

D( 1 )= 0 ， 


1)( sin x ) = cos x = 0* lH -0* sin j : + 1 • cos jc , 

D(cos jo) = - sin x = 0 • 1 + (— l)sin x + 0 • cos x , 

因此 D 是 V 到自身的一个映射，从而！>是 V 上的一个线性变换，且从上面的3个式子得 
出，1>在 V 的基 l ， sinx ， C os 工下的矩阵 D 为 


<0 0 0 , 

D = 0 0 - 1 . 

0 1 0 

点评： 例2中求 D 在 V 的一个基 l，sin ^ cosx 下的矩阵 D 时，要注意基向量的顺 
序是1 ，sin x,cos x ， 把 D(sin : r ) 按这个顺序表示成 l，sin x,cos x 的线性组合，然后取其 
系数(按这个顺序）作为 D 的第2列。同理，把 D(cos x ) 表示成 l,sin x,cos x 的线性组 
合，取其系数(按这个顺序）作为 D 的第3列。 

例3在数域 K 上的线性空间 K [ x ]„ 中，求 D 在基 



) 2 


• • 



(n — 1) ! 




下的矩阵 D ， 其中 a 是给定的实数。 


解 D(l)=0,DU-a) = l,D 


2y (x — a) 


x _ a 




D 


3 ^ U ~ a) 


U~a)\D 


4 


(x — a) 


4 


—(x —a) 3 , 
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D 


(n-1)! 


(x _ a ) n ^ 1 


(n-2)! 


ix — aY 


一 2 


因此 I > 在基 1 ，x —a ， ^y(x_a ) 2 ， 


• « « 


’（72-1)! 


(x — 下的矩阵 D 为 


D 


0 

0 

0 


0 0 


0 


0 0 


0 

1 


0 0 0 0 


0 、 
0 
0 
0 


0 0 0 0 


0 


例 4 


0 0 0 0 

[ 0 0 0 0 

在 M 2 (F) 中定义下列 变换： 


0 






a b 
c d 


A 3 (X) 




X,A 2 (X) = X 


a b \ t a b 

)Xf 

c d \ c d 


a 


c 


b 

d 




其中 G 是给定的一个 2 级矩阵 ， Ai ， A 2 ， A 3 都是域 f 上线性空间 m “ f ) 上的线性变 
换，分别求它们在基匕上^巧^&下的矩阵。 


解 




a b \ /I 0 





c d / \0 0 


Ai (E\2 ) 


a b 


c 


d 


E 


12 


Ai (-E21) 


a b 
c d 


E 


21 


AiCEzz) 


a 


b 


c d 


E 


22 


a 0 
c 0 
0 a 
0 c 

b 0 
d 0 
0 b 
0 d 


aE n + cE 


21 


aE 12 + cE 


22 


bEii H - dE 


21 


bK\z + dE 


22 




A x 


a 


0 b 0 


0 a 0 b 
c 0 d 0 
0 c 0 d 

\ 


类似地可求出 A 2 在基仏^它^瓦^^^下的矩阵^^为 


^2 


a 


c 0 0 


b d 0 0 

0 0 a c 

0 0 b d 
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由于 

因此 A 3 —A\A 2 。 


厶 3 ( 兄 )=(: VxGM 2 (F), 


从而 A3 在基 £ll 9E12， E 2 i ，£^2下的矩阵为 


rU 

0 

a x a 2 = 

c 

0 

v. 


0 b 
a 0 

0 d 

c 0 


0 1 

b 

0 

d 

/ 


ra c 

b d 

0 0 

0 0 
V . 


0 0〕 
0 0 

a c 

b d 

j 


a 2 

ac 

ba 

be " 

ab 

ad 

t 2 

bd 

1 

ca 

c 2 

da 

I 

dc 

cb 

cd 

db 

d 2 


例 s 设 V 是域 F 上的 《 维线性空间， A 是 V 上的一个线性变换。证 明：如 果存在 
使得、关0,且 A \=0, 那么 V 中存在一个基，使得 A 在此基下的矩阵为 


r 0 1 0 … 0， 

0 0 1 — 0 

畢拳 9 « 

« _ 攀 « 

* _ 畢 争畢 

0 0 0 — 1 

0 0 0 … 0 

、 J 

证明由于关0且 Ak = 0, 因此据 9. 1节例13得， a ， Ar ， A 2 a , …， A "-、 线性无 

关； 又由于 V 的维数为〜因此 a ，；， A 2 a ，…， 4『^是 V 的一 个基。 由于 

ACA ^ a ) = A n a = 0, ACA ^ a ) = …， A ( Aa ) = A 2 a ， A ( a ) = Aa , 

因此 A 在基…，下的矩阵为 


， 0 
0 


1 0 … 0 、 

0 1 … 0 



0 0 0 — 1 

0 0 0 — 0 


例6证明 ：导数 1>在 KDr ]„( n > l ) 的任何一个基下的矩阵都不可能是对角矩阵。 
证明假如 KDcL 中有一个基 / Jxh / Ax )， …， /„( x ) 使得 


{a x 


a n 

、 > 

则^(/，(尤））^^/,^)，^：^，…，^。（注 ：矩 阵中未标出元素的地方其元素都为0,以后 
同此约定。） 

若 a t ==0，则 D { fi ( jc ))=0 o 从而 /, ( X ) = 6, 6 K ， 在 /1 ( x ) ，/ 2 ( 工 ），…， / n ( 工）中至多 
有一个 /,( x )=6,， 否则它们线性相关。因此存 在〜关 0使得 D (/ ; ( x ))= a /, U )。 由于 
IK /,( x )) 的次数比 /, U ) 的次数少1，因此得出矛盾，从而 D 在 iC [ x ]„( n > l ) 的任何一个 

基下的矩阵都不可能是对角矩阵。 ■ 

例 7 设 A 是域 F 上 n 维线性空间 V 上的一个线性变换。 证明： 

(1) 在 F [ x ] 中存在一个次数不超过 n 2 的非零多项式 / U )， 使得 /(A)=0; 

(2) 如果 /U)=0 ， g(A)=0, 那么 304)=0, 这里 d ( x ) 是 /(x) 与 gU) 的一个最大 
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参 


公 因式； 

(3) A 可逆当且仅当有一个常数项不为0的多项式 fix ) ，使得 /( A ) =0 o 
证明 （1) 由于 dim ( Hom ( W )) = (dim W = w 2 ，因此下述 w 2 + l 个线性变换 

J ， A ， A 2 ， AV "， y 2 

必定线性相关，从而在 F 中有不全为0的元素匕 ， kv ， k „2 ，使得 

々 0 J + 是 ; t A + 是 2 A 2 + …+ 是 „2 = 0. 

令 f ( jc )= k 0 + k l x + k 2 x 2 -\ - \- k n ^ jc n2 , JS !] /(X) 尹0且 /( A ) =0 o 

(2) 设 < i ( x ) 是 / X : c ) 与 g (: c ) 的一■个最大公因式，则存在 m ( x ) , v ( jc ) G F [: c ] ，使得 

d ( x ) = u ( x ) fix ) + 

: r 用 A 代人，从上式和已知条件得 

d { A ) = u ( A ) f ( A ) + v ( A } g ( A ) = 0. 

(3) 由第⑴小题得，在 P 1>] 中存在一个次数的非零多项式 / Cr )= a Q + ai o :+ … 
，使得 /( A ) =0。 

充分性。设“。#0,则从 /( A ) =0得 

+ 心 1 〜々 2 + …+ apa m A m = — I. 

由此得出 A ( — aQ l aiI — ao l a 2 A - ) =1, 

因此 A 可逆。 

必要性。设 A 可逆，在 Fl >] 中取一个次数最低的非零多项式 m ( < r )= c () + Cl i + …+ 
使得 m ( A ) = 0, 其中 c r 7 ^0。 假如（。=0,则 

A ( ci / + C2A + …+ CrA ^ 1 )=0. 

两边左乘 A _ i ， 得…+ 1= 0。令 

g (* r ) = Ci + c z x H - H - CrX^~ l , 

则 g ( A )=0。 但是 deg gU )< r - l<deg m ( x )， 这与 mU ) 的取法矛盾，因此 c 0 ^0 o ■ 

点 评：例 7 第 (3) 小题必要性的证明，关键是取一个 冬翠* 辱的非零多项式 mU }® 
得 m ( A )=0。 事物的临界状态往往是量变引起质变的关数学的研究中也需要抓 
住临界状态。 

例8设 V 和浐分别是域 F 上 n 维^维线性空间， A 是 V 到 V '的一个线性映射，它 
在 V 的一个基⑴ ， a 2 ，…， a „ 和 V '的一个基％，％，•••，％下的矩阵是 A 。 证明： 

rank ( A ) = rank ( A ). (24) 

证明 把沪中的向量对应于它在 V '的基&，％，•••，％下的坐标，这 是铲到 的一 
个同构映射。由于向量在/的基％ ，化下 的坐标是矩阵 A 的第列 Y,，j = l ， 
2，…， 72 ，且 i 4 a 可由 Aq ： 1 ，， •• •，^ or n 线性表出，因此 

Im A = <Aa^Aa 2 ^-^Aa n > ^ <Vi ， y 2 ， … ， Y„>. 

从而 dim(Im A ) ， y 2 ，…， F „ > 。于是 

rank ( A ) = rank ( A )_ ■ 

例 9 设 V 和 V ' 分别是域 F 上 n 维、 s 维线性空间 ， A 是 V 到 浐的一 个线性映射。 
证明 ：存在 V 的一个基和疒的一个基，使得 A 在这一对基下的矩阵为 
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其中 r=rank(A ) 。 




证明 由于 Ker A 是 V 的一个子空间，因此它在 V 中有补空间 W ， 即 ㊉ Ker A 。 
在 W 中取一■个基，…， av ，在 Ker A 中取一'个基 a ; r + i ，… ， a „ ，则 Ajm ，…是 Im A 的一个 
基。由于 ImA 是 V '的一个子空间，因此它在 V '中有补空间 N 。 在 N 中取一个基〜，•••， 
% r ，则如1，… ， Aa r ，平， … ，7^- r 是 W 的一个基，于是 A 在 V 的基 ari ，… ， a r ， a r +i ,… ， a „ 和 
V '的基 Aa 1，… ， Aa r ，”! ，…， 下的矩阵为 

「1 0 … 0 0 … 0、 

0 1 … 0 0 … 0 


0 0 … 1 0 … 0 

« • 畢攀 參 

售參 ■耋 • 

• • • • « 

0 0 … 0 0 … 0 

V 

其中 r = dim(Im A ) = rank ( A )。 

例 10 设 V 和铲分别是域 F 上《维^维线性空间， A 是 V 到疒的一个线性映射， 
它在 V 的一个基和 V '的一个基下的矩阵为 A 。证明是单射当且仅当 A 是列满秩矩 
阵; A 是满射当且仅当 A 是行满秩矩阵。 

证明 A 是单射 < > Ker A = 0 

< > dimdm A ) =dim V — dim(Ker A ) = n 

< •> rank ( A ) — n 

< > rank ( A ) =n. 



由于 A 是 sXn 矩阵，因此 A 是单射当且仅当 A 是列满秩矩阵。 

A 是满射 <=> Im A = V / <=> dim(Im A) = dim V f = s < > rank (A) = 5 <■ - > rank (A ) 


因此 A 是满射当且仅当 A 是行满秩矩阵。 ■ 

例 11 设 V 是数域 K 上的《维线性空间， A : ，戾 ，…，糸都是 V 上的幂等变换。证 

明：如 果為+^ +…+义，也是幂等变换，那么 

rankCAj 十 A 2 + …+ ) = rankd ) + rank ( A 2 ) + ••• + rank ( A s ). 

证明 V 中取一个基 ， ar 2 ，…， ar n 。设 4， A 2 ，…，成在此基下的矩阵分别是 Ai ， A 2 ，…， 
A s ，则 A 】+ A 2 十… + A S 在此基下的矩阵是 Ai + A 2 +… + A , 。从4 ， A 2 ，…， A ,+ A 2 + 

…+汔都是幂等变换得出， Ai ， A 2 ，…，…十 A s 都是幂等矩阵。据本套教材 
上册 5. 6 节例 2 知道，数域 K 上幂等矩阵的秩等于它的迹。因此 

rank(Ai 十 A 2 + …+ A s ) = rank ( A ! + A 2 + … + ) 

= tr ( A ! + A 2 H - hAJ 

= tr ( A ： ) + tr ( A 2 ) + … + tr ( A s ) 

=rankXAi ) 十 rank ( A 2 ) + … + rank ( A s ) 

= rank ( A : ) + rank ( A 2 ) + … + rank ( A 5 ). ■ 
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例12设 V 是数域 K 上的 n 维线性空间，，…， 糸都是 V 上的幂等变换。证 
明 ：如果 A = + A 2 +… + A S 也是 V 上的幂等变换，那么 A :， A 2 ，…， A , 两两正交，即 

= 0 ， f ^； •，且 f，j = 1 ， 2 ， … ， s 。 

证明在 V 中取一个基，设 |， A 2 ，…， A , 在这个基下的矩阵分别是 Ai ， A 2 ，…， A ,， 

则 A^=Ai +A 2 H + A , 在这个基下的矩阵 A ^ Ai+AzH - hA s 。 由于 A ! ， A 2 ，…， A , 

都是幂等变换，因此 A 1 , A 2 »-, A j , A 都是幂等矩阵，只要证 AA ^ A . Ai - O ^ i ^ j ^ i , 

1，2，.》0，则有々必，='烏=0以关 1 ；，/0 =: 1，2，."，5. 

为了同时出 以 =1，2,…， s ， 构造下述分块矩阵 G : 




G 


A? A t A 2 
A 2 A , A\ 


參## 


A A,' 
A 2 A s 


A S A i A 5 A 


2 


A ? 


(25) 


G 是 ^ 级矩阵，运用分块矩阵的乘法得 


rA , 


A 2 




A , 


A 2 


A , 



a 2 … 

AM 

A , 

_ 

■ 

a 2 … 

雩 

A 

A , 

m 

_ 

_ 

擊 

A , 

V . 

« 

攀 

a 2 … 

w 

m 

As , 

(L 

In … 

h ) 

h 

m 

• 

h … 

• 

• 

h 

• 

• 

• 

L 

• 

In … 

• 

h 


A 


A 2 


A 5 


A , 


A 2 


a 5 


n 


n 


V 

(7 I … J ) 

V ^ n A n A n ^ 

A , 1 

a 2 

聲 

争 

■ 

J 

A , 

、 J 




DHH'D, 


(26) 


其中 D = diag { A ! ， A 2 ，…， A;} ， H = ( J „ I n … J „)。 

由于 A :， A 2 ，… ，九 都是幂等矩阵，因此 G 的主对角线上的子矩阵依次是 A :， A 2 ， 
人。于是 


AiA ； =A；A 


<=> G=D < 


= 0, Hj ， 

» DHH f D = D 






1 ， 2 ，…， s 

» D-DHH f D 


0 


rank(D —DHJTl))=0. 

据本套教材上册 5. 3 节例 5 得 

rank(D — DHH f D) = rank(D) + rank( I OT — HH^) — sn . 

由于 A 2 ，…， A ,， A 都是幂等矩阵，因此据例 11 得 

rank(D) = rankXA! ) + rank(A 2 ) + …+ rankCA,) = rank(A). 

由于 A 是幂等矩阵，因此据本套教材上册 4. 5节例3得，巧1^(4) + ^111^(]„—八） = 72 
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从而 







rank(D) = n 

— rank(J n — A). 


下面来计算 rank(J„ 

作分块矩阵的初等行变换和初等列变换得 


h — Ai 

— a 2 

… 一 A $ ' 



I m - HH f D = 

一 Ai 

攀 

• 

■ 

h — a 2 

• 

• 

• 

… 一 A s 

蠢 

a 




-A, 

X 

— a 2 

擎 

… I n —A s 

j 



w 


I n — Ai 

— Alz … — 

-A 叫 




— h 

I … 

x n 

0 


• 


m 

雩 

w 

— h 

華 

• 

m 

0 … 

• 

m 

In 

4 




l n — (A l +A 2 H - + A s ) 

— A z … 一 


W 


0 


7 … 

A n 

4 



• 

• 

0 


• 

• 

參 

0 … j 


0 


h 


于是 rank ( J n — A ) + ( s — l ) w 。 从而 
rank(D — DHH 7 D ) = [w — rank (/„ — A )] + [ rank ( I „ — A ) + (5 — l ) n ] — 5n = 0. 
因此 A,A j — AjA , = 0» = 1 ， 2 ，…， s . 

即 A 19 A 2 ，…， A s 两两正交。 ■ 

点 评：例 12 证明的关键是构造 （25) 式所示的分块矩阵 G ， 把问题转化为去证 
rank ( D ~ DHH / D ) = 0 o 此时需要用到本套教材上册 5. 3节例5的结论，还需要 
rank ( A 1 )+ rank ( A 2 ) + … + rank ( A ,) = rank ( A ) 这个结论，以及幂等变换 A 的秩的一个 

公式： 


rank(A) + rank( J„ — A) = n. 

由此看出，类似地可以证明下面一个结论。 

例 13设 V 是数域 K 上《维线性空间， I ， A 2 ，…， A , 都是 V 上的线性变换，设 A = 
Ai + A 2 + … + A 5 。证明 ：如果 A 是幂等变换且 rank ( A ) = rank(Ai ) + rank ( A 2 ) + … + 
rank ( A ,) ，那么| ， A 2 ，…，人是两两正交的幂等变换。 

证明 与例12 —样，构造分块矩阵 G ， 并且把它分解成 G=DHH , DM 
Ai ， A 2 ，…， A , 是两两正交的幂等变换 
— > G—D 


< > rank(D — DHH’D) =0, 


由于 rank(A) = D rank(A, ) 且 A 是幂等变换，因此 

i = l 

rank(D) = rank(A,) = rank(A) = n — rank( J n — A)* 

t=i 

m 12 中已计 算出： 


rank(J 坊一 HH f D) = rank(J rt 一 A) + (5 — l)n. 



线性映射和线性变换的矩阵表示 
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据本套教材上册 5. 3节例5得 

rank(D — DH H ， D)= rank ( D ) + rank(/ OT — HH ^) — sn 

= [w — rank ( I „ — A )] + [ rank (7„ — A ) + ( 5 — l ) n ] — sn = O t 

因此，…，丄是两两正交的幂等变换。 ■ 

点 评：例 13的逆命题也是成立的。证明线索是 ：由于 AuA 2 ，…， 次是两两正交的幂 

等变换，直接计算可得，也是幂等变换。再据例11得 

rank ( A ) = rank ( A ： ) + rank ( A 2 ) H - + rank ( AJ . 

例 13 用矩阵语言来叙述就是本套教材上册习题 5. 3 的第8题，在“习题答案与提示” 
中写出了它的证明过程。 

例14 已知 K 3 上的线性变换4在基 

«i = (8, — 6,7 ) r ,«2 — ( — 16,7, — 13)' ， ce 3 = (9 ，一 3, 7)’ 

下的矩阵为 

—18 15 ^ 

A = - 1 - 22 20 , 

1 - 25 22 

求 A 在基屮=(1，一2，1)/，帘=(3，一 1，2)' ，中 =(2，1，2)'下的矩阵 B 。 

解设 （》 Jl ，巧2，卟 ）= ( Cfl ，<*2 ，《 f 3 ) S ， 

记 (叫 ， a 2 » a 3 ) ( f |! , ty 2 ， f | 3 ) ，则 H = CS 0 于是 

B = Sr l AS = = H l CAC l H. 

计算得 

f 4 2 n 

—-- 1 

5 5 

1 = 1 0 — 1 ， 

-A 丄 i 

5 5 

v ) 

，3 —3 1] rl 1 -3〕 

H~ l C = 1-3 2 - (H ' C ) 1 = 12—5， 

1—21 13—6 

rl 2 2^ 

B = ( H -' OACCT ' H ) - 3—1—2. 

2-3 1 

例 15 设 A 是域 F 上; z 维线性空间 1/ 上的一个线性变换。证明 ：如果 4在 V 的各 
个基下的矩阵都相等，那么 A 是数乘变换。 

证明设 A 在 V 的一个基⑸， 奶，…， 《„下的矩阵为 A 。 对于域 F 上任一 72级可逆矩 
阵 P ， 令 

(呙，… ) = ( ai ， a 2 ， …， a ”） P ， 

则戽， 择， …，戽是 V 的一个基，且 A 在基 斤，你 ，…，戽下的矩阵为 P ^ AP 。 由已知条件 
得， = P ，即 AP = PA 0 据本套教材上册补充题四的第3题可得，域 F 上与所有《 
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级可逆矩阵可交换的矩阵一定是 n 级数量矩阵，因此 A = &/，对某个 F 。 从而 
A = kl = k 0 即 A 是数乘变换。 ■ 

例16设化，《 2 ，《 3 ，《 4 是数域 K 上四维线性空间 V 的一个基， V 上的线性变换 A 在 
此基下的矩阵为 

r 1 0 2 

— 12 13 

A = . 

1 2 5 5 

2 — 2 1 — 2 

v J 

(1) 求 A 在基％ = 0；1 — 2 cr 2 + OU ，7/2 = 3 q ；2 —«3 — OU ，々3 = Of 3 + tt 4 ，1/4 下的矩阵； 

(2) 求 A 的核与 值域； 

(3) 在 Ker A 中选一个基，把它扩充成 V 的一个基，并且求 A 在这个基下的 矩阵； 

(4) 在 Im A 中选一个基，把它扩充成 V 的一个基，并且求 A 在这个基下的矩阵。 

解⑴ 


( 7^1， p ，”3，”4 ) = 1， Cf 2 ， Q 3 ， ) 


1 0 0 

— 2 3 0 


0 — 1 


1 1 


记上式右端的4级矩阵为 S ， 计算得 


0 1 

0 

0 

2 


2 

S^ 1 = 9 


I 2 

于是 A 在基％，7 3 ，7 4 下的矩阵 B 为 

B= Sr l AS 


0 0 



0、 
0 


3 


0 




2 

— 3 

3 

2 1 

2 

4 

10 

10 

3 

3 

3 

3 

8 

16 

40 

40 

3 

3 

3 

y 

0 

1 

— 7 

— 8 


(2) 则 aGKer A 当且仅当设 a 在基 ai ，幻， a 3 , a 4 下的坐标为 X，AX = 0, 即 A ： 属于齐 
次线性方程组 AZ = 0 的解空间 W;yeimA 当且仅当 y 的坐标属于矩阵 A 的列空间。为 
此把 A 经过初等行变换化成简化行阶梯形 矩阵： 


线性映射和线性变换的矩阵表示 


畢 
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一 1 


2 -2 


— 2 


0 0 


于是 AZ = Q 的一个基础解系是 


X x = (4,3, 一2,0)’， 


= (1，2,0, 一 1/ 


从而 


Ker A = (4 ai + 3 a 2 _ 2 q ；3 ， ai + 2 a 2 — au 〉• 


A 的列向量组的一个极大线性无关组是 




(1， 一 1，1，2)，， 


F 2 = (0,2,2, 一2)， 


于是 


Im A — ( a \ 


十 2a4 ， 2a 2 2«3 — 2a 4 ) 


(3) 先把 I ， X 2 扩充成 K 4 的一 个基： 

X ： = (4,3, -2, 0) 7 , X 2 = (1,2,0, - l ) 7 , X 3 

于是第 （2) 小题中 Ker A 的一个基扩充成 V 的一个基 如下： 


4 ai + 3 a ? _ 之的， 


+ 2 q 2 ~ 


V 的基以 ， a 2 ， a 3 ， a 4 到上述这个基的过渡矩阵 P 为 


X 4 


[ 0 — 1 0 oj 

从而 A 在基 4 ai +3 a 2 _ 2 a 3 ，ai +2 a 2 — au ，幻 ， ai 下的矩阵 C 为 


C = P l AP 


0 0 —1 — T 

0 0 2 —2 


(4) 先把 K ， Y 2 扩充成 / C 4 的一 个基： 

Vi = (1, — 1，1，2)'， y 2 = (0,2,2, 一 2)’， 

于是第 （2) 小题中 Im A 的一个基扩充成 V 的一个基 如下: 


I 


V 4 


+ 2 a " 2 a 2 2«3 — 2 a 4 ， 0 : 2 ， 


V 的基 ，&， a 3 ， a 4 到上述这个基的过渡矩阵 o 为 


于是 A 在基 ai — a 2 + a 3 +2 a 4 ，2 or 2 +2 a 3 — 2 a 4 ，幻 ， a 〗 下的矩阵 D 为 



馨 
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Q~ l AQ = 



2 0 
1 1 

0 0 
0 0 


1] 

0 

0 

0 


例17给定 K 3 的两个基 ai ， cr 2 ， cf 3 与 tji ， ij2 ， i ? 3 同例14,定义 K 3 上的一个线性变换 
B 使得 


BtXi = r\i 9 i = 1 »2 ,3. 

(1) 求 B 在基 ai ， ce 2 ，《 3 下的 矩阵； （2) 求 B 在基屮 ，叩 ，屮下的矩阵。 
解在例14中已求出基 《 1 ， a 2 ， a 3 到基中，卟， tj 3 的过渡矩阵 S 为 

rl 1 -3 i 

S = (^ l H = 1 2 -5 . 

1 3 - 6 

N > 

BP(iji ， ij 2 ，巧 3) = (ai ， a 2 ， fif3)S 。 

( 1 ) B(ai ， a 2 ，奶 (»|i ， ij2 ， ”3) = (ai ， fif2 ， a 3 )S ， 

因此在基 ai，a 2 ，<*3下的矩阵为 S。 


(2) 飢印 ， tj 2 ，》 y 3 ) = B[(flfi ， ct 2 ， a 3 ) S ] 

= [B(ai ， a 2 »a 3 )]S= (ij! ， ” 2 ， ij3)S ， 

因此 B 在基 IJi ， l/2，》/3 下的矩阵为 S 。 

例 18 A 是 9. 2 节例 10 所定义的 IT 到 K 3 的一个线性映射，在中取一 个基: 


0 

ai 一 0 

0 

V 

在 1 C 3 中取一 个基： 






— 

,1 、 

0 

， f}2 

,1 、 

-1 

, t；3 = 

r 0^ 

0 


-2 

v -> 


0 

、 J 


1 

k J 


求 A 在 K 4 的基 ai ， a 2 ，flf3，a 4 和 K 3 的基小 ， t/ 2 ，％下的矩阵 A。 
解从 9. 2节例10知道 


于是 



JL i 


^ 1 

— 3 

1 

- 2 、 



A 

x 2 


— 1 

-11 

2 

— 5 


Xt 


工 3 


3 

5 

0 

1 


OCz 


x 4 

^ > 




j 

x 4 

、 > 



[ 1 、 


r — 2 ] 




r — 3 、 

Aai — 

— 1 

3 

、 J 

, Aa z — 

-12 

8 

^ j 

J ^03 ~ 

-10 

8 

、 > 

， Aa 4 = 

—15 

9 

、 V 




线性映射和线性变换的矩阵表示 
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由于 


， ct 2，0 f 3 * ®4 ) = Cl|l ^ 1^2，巧3 ， 


因此 


A = 


0 — 1 

0 



2 0 

1 

• 


^0 

—14 

— 11 

— 

1 

12 

10 


3 

— 20 

—14 

在 K 2 中取一个基％ : 

—( 1 1 


1 -2 
1 — 12 


— 1 一 3 
- 10 — 15 


15 . 


例19 在 K 2 中取一个基％ = (1， 一 1)'，<* 2 ^( O ，：!）/; 在 K 3 中取两个向量 h = 

5,0，15)'。定义 K 2 到 K 3 的一个线性映射 A 使得 Aa ,= U = l ，2。 
在 K 3 中取一个基求 a 在 k 2 的基免，!^ 和 
K 3 的基 i | i ， f / 2 ， ij 3 下的矩阵 A 。 

解 A ( ai ， flf 2) = (yi »7 z )* 

设 ， y 2 在 K 3 的基屮，巧2 ， t |3 下的坐标列向量分别为不 ， x 2 ， 

则 （ y !， y 2 ) =(印，1? 2 ，叩 ）（ 兄 ，叉 2 )• 

于是 （不 , X 2 ) = ( f |! ,| J 2 ,| J 3 ) _1 (7 i »72> 

rl 0 o )- 1 r 1 -5^ 


110 
1 1 1 
1 — 


0 

15 


-1 


10 


由于 A ( ai ， a 2) = ( iji ，》|2，1|3)(不 ， X 2 ) ， 

因此 A 在 K 2 的基 cfi ， cr 2 和 K 3 的基 i|i ， iy 2 ， ty 3 下的矩阵 A 为 

r 1 -5 i 


[~2 10 j 

例20设\"，\^'，，分别是域1^上打维、 S 维、 m 维的线性空间， AeHom ( V ， V ')， 
BeHom ( V f , V ^ 0 设 A 在 V 的基 ai ， a 2 ，… ，〜和 V '的基 p ，％，•••，&下的矩阵为 A，B 
在 W 的基 7 l ，，… ，少和 /的基&，灸，…， I 下的矩阵为 B ， 则 A 4 在 V 的基〜，&，_••，％ 
和圹 的基心 ，在，…，^下的矩阵为 BA 。 


证明 


A(ai ，£ T 2 ， …， a n ) = (中，7/2， … ，％ )A ， 
B (7/1 ，炉， …， ％)= ( 谷 1， 占 2， … 


于是 


(BA)(ai f 02 ，•.•，£)；„)= ，中， … ，％ )A] 

= [(5 i ， 占 2， …， DB]A 


[飢切 ， 7/2 ，… ，％)]A 
(谷 1 ，占 2 ，…，谷 m ) (BA ) 


因此 BA 在 V 的基 ai ， a 2 ，… ，〜 和，的基心，在，…，&下的矩阵为 BA 。 




266 




第 9 章线性映射 


例21 设 A，B 都是域 F 上的 sXn 矩阵。 证明： n 元齐次线性方程组 AX = 0 和 
BX = 0 同解当且仅当存在域 F 上的 s 级可逆矩阵 C， 使得 B = CA。 

证明 充分性是显然的，下面证明必要性。 

定义 F” 到 P 的映射 A 分别 如下： 

A(a) = Aa, B(a) = Ba ， Va G F\ 

则 A，J5 都是到尸的线性映射，且 Ker A 等于 AX = 0 的解空间， Ker JJ 等于 = 0 的 
解空间。由于 Ker A 是 F” 的一个子空间，因此有 F” = Ker A ㊉ W。 已知 AX = 0与 
BX = 0 同解，因此 KerA = KerB D 从而 F” = KerB ㊉ W。 设 rankCA) ，则 dim(K er A) 
= n — r Q 从而 dim W = n ~- ( n ~ r ) = r 0 在灰中取一个基 fit! ，…， a r ，在 Ker A 中取一个基 
十 1，•••，<*„，则 flfi ，… »a r ,a r +i ,…，是 的一个基，于是 An ，… ，Aa r 是 Im A 的一个 
基。由于 KerB^KerA， 因此& i ，…，是 ImB 的一个基。把它们分别扩充成 F s 的一 
个基： 

Aa \ ，…， Az r ，yi ，…， 

Ba \ ，…， Ba r ，5 i ，… ，8广” 

定义 F s 上的一个线性变换 C， 使得 

C(Aai) = Bat » z. = 1 ， 2,… ， r; 

C(Yj) = Sj ， j = 1,2 , ,s — r. 

由于 C 把基映成基，因此据 9. 1 节例 7 得， C 是可逆的，从而 C 在 F 的标准基 L ，…，1 
下的矩阵 C 是 s 级可逆矩阵。 

从 A 和 B 的定义看出， A 和 B 在 P 的标准基&，吃， …，仏和 F 5 的标准基1，1，…， I 

下的矩阵分别为 A，B。 于是据例20得， CA 在 P 的基 e"e 2 , …，和 P 的基 U 2 ，…， L 
下的矩阵为 CA。 由于 

(CA)a,=C(Aa,) =Bai , f = 1 ， 2,… ， r; 

(CA)aj =C(Aaj) =C(0) =0 = Baj, j = r+l ， … ， n ， 

因此 CA = JB。 由此得出， CA = B。 ■ 

点评： 从例 21 和习题 8. 2 的第17题的结论得，设 A，B 都是域 F 上的 sXn 矩阵，则 
A 的行向量组与 S 的行向量组等价当且仅当存在域 F 上的 s 级可逆矩阵 C， 使得 B = CA; 
从而矩阵 A 可以经过一系列初等行变换变成矩阵 B 。 

习题 9. 3 

1. 在妒中，由下述两个函数 

fx = cos bx , f 2 — sin bx 

生成的子空间记作 V, 其中6^0。/\，/ 2 是不是V的一个基？求导数 D 是不是V上的一 
个线性变换？如果是，求 D 在V的一个基/,，^下的矩阵。 

2. 在 R R 中，由下述6个函数 

/i = cos bx , fz = ^ sin bx^ 

f 3 = joe 0 "" cos bx ， / 4 = sin bx ， 


9.3 线性映射和线性变换的矩阵表示 
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X 2 cos bx ， 


fe 




sin bx 


生成的子空间记作 V ，其中6^0。 / p /2,/3,/4,/5,/6 是不是 V 的一个基？求导数1>是 
不是 V 上的一个线性变换？如果是，求 D 在基 A ，/ 2 ，/ 3 ，/ 4 ，/ 5 ，/ 6 下的矩阵 D 。 

3. 给定 a 6 R ， 定义 R [ X ]„ 到自身的一个映射 A 如下： 

A(/(x)) = /(x + a)-/(x). 

A 是不是 R[x] n 上的一个线性变换？如果是，求 A 在 R|>]„ 的一个基 l，x —a， 

士 ( x — 幻 2 ,…，(: ci )”- 1 下的矩阵。 

4. 在习题 9.2 的第3题中指出，求一个原函数记作 B ， 它的定义 如下： 


B(a 0 + a x x + *•* + €L n - 2 X 




它是!到 Rl>l 的一个线性映射。求 B 在111>]„- 1 的一个基1，2，：*： 2 ，_"，？- 2 和 
R[>3：]„ 的一个基1 ，x，x 2 ，… ，工 n _ 2 ,x n_1 下的矩阵 B。 

5. 在几何空间 V中取一个右手直角坐标系 Oxyz.x 轴、^轴4轴上的单位向量分别 
为 A，7 2 ，A， 设 A 是在 xOz 面上的正投影， B 是在^轴上的正投影。分别求在 


基下的矩阵。 

6. 设V是域 F 上的 rz 维线性空间， 证明： V上的线性变换 A 如果与V上的所有线性 
变换都可交换，那么 A 是数乘变换。 

7. 设V 和疒分 别是域 F 上 n 维^维线性空间， 证明： V到V'的每一个秩为 r 的线性 


映射 A 都能表示成 r 个秩为1的线性映射的和 


o 


8.在 JFC 3 中取一'个基 K 2 中取3个向 

* ri = a，-i) / ，r 2 = (oa) / ，r3 = (2,-i ) / 0 定义 k 3 到 jc 2 的一个线性映射 a ， 使得 


A^fXi = Yi 3 i = 1 ? 2 9 3 - 

在 fC 2 中取一■个基 IJl ^ d ，()）'，求4在1^ 3 的基 Cti ， tt 2 ，和 K 2 的基 T / l ， TJ 2 
下的矩阵。 

9. 已知 K 3 上的线性变换 A 在标准基^ 2 ，£ 3 下的矩阵是 


「15 -11 5’ 

A = 20 —15 8 


求 A 在基 1| 1 =(2,3，1)'，|| 2 = (3,4，1) / ，1| 3 = (1，2,2) / 下的矩阵^6。 

10. 设域 F 上三维线性空间V上的线性变换 A 在基 ai ，a 2 ，a 3 下的矩阵为 




<^12 

^13 " 

A — 

CI21 

^22 

^23 


^31 

^32 

^33 


(1) 求 A 在基 a 2 ，a 3 ，ai 下的矩阵； 

(2) 求 A 在基 々 ai ， a2 ，幻下的矩阵，其中 々6F 且是关0; 

(3) 求 A 在基 ai，ai+o；2，a3 下的矩阵。 
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11. 证明： 如果域 F 上两个 n 级矩阵 A 与 B 相似，那么它们可以看成是某个 n 维线 
性空间 V 上同一个线性变换 A 在 V 的不同基下的矩阵。 

12. 设 A 是域 F 上 n 维线性空间V到 s 维线性空间V的一个线性映射。 A 在V的 
基 ori，a 2 ，…，和的基％，屯，…，％下的矩阵为 A，A 在V的基，择，…，爲和V的基 

…， d s 下的矩阵为 B 。 证明 ：如果 V 的基 ai ，&，•••，％到基沁 ，沐 ，… ，尽 的过渡矩阵 
为 P 的基 p ，，•••，％到基& ， H 的过渡矩阵为 Q ， 那么 

B = CT l AP . 

9.4 线性变换的特征值和特征向量，线性 

变换可对角化的条件 


9.4.1 内容精华 

从这一节开始，我们将针对域 Fin 维线性空间 V 上的线性变换 A ，研究如何找出 V 
的一个适当的基，使得 A 在这个基下的矩阵具有最简单的形式。 

首先研究对于线性变换 A ， 能不能找到 V 的一个基，使得 A 在这个基下的矩阵为对 
角矩阵。 

A 在 V 的基6，&，•••，$„下的矩阵为对角矩阵 

rAi 1 


I Xn \ 

<=> ，?”••• ,?„) = ($! , f 2 ,-,? JD =( Aiei ， A 2 f 2 ，…丄 f n ) 

<=> f = l ， 2, … ， w_ (1) 

一、 线性变换的特征值和特征向置 

由 （1) 式受到启发，引出下述重要概念。 

定义1设 A 是域 F 上线性空间 V 上的一个线性变换，如果 V 中存在一个非零向量 
f ， F 中存在一个元素 A q ，使得 

= A 。 芒， （2) 

那么称; I 。是线性变换 a 的一个特征值，称 e 是 a 的属于特征值； u 的一个特征向量。 

对于几何空间 V ，如果？是线性变换 A 的属于特征值 A 。 的一个特征向量，那么 A 对$ 
的作用是把 f 拉伸（或压缩); U 倍。 

定义1对于域 F 上无限维线性空间 V 上的线性变换 A 也适用。 

对于域1^上；2维线性空间 V 上的线性变换 A , 设它在 V 的一个 基 01 ，&，•••，《„下的 
矩阵为 A ， 向量 f 在基 ai ， tt 2 ，…，下的坐标是 X ，设 A 。6 F ， 则据 9.3 节 （19) 式得 

M ^ A 0 f <==> AX = A 0 X . (3) 


线性变换的特征值和特征向量，线性变换可对角化的条件 




269 




由此得出下述 结论： 

(1) A 。 是 A 的一个特征值 <=>、是 A 的一个特 征值； 

(2) $是 A 的属于特征值 A 。 的一个特征向量 f 的坐标 X 是 A 的属于特征值 
A 。 的特征向量。 

上述第1个结论表 明：线 性变换 A 在 V 的一个基下的矩阵 A 的全部特征值就是线性 
变换 A 的全部特征值。第2个结论表 明：对 于矩阵 A 的每一个特征值 A ,， 求出齐次线性 
方程组 (A,J—A)X=0 的一个基础解系 兄， X 2 , … ， X ， 则分别以 X ly X 2 ,-, X t 为坐标的 
向量&，&，•••，$就是线性变换 A 的属于特征值 A , 的极大线性无关特征向量组。 

二、线性变换可对角化的充分必要条件 

如果 V 中存在一个基，使得线性变换 A 在这个基下的矩阵是对角矩阵，那么称 A 可 

对角化。 

由于线性变换 A 在 V 的不同基下的矩阵是相似的，因此线性变换 A 可对角化当且仅 
当 A 在 V 的基下的矩阵 A 可对角化。 

(1) 式的推导过程证明了下述 结论： 

定理 1域^上〃维线性空间 V 上的线性变换 A 可对角化当且仅当 A 有《个线性 
无关的特征向量^七，…，&，此时 A 在基匕 ，&，•••，&下的矩阵为 

Ai 

A 2 


其中 A , 是匕 所属的特征值（即名 ）， i = l ，2, …， n 。 矩阵 （4) 称为 A 的标准形。除了 
主对角线上元素的排列次序外， A 的标准形是由 A 唯一决定的。 ■ 

从定理1立即 得到： 

推论 1域 F 上 〃维线 性空间 V 上的线性变换 A 可对角化当且仅当 V 中存在由 A 
的特征向量组成的一个基。 ■ 

设 A 是域 F 上线性空间 V 上的一个线性变换，是 A 的一个特征值，令 

V Ao 1 = {a ^ V \ Aa = A 0 a }. (5) 

易验证 V %是 V 的一个子空间，称\\是 A 的属于特征值 A 。 的 特征子空间。 中全部非 

零向量就是 A 的属于特征值 A 。 的全部特征向量。由于 

< ■> Aa = X 0 a < > (A 0 /~A)a = 0 < — aG Ker(A 0 J~A)» 

因此 \\= K er ( AoJ _ A ). (6) 

即线性变换 A 的属于特征值； I 。的特征子空间等于线性变换 Aol - A 的核。 

设 V 是域 F 上 n 维线性空间， V 上线性变换 A 在 V 的一个基〜，&，•••，〜下的矩阵 
为 A , A 。 是 A 的一个特征值。设 a 是 V 到 F ” 的一个同构映射，它把 V 中向量对应于它在 
基&，&，*••，《„下的坐标，则 a ( V \) 等于 n 元齐次线性方程组 ( A Q I — A ) X =0 的解空间 ， BP 
矩阵 A 的属于特征值 A 。 的特征子空间。于是 

dinKV^。） = w — rank ( 又 0 J — A) 
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= n — rank ( A 0 / ~ A ). (7) 

由于域 F 上 n 级矩阵 A 可对角化当且仅当 A 的属于不同特征值的特征子空间的维 
数之和等于 n ， 因此从上面一段话 得出： 

推论 2域厂上《维线性空间 V 上的线性变换 A 可对角化当且仅当 A 的属于不同 
特征值的特征子空间的维数之和等于 ■ 
据 8.2 节例15可得，域只上打级矩阵 A 可对角化当且仅当 P 等于 A 的属于不同特 
征值的特征子空间的直和，因 此有： 

推论 3域厂上〃维线性空间 V 上的线性变换 A 可对角化当且仅当下式 成立： 

v = y Ai ㊉ 、 ㊉…㊉ 八， (8) 

其中 Ai ， A 2 ，…， A s 是 A 的全部不同的特征值。 ■ 

由于 n 维线性空间 V 上线性变换 A 在 V 的不同基下的矩阵是相似的，而相似的矩阵 
有相等的特征多项式，因此我们把 A 在 V 的一个基下的矩阵 A 的特征多项式称为线性变 
换4的特 征多项式。 设4,是 A 的一个特征值，把 A 作为 A 的特征多项式的根的重数叫 
做 A , 的代 数重数 （简称为重数），把 A 的属于特征值的特征子空间的维数叫做 A , 的 
几何重数。 据本套教材上册 5. 5节命题2可得，域 F 上 n 级矩阵 A 的特征值；^的几何重 
数不超过它的代数重数。因此域厂上”维线性空间 V 上的线性变换 A 的特征值; U 的几 
何重数不超过它的代数重数。 

据推论3和定理1 得： 

域 F 上《维线性空间V上的线性变换 A 可对角化 
<==> V = V X} ㊉、㊉…㊉，其中 Ai，A 2 ，…， A, 是 A 的全部不同的特征值 
<=> V Ai 中取一个基 $ n ， …， ^，％中取一个基 f 21 ，…，心 2 ，…，中取一个基 
&，•••，&，它们合起来是V的一个基，其中 A 15 A 2 ，…， A, 是 A 的全部不同的特征值，此时 

S 

A 在 V 的这个基下的矩阵为 

diag {Ai ，…， Ai，A 2 ，…， A 2 ，… ，A 5 ，… ，A,}. (9) 


因此 A 可对角化当且仅当 A 的标准形为对角矩阵，其主对角线上的元素是 A 的全部特征 
值，且每个特征值义，出现的次数等于它的几何重数 r ,。 于是当 A 可对角化时， A 的特征 
多项式为 

(A _ Ai ) ri (A _ 又 2 ) r2 … （A _ A s )' ， (10) 

且 A, 的代数重数等于它的几何重数 r,，i = l ，2，〜， s 。 反之，如果 A 的特征多项式在 F[A] 

中能分解成一次因式的方幂的 乘积： 

(A-Ai)^ (A-A 2 V 〜 . （ /H ，， (ID 

其中 ApA 2 ，…， A , 两两不等，并且 A 的每个特征值 A , 的代数重数 L 等于它的几何重数，那 
么据推论2得， A 可对角化。于是我们证明了下述 结论： 

命题 1域 F 上 rz 维线性空间 V 上的线性变换 A 可对角化当且仅当 A 的特征多项 
式在 F[A] 中可分解成 

(A — Ai ) ；1 (A 一 入2 V 2 …(又 一 » (12) 

其中 ApA 2 ，…汰 两两不等，且 A 的每个特征值 A , 的几何重数等于它的代数重数， f = l ， 
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定理1、推论1、推论2、推论3、命题1给出了域 F 上 n 维线性空间 V 上的线性变换 A 
可对角化的5个充分必要条件，在 9. 7节我们将给出 A 可对角化的第6个充分必要条件。 
希望同学们熟练掌握这6个充分必要条件。 

9.4.2 典型例题 


例1设 V 是数域 K 上三维线性空间， A 是 V 上的一个线性变换，它在 V 的一个基 
ai *«2 > a 3 下的矩阵 A 为 


A = -2 - 1 4 . 

2 4—1 

求 A 的全部特征值和特征 向量; A 是否可对角化？如果 A 可对角化，求 A 的标准形。 
解 A 的特征多项式为 

A — 2 2 — 2 

I XI — A | = 2 A + 1 — 4 = (A — 3) 2 (又 + 6). 

—2 -4 A +1 

于是 A 的全部特征值是 3(2 重）， 一6。 

对于特征值3,解齐次线性方程组 （3 J — A ) X =0, 得到一个基础 解系： 


一2] 


， 2 1 

1 

j 

0 

0 

w > 


1 

k J 


于是 A 的属于特征值3的全部特征向量是 

{々 i ( — 2 ai + aa ) + 夫 2 (2 ai + a ：3) I G 不全为 0}. 

对于特征值 _ 6,求出（一 61— 的一个基础解系： 

r 1^ 

2 . 


于是 A 的属于特 征值一 6的全部特征向量是 

{ ^ (ai + 2 a z — 2 a 3 ) I ^ G / C ，且 A # 0 } • 

由于矩阵 A 的属于不同特征值的特征向量是线性无关的，因此线性变换 A 的属于不 
同特征值的特征向量是线性无关的。从而 A 有3个线性无关的特征向量，于是 A 可对角 
化。 A 的标准形为 

3 0 

0 3 0 . 

0 0 —6 

例 2 在 K ： [>l(w>l) 中，写出求导数 D 的特征多项式。 

解 在中取一个基^^，/，…，/—、求导数及在此基下的矩阵^为 
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0 … 0 

2 … 0 

0 … 0 

« 拿 

« « 

• 畢 

0 … n — 1 

0 … 0 


于是 Iaj — d |= a ”。 从而 i > 的特征多项式为; r 。 

例 3 设 A 是数域 K 上 4 维线性空间 V 上的一个线性变换，它在 V 的一个基 A ，&， 
a 3 , a 4 下的矩阵 A 为 


,1 0 0 0 , 

0 0 0 0 

/\ ■ ■■ 

_ 1 0 0 0 ' 

0 0 0 1 
V. / 

(1) 求 A 的全部特征值与特征 向量； 

(2) 求 V 的一个基，使得 A 在这个基下的矩阵为对角矩阵，并且写出这个对角矩阵。 

解⑴ 



0 

I AJ-A |=— 

0 


0 0 0 

A 0 0 

0 A 0 

0 0 A- 1 


= a 2 (a-i) 2 . 


于是 A 的全部特征值是 0(2 重）， 1(2 重）。 


对于特征值0,解齐次线性方程组（一 A ) X =0, 求出一个基础 解系: 

(0，1，0,0)'， （0,0，1，0)'. 


于是 A 的属于特征值0的全部特征向量是 

{^102 +^20；3 I ，是 2 6 K ， 且是 丄 ，是 2 不全为 0}. 

对于特征值 1 ，解齐次线性方程组 a_A)x=o, 求出一个基础 解系: 

(1,0,1,0)', (0,0,0，1)'. 


于是 A 的属于特征值1的全部特征向量是 

{ l \ (ai + a ；3 ) + “QU I l\^lz ^ K ，且 A ，4不全为 0}. 
(2) A 在 V 的一个基&，幻 ， m + a 3 ，山下的矩阵为 


r 0 0 0 0^ 

0 0 0 0 
0 0 1 0 * 

0 0 0 1 

例4设 V 是域 F 上的线性空间（可以是无限维的）， A 是 V 上的一个线性变换。证 
明： A 的属于不同特征值的特征向量是线性无关的。 

证明 设；^，义 2 是 A 的不同的特征值，&是 A 的属于特征值 A , 的一个特征向量， 
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《 =1 ， 2 。 假设 

々 1$1 + 是 2$2 —0. 

(13) 

(13) 式两边用 A 作用，得 

kiA^i + 是 2 你 =0 ， 


即 

是 lAifi + kzXz^z =0. 

(14) 

又由于幻^^1 2 ，因此不妨设 A 2 ^0 。 （13) 式两边乘 A 2 得 


(14) 式减去 （15) 式，得 

是 1 又 2$1 + 是 2 义 2$2 0. 

(15) 


是 l(Al — 乂 2) 芒 1 ~ 0, 

(16) 

由于 ^0,Ai #A 2 ，因此 k x =0 o 

无关。 

代人 （13) 式得， h 各=0, 从而是 2 : 

= 0 。 因此$1，石线性 


用数学归纳法可以推广到 ：设； U ， A 2 ，…， A , 是 A 的不同的特征值，£是 A 的属于夂的 


—'个特征向量，£ = 1，2,…，^，则芒1，$2,…，线性无关。 ■ 

例 S 设 V 是域 F 上的线性空间（可以是无限维的）， A 是 V 上的一个可逆的线性变 
换。 证明： 

(1) 0不是 A 的特 征值； 

(2) 如果 A 。 是 A 的一个特征值，那么是的一个特征值。 

证明 q ) 假如0是 a 的一个特征值，则存在 eev ， 且$关0,使得 ¥=0 S =0。 又有 
A (0)=0 o 于是 A 不是单射。这与 A 可逆矛盾。因此0不是 A 的特征值。 

(2) 设 A 。 是 A 的一个特征值，则有 feV ， 且使得两边用作用，得 

A - W ) = A -1 ( A 0 $). 

从而由于 A 。 关0,因此义_1=久0^， 即; 17 1 是 A — 1 的一个特征值。 ■ 

例6设 A 是域 F 上线性空间 V (可以是无限维的）上的线性变换。 证明： 

(1) 如果 A 是幂零变换，那么 A —定有特征值，且 A 的特征值是0; 

(2) 如果 A 是幂等变换，那么 A —定有特征值，且 A 的特征值是1或者 0(1 是域 F 

的单位元）。 . 

证明 （1) 设 a 是幂零变换，其幂零指数为 z 。 设; u 是 a 的一个特征值，则有 eev 
且 f 尹0,使得 

M 

两边用 A 作用得，依次下去，可得 = 由于▲=()，因此 
Aif — 0 0 由于 因此 Aj 从而 Ai = 0。 

由于 a 的幂零指数为“因此 i - 1 关0。从而存在 v 使得又由于 
A f = 0, 因此 

A(A^a) = A'a = 0 = OCA^a). 

这表明0是 A 的一个特征值。 

(2) 设 A 是幂等变换，则据 9. 2节命题3得 

V = Im A © Ker A ♦ 

且 A 是平行于 KerA 在 ImA 上的投影。于是当 eGImA 时， 



參 
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M = f = If . 

从而当 Im A ^ O 时，1是 A 的一个特征值。 

当 fGKer A 时，有舄 = 0 = 0 f 。 从而当 Ker A 关0时，0是 A 的一个特征值。 

由于 Im A 和 Ker A 不可能同时为零子空间，因此 A 有特征值1或0。 

设 A 。 是 A 的一个特征值，则存在且 f 关0,使得 

M = A 0 $. 

两边用 A 作用得 ，= AoAf = 从而¥ 于是因此 （ A ? — Ao ) 6 = 00 

由此推出 A ?— A q =0。 从而 Ao = 1 或 A q =0。 于是 A 的特征值只可能是1或0。 ■ 

例7设 V 和铲 都是域 F 上的线性空间（都可以是无限维的），设 AeH 0 m ( V ， V ')， 
Be Hom(d 证明： 

(1) 与 BA 有相同的非零特 征值； 

(2) 如果 f 是的属于非零特征值 A 。 的一个特征向量，那么 B ? 是从4的属于特征 
值 A 。 的一个特征向量。 

证明 （1) 设 A 。 是的一个非零特征值，则在 V '中存在$关0，使得 G 4 B ) e = A 。？。 
两边用 B 作用，得 

= B ( Ao 6). 

由此得出 （从4)(取）=；1。（圾）. 

假如埤= 0,则 A q 6= A ( B $)= A (0) = 0。 由于因此 A q =0。 矛盾。所以 Bf 关0。于是 
A 0 是 BA 的一个特征值， Bf 是 BA 的属于特征值 A 。 的一个特征向量。由于 A 与 B 的地位 
对称，因此 BA 的每一个非零特征值也是的特征值。 

(2) 第 （1) 小题的证明过程也同时证明了第 （2) 小题的结论。 ■ 

例8设 V 是域 F 上 n 维线性空间， A 是 V 上的一个线性变换。 证明： 

(1) 如果 A 是幂零指数 Z >1 的幂零变换，那么 A 不可对 角化； 

(2) 如果 A 是幂等变换，那么 A 可对角化，且写出它的标准形。 

证明 （1) 由于 A 的幂零指数 Z >1， 因此 A 关0。从而 KerAgV 。 据例6的第 （1) 小 
题，幂零变换 A 有特征值，且特征值是0,于是 A 有且只有一个特征子空间 V 。。由于％ = 
Ker (0 J — A ) = Ker ASV ， 因此 dimV 0 < n o 据推论2得， A 不可对角化。 

(2) 设 A 是幂等变换，则 V = ImA ㊉ KerA 。 在 Im A 和 Ker A 中分别取一个基，它们 

合起来是 V 的一个基， A 在此基下的矩阵为 

(l r 0 ^ 

0 0 

、 J 

其中 r = rank ( A )。 ■ 

例9设 V 是域 F 上的 n 维线性空间 （ n > l )， A 是 V 上的一个线性变换，它在 V 的 
一个基，…，下的矩阵 A 为 
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, a 
0 


A = 



1 0 … 0 0、 
a 1 0 0 

_ _ 鲁# 

• • _ # 

• 孀 曝鲁 

0 0 … a 1 


[ 0 0 0 … 0 a J 

证明: A 不可对角化。 

证明 由于 I AI - A |= ( A - a ) n , 因此 A 的全部特征值是 aU 重）。由于 rank ( al — A ) = 
n _ l ， 因此齐次线性方程组 UI — A)X = 0 的解空间的维数等于”一 （ n _ l ) = l 。 由于 
n > l ， 因此 A 不可对角化，从而 A 不可对角化。 ■ 

例 10设 A 是数域 Kin 维线性空间 V 上的线性变换，它在 V 的一个基 ai ，《 2 ，…，％ 


下的矩阵 A 为 


A = . (17) 


试问： A 是否可对角化？如果 A 可对角化，求 V 的一个基，使得 A 在此基下的矩阵为对角 
矩阵，且写出这个对角矩阵。 

解 直接计算得， A 2 = I 。 因此 A 是对合变换。从而据本节习题第7题得， A 可对 
角化。 

情形1 n = 2m+l 0 此时 


I + A = 2 

1 1 


从而 rank ( I + A )= m + l 0 据本节习题第7题得， A 的标准形为 


(18) 


1 


f o 

Dl = 0 -i m 


(19) 


于是存在 2 m + l 级可逆矩阵込，使得 Pi ' AP , = D , ，从而 APi =巧1)。设= (% ) ，则 
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工 2 ,m+l 


工 1 *m+l 


^ Z * m+Z 


工 1 *m+2 


工 2 ， 2nrf*l 


工 l ， 2m~hl 


工 1 ,/n+l 


工 2 • m+1 


工 wH~l ’ m+1 


^ 2 m f m +1 




X 


1 *7iH-2 




工 wrfI ， m+2 


工 2m ， m+2 


工 2m+l t nr-h2 


工 1 f2m+l 


w 2m^hl 


工 m-hl,2m+l 


^2mt 2m+l 


工 2m+1.2w+l 


工 1 ,m-hl 


工 2 , m+ L 


工 1 ,m+2 


^2, m +2 




^ 2 t 2 m+l 


由此得出 


P 


工 wH~l ， 1 

售 

• 

••• 工 m+l t wrfl 

« 

• 

0 … 

參 

• 

0 

喻 

• 

者 

工 21 

% 

… 工 2 』 

» 

—^2,^2 … 

• 

—工 2.2#1 

、工 11 

••• JOUm+1 

上 1，—2 … 

— 工 l ， 2m+l 


由于 h 可逆，因此可取 


P 


1 


于是 A 在 V 的基 

Qfl + a2m+l ^Ct2 + aim 9 •" 

下的矩阵为上述对角矩阵 Di 。 
情形2 n = 2 m 0 此时 


m 


1 


1 


— 1 


-1 


( 20 ) 


Qfrw+2 9 Otfn-\-l > Clm Ofm+2 ^ * * * ， Of2 Of2m，Ofl Qf2wH~l 


工 2m+l ， 


工 2m ， 


工 2m+l ， m+l ^2/w+l ^m+Z 


工 ^2m t m+Z 


工 m+1 * 1 


■^2ot+1 *2m+l 


^2 m f 2 m+l 


工 nH-l ， m+l ^m-\~\ , m+2 


工 m+1 ， 2m-hl 
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I + A = 



( 21 ) 


于是 rank( J + A)=m。 从而 A 的标准形为 

_ (L 0 ^ 

£^2 = (22) 

0 — I m 

^ J 

因此存在 2m 级可逆矩阵 P 2 ，使得 P7 1 AP 2 =D 2 ，即 APz =P 2 D 2 。类似于情形1的方法， 
经过计算，可取 




Pz = 





(23) 


于是 A 在 V 的基 


-1 


ai 


+ 


dim ^0L2 


O - Zm—X 


QJnr-hl 




a 2 


a 2 


ai 


0 t 2 m 


下的矩阵为上述对角矩阵 D 2 。 

点评： 例10由于先验证了 A 2 = 7,从而可利用本节习题第7题的结论，很容易地写出 
A 的标 准形； 然后在已知 A 的标准形 D 的条件下，由得出 AP = PD ; 由此求 
出 P 的 形式； 进而选取一个最简单的可逆矩阵 P 。 这样求可逆矩阵尸，思路很明确、自然， 
对于 P 是什么样的矩阵不会感到来得突然。 

例11 设 V 是域 F 上的线性空间，都是 V 的子空间，且7 = 1^ ㊉ 灰， 
V = L 7 2 ® W 。 用 P , 表示平行于 W 在17,上的投影，;=1，2。令 证明： 


(1) A = P 2 ； 

(2) 设 LA 和1/ 2 都是有限维的，则 A 把 LA 的一个基映成 C / 2 的一 个基； 

(3) 设 dim V = ti ， 则 V 中存在一个基，使得 A 在此基下的矩阵是对角矩阵，并且写出 
这个对角矩阵。 

证明 （1) 任取由于因此 

a = on + A ， a\ ^ Ui , d\ t W. (24) 

由于 P, 是平行于 W 在 R 上的投影，£=1，2,因此据 9.1 节的定理 2 得 

P 2 ( a ) - P 2 (aa ) = P 2 ( Pi ( a )) = ( PsPJCa ), Va 6 V . 
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由此得出 p 2 = p 2 p ^ a . 

( 2 ) 在中取一个基 71 ， 72 ，…，％。设 

tP 2 (7 i ) +々 2 P 2 (72) H - ^ k s P 2 ( Vs ) = 0, (25) 

则 P2 (々 171 +々 2 72^ + 虼7 1 ) = 0 . 

从而 k^rji +々 2 识 H - \~ k s 7 j s G KerP 2 . 

由于因此据 9.2 节推论2得， W = KerP 2 。 于是 h 71 +是 2 氓+…+怂义 6 W 。 又 
kiTj ' +是 2 识+…+怂％ ，由于，因此 

k\7j\ + k 2 Tjz + ••• + k,Tf s = 0 . 

于是 是 1 =々 2 =〜 = l = 0 . 

从而户 2 (%) ，巧 （％)， …， P 2 (%) 线性无关。 

由于灰， V = L / 2 @ W ， 因此据 8.4 节典型例题的例1得， LA ^ WWU ^^ V / W 。 
从而 因此 于是 P 2 (巾），&(%)， …， P 2 ( 7 ,) 是 U 2 的一个基。 

由于 P 2 = A ， 因此 A 把 LA 的一个基取，％，…，巧映成 K 的一个基 A (%), 

AC%) ，…， ^4(%) 。 

(3) 在 L / 2 中取一 个基历，你 ，…，属，在 W 中取一个基仏，灸，…， ft ， 由于投影巧是 V 
上的幂等变换，因此 P 2 在 V 的一 个基仏 ，译，… ， H 下的矩阵为 

/厂 0 \ 

D = { ), (26) 

\0 0； 

其中 5= rank ( P 2 ). 

由于 A = P 2 ，因此 A 在 V 的上述基下的矩阵为对角矩阵 D 。 ■ 

点 评：例 11证明的关键是去证巧广二巧，这时都可以是无限 维的； 第 
(2) 小题才需要假设 L / hR 是有限维的，此时 V 仍可以是无限维的；第 （3) 小题才需要假 
设 V 是有限维的。 

例12设 fix ) = x n + a „- ijc n ~ l +… + a 1> z + ( 2 。 是有理数域 Q 上的一个不可约多项 

式，。是 /( x ) 的一个复根。把 C 看成 Q 上的线性空间，令 

B : Q |>] — 

尺（ X ) I - - g ( co 0 ). 

(1) B 是不是 Q 上线性空间 Q [ X ] 到 C 的一个线性映射？如果是，求 Im B 的一个基 
和维数； 

(2) 令 A ( z ) = cooz 9 Vzeim B , A 是不是 Im B 上的一个线性变换？如果是，求 A 在 
第 （1) 小题中求出的 Im B 的一个基下的矩阵 A ; 

(3) A 是否可对角化？ 

a 

(4) 把 A 看成复数域上的矩阵， A 是否可对角化？ 

解 （ 1) 任取幻 u) ， &(x)eQl>] jeQ ， 有 

B(gi ( jc ) +发2(工 ））=(gi + 发 2)( ft > 0 ) 

= gl i(O0 )+^2 (o>0 ) 

= B(gi ( x )) + B ( g 2 (工））， 

B { kg x ( x )) = kgi ( w ^> = kBigi ( x )). 
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因此 B 是 Q 上线性空间 Q [ x ] 到 C 的一个线性映射。 

任取 Im B 中一个元素 m ， 于是存在 g { x ^> 6 Q [ x ]， 使得对 
gioc ) ，/(* r ) 作带余除法，得 

gioc ) = hXx ) f ( x ) + r ( x ) , deg r ( x ) < deg fix ) = n . (27) 

设 r ( x ) + QX + … + c „-： L ： c n_1 GQ [ x ] ，: c 用 wo 代人，从 （27) 式得 

u = 足 （om ) = r ( co 0 ) = c 0 + c ! oj 0 + … + Cdct ^ -1 ， (28) 

因此 w 可以由1， ⑽， a >?， …，⑴厂 1 线性表出。设 

k 0 + kicoo + …+ k „^ icoo~ l — 0. (29) 

假如有理数 k 。， k \ ，••• ，6„— 1 不全为0,令 qix ) = k 0 十々^十…，则 ^( x ) 6 Q [* r ] ， 
且 gU ) 关0。由 （29) 式得， 9 (0>。）= 0。于是 gU ) 与 / U ) 有公共复根吻。从而在 C |>] 中， 
9(*3：) 与/( I )有公因式工一 w 。 ，因此 q ( x ) 与 /0)在 C [ x ] 中不互素。由于互素性不随数域 
的扩大而改变，因此 9( x ) 与 / U ) 在 Q [: r ] 中也不互素。又由于 /( x ) 不可约，因此 
/( X ) | gO ) 。 由此推出 deg /(xXdeg q ( x)^n — l ，矛盾。所以々。，是 i ，…， t - i 全为0。 
从而 1 » Ct >0 »COo ? ? OJo _1 线性无关。 

综上所述，1 ， a >。， o >? ， … jojV 1 是 Im B 的一个基，从而 dim(Im B )= n 0 

(2) 直接验证知道， A 是 Q 上线性空间 ImB 上的一个线性变换。由于 

■A ( 1 ) Ct»o • 1 == Wo ， 

A ( ce >0 ) — COoCOo — coo * • ■ * » 

A(a>「 2 ) — coo coo 2 == cur 1 ， 

ACojS -1 ) = wowS — 1 = =— a 。一 aiaj 。一 …一 a^uoT 1 » 

因此 A 在 Im B 的基 1， ct »。， cw § ， … two~ l 下的矩阵 A 为 

， 0 0 … 0 — a 0 、 

1 0 … 0 — a x 

0 1 … 0 - a 2 

A = . 

0 0 … 0 — a 3 

畢 • ■ • 

• 攀 ■售 

« _ ♦會 

0 0 …1 - a ^-\ 

(3) 据本套教材上册 2. 4节例4得 

| XI ~ A | = | XI — A f 丨 = A” + a^-iA ^ 1 + + aiA + a 0 ~ /(A). 

由于 /( A ) 在 Q 上不可约，且 rz > l ， 因此 /( A ) 在 Q 中没有根。从而 A 没有特征值，于是 A 
不可对角化。 

(4) 把 A 看成复矩阵， 1 AI — A 1=/( A )。 由于 /( A ) 在 Q [ A ] 中没有重因式，因此 /( A ) 
在 C [ A ] 中也没有重因式。从而 /( A ) 的 n 个复根 ApA 2 ，…， 两两不等。据本套教材上册 
5.6 节例9得，复矩阵 A 可对角化。 

点评：例12给出了线性变换 A 的一个具体例子，它的矩阵表示为 Frobenius 矩阵。 
例12还 表明： Q 上线性空间 ImB 上的线性变换 A 不可对角化， A 的矩阵表示 A 作为 Q 
上的矩阵也不可对角化，但是把 A 看成复矩阵却可对角化。这说明 ：一个 矩阵是否可对 
角化，与把它看成哪个数域上的矩阵有关。 



[Pr\ [^r j 

=(AlfltlPl +A2<*2^ + … + ArttrPr) — (Al«lpl + 义 2«2 於 2 + …+ A^Ir^r) 

= 0 . 

即秩为 r 的矩阵 C 是 AX_XB = 0 的解。 ■ 

例 14 设 A 和 B 分别是复数域上”级、 m 级矩阵。 证明： 如果矩阵方程 AX — XB = 0 
有秩为 r 的矩阵解， 0O<min{n，m} ，那么 A 和 B 至少有 r 个公共的特征值(重根按重数 
计算) 。 

证明 设 C 是 AX — = 0 的解，且 rank(C)= r 。 据本套教材上册 5. 2节的推论1 

得，存在 n 级、 m 级可逆的复矩阵 P，Q 使得 

/ I r 0 X 

C = P \Q, (30) 

\0 0； 

由于因此 
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例 13 设 A 和 J3 分别是数域 K 上 /I 级、爪级矩阵。证明 ：如果 A 与 B 有 r 个两两不 
等的公共特征值， 0<r<minU，m} ，那么矩阵方程 AX~XB^0 有秩为 r 的矩阵解。 

证明 SAhA 2 ，…， 两两不等，它们是 A 和 B 的公共特征值，则它们也是的特征 


值，从而在中有非零向量 ， a 2 


a r 使得 Act, ，i = l ，2，…， r ; 在中有非零 


向量 A 


，fi r 使得 •成 ，于是 p i B=Xfi i ，i=l ，2,…，7% 令 


(«1 ， flf 2 ，… ，flO 


ft 


t 


则 C 是 《Xm 矩阵。由于 ApA 2 ，…， A r 两两不等，因此 ffl ，a 2 ，…，线性无关 （A 的属于 

不同特征值的特征向量线性无 关）； 同理， fr，p 2 ，…，线性无关。从而 

rank(C) < rank(<*i，a 2 ， …， tt r ) = r. 

又据本套教材上册 4. 5 节例2的 Sylvester 不等式，得 


rank(C) > rank(ai ，<* 2 ，… ，a r ) + rank 


Pz 


Pr 


因此 r ank(C) = r， 并且有 


AC — CB = A(«i ^a 2 


ffr) 


P ； 

ft 


— ( cti ， a 2 ，… ， a 「） 


p ； 

h 
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从而 



0 

0 



Q = 




QB . 



把尸 - MhQBQ 一 1 写成分块矩阵 形式: 



0 

0 


QBQ 


一 1 


(31) 






P^AP = 

从 （31) 式得 


An 

^21 


^12 

^22 


\r n 

1 . QBQ — 1 = 

jn — r 


rB u 

B 


21 


B12 1 jr 
B 22 )m — r 


由此得出 


^21 

w 

An = B u f 



^21 = 0 ， 


B12 


0. 


(32) 

(33) 


因此 



^12 

^22 


QBQ 1 = 


An 
B 


21 


0 、 
B22 


于是的特征多项式 ( A ) = UIr - A u I \ Xl n - r - A zz I . QBQ 1 的特征多项式 
/ 2 ( A )-| A / r - A 11 || A / m -,- B 22 L / 1 (久）与/ 2 (义）有公因式|久厂一八 11 丨，其次数为~由于 
相似的矩阵有相同的特征多项式，因此兑 （ A )，/ 2 ( A ) 分别是 A ， B 的特征多项式。由于 A 
与 B 都是复数域上的矩阵，且 I Ah —An I 有 r 个复根（重根按重数计算），因此 A 与 B 至 
少有 r 个公共的特征值（重根按重数计算）。 ■ 


点 评：例 14 的证明中关键之一是要把秩为 r 的矩阵 C 表示成 C = 这表 

明本套教材上册 5. 2节推论1是很有用的结论，我们在那时就强调了这一点。另一个关 
键是把 P _1 AP 和 QBCT 1 写成分块矩阵的形式，以便揭示出它们的特征多项式有公因式 
IA 夂 _ A U L 这利用了分块上三角矩阵的行列式很容易计算这一优点。例13和例14是 
相互关联的两个命题。如果例13中把条件放宽成 A 与 B 有 r 个公共的特征值（重根按 
重数计算），那么结论要 改成: AX — = 0 有秩小于或等于 r 的非零解。 


习题 9.4 

1. 设 V 是数域 K 上的3维线性空间 ， A 是 V 上的一个线性变换，它在 V 的一个基 
a !, a 2 , a 3 下的矩阵为 A ，求 A 的全部特征值和特征 向量; A 是否可对角化？如果 A 可对角 
化，写出 A 的标准形，并且指出 A 在 V 的哪个基下的矩阵是这个标准形。 



， 2 2 —2、 


「2 3 2、 

(1) A = 

2 5 —4 

； (2) h = 

18 2 


— 2 —4 5 

< > 


— 2 — 14 —3 
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2. 设 V 是域 F 上的线性空间（可以是无限维的）， A 是 V 上的一个线性变换， A :， A 2 ，…， 
A , 是 A 的不同的特征值 ，匕， e 2 , …，&是 A 的属于特征值 A , 的线性无关的特征向量组。 
证明 ：特征 向量组 

fll ， fl 2 ，-，芒21 ，…，疙 2r 2 ，…， Ssl ，•••，？' 

仍然线性无关。 

3. 设 V 是域 F 上的线性空间（可以是无限维的）， A 是 V 上的一个线性变换， 

是 A 的两个不同的特征值，己是 A 的属于 A , 的一个特征向量， z '= l ，2。 证明 A + f 2 不是 
A 的特征向量。 

4. 设 V 是域 F 上的线性空间（可以是无限维的）， A 是 V 上的一个线性变换。 证明： 
如果 V 中每个非零向量都是 A 的特征向量，那么 A 是数乘变换。 

5•令 A : X [ x ]„ - ^ K [ x]„+i 

fix) 1- ► xfix). 

把求导数1>看成 KDr ]„ +1 到 K [: r ]„ 的线性映射。 试问： 

(1) DA 是不是 K [ x ]„ 上的一个线性变换？如果是，求 DA 的全部特 征值； 

(2) AD 是不是 K [ x ]„ +1 上的一个线性变换？如果是，求 AD 的全部特征值。 

6. 设 A 是数域 K 上 n 维线性空间 V 上的对合变换（即 A 满足 A 2 = J )， 证明 M 有特 
征值，且 A 的特征值是1或一 1。 

7. 证明 ：数域 K 上 n 维线性空间 V 上的对合变换一定可对角化，且写出它的 
标准形。 

8. 设 A 是域 F 上线性空间 V 上的线性变换，如果存在正整数 m ， 使得 A m = J ， 那么称 
A 是周期 变换; 使得 A OT = J 成立的最小正整数 m 称为 A 的周期。证 明：复 数域上 n 维线 
性空间 V 上的周期为 m 的周期变换的特征值都是 m 次单位根。 

9. 设 A 是数域 K 上/ z 维线性空间 V 上的一个线性变换，任意给定 ^( x ) eK [ x ] 0 
证明 ：如果 ApA 2 ，…，是 A 的特征多项式的全部复根（它们中可能有相同的），那么 

，…，是线性变换 〆 A ) 的特征多项式的全部复根。从而若 A , 是 A 的 
重特征值，那么 g ( A ,) 是 g 04) 的至少&重特征值。 

10. 设 A 是复数域上 n 维线性空间 V 上的一个线性变换 （ n > l )， 它在 V 的一个基 
ori ， qt 2 ，… ， a „ 下的矩阵 A 是 

r 0 1 0 … 0 0 

0 0 1 … 0 0 

八 3=3 lit : :， 

0 0 0 … 0 1 

—a 0 —a! — a 2 … —a „_ 2 — 

称它是 Frobenins 矩阵。求 A 的特征多项式和属于特征值 A , 的全部特征向量 （ i = 1，2， 
…， n ); A 是否可对角化？ 

11. 设 A 是数域 K 上 n 维线性空间 V 上的一个线性变换， 证明： 

(1) A 的特征多项式的所有复根的和等于 tr ( A ) ； 

(2) A 的特征多项式的所有复根的乘积等于 det ( A ). 
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12. 设 / U )=: r 3 + ai :r + a 。 是 Q 上的不可约多项式 ，⑽ 是 / U ) 的一个复根， B 的定 
义与例12中的 B —样。令 A ( z )=/ U 。；^， Vzeim ( B )， 求 Im ( B ) 上的线性变换 A 在 
Im B 的基1，⑽，以下的矩阵 A ; 把 A 看成复矩阵， A 是否可对角化？ 

13. 设/(工)是数域 /C 上的一个 w — 1 次多项式， /( x ) = a。x + … 十^-〗/— 1 。 

(1) 求 </ U )> 在尺[工]„中的一个补空间17; 

(2) 用 Pu 表示平行于 </( x )> 在 L 7 上的投影，在 K [ x ]„ 中选取一个基，使得 IV 在此 
基下的矩阵为对角矩阵。 

14. n 级复矩阵 


^ 0 a 

0 0 


0 … 0 0 ] 

a ••• 0 0 




•畢 ■ 



I a 0 0 … 0 0 

是否可对角化？如果 A 可对角化，写岀它的标准形。 


9. 5 线性变换的不变子空间 , Hamilton-Cayley 定理 


9.5.1 内容精华 

9.4 节我们讨论了线性变换可对角化的条件，那么对于不可对角化的线性变换，其最 
简单形式的矩阵表示是什么样子呢？解决这个问题的思路是什么？从 9. 4 节推论 3 看 
到： V 上的线性变换 A 可对角化当且仅当 V 可以分解成 A 的特征子空间的 直和： 

V = V Ai ㊉ 、 ㊉ … ㊉ 八， 

其中; W ， A 2 ，…， A , 是 A 的所有不同的特征值。注意 到：若 ，则 A ^= A 沿 这启 
发 我们： 研究不可对角化的线性变换 A 的最简单形式的矩阵表示，可以从研究 V 分解成 
具有性质“若则的子空间的直和入手。 

— 、不变子空间的定义、例子和性质 

定义 1设 V 是域 F 上的线性空间， A 是 V 上的一个线性变换， V 的子空间 W 如果 
具有下述性质 ：“对 于任意 aGW ， 都有 Aa 6 W ”， 那么称 W 是 A 的不变 子空间 ，简称为 A - 
子空间。 

显然， V 和零子空间0是 V 上任意一个线性变换 A 的不变子空间，称它们是 A 的平 
凡的不变子空间， A 的其余的不变子空间称为 A 的非平凡的不变子空间。 

命题 1 V 上线性变换 A 的核与象、 A 的特征子空间都是 A - 子空间。 

证明 直接用定义1验证即得。 ■ 

命题 2设 A 与 J 5 都是 V 上的线性变换，如果 A 与 B 可交换，那么 K e rB ， ImB ， B 的 
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= {.Aa ~\~ Ay ) - {- W = (^Aa ~ f ~ W ) -~h ( A / + W ") 

= A(a + W) +A(y + W), 

A<iHa + W))= A(ka + W) = Aika) +W 

=kAa 十 W = k{Aa 十 W ) = M(a + VT )， 

因此 A 是 V / W 上的线性变换。 

总而言之，如果 W 是 V 上线性变换 A 的不变子空间，那么 A 既可以诱导岀子空间 W 
上的线性变换 A | W ， 又可以诱导出商空间 WW 上的线性变换 A ，它们分别由 （1) 式和 （2) 
式定义。 


二、用不变子空间研究线性变换的矩阵表示 

从现在起，如果没有特别声明，我们假设 V 是域 F 上的有限维线性空间， dim V== 〜 
设 A 是 V 上的一个线性变换，如果 A 不可对角化，那么我们在寻找 A 的最简单形式 
的矩阵表示时，第一步是探索 A 的矩阵表示为分块对角矩阵的充分必要条件是什么。 

设 A 在 V 的一个基 


an ， ai 2 ，… ， a 卜】 ， a 2 i ，… ， a 2 r 2 ，…， a . ( i ，…， 

下的矩阵为下述分块对角矩阵 A : 


A 


A 


A 2 


A , 

其 中八是 r , 级矩阵，「,> 1 ，〗= 1 ， 2 ，一， 5 。令 

Wi — 〈 am ， a r 2 ， … ， a 、 〉， i ― 1 ， 2 , •”山 

则 ㊉ … ㊉ w ;， 

且 A(a 11 ， cri2 ，…， air ！ ) ~ ( an ， a ； i2 ，…， aiq ) A , 

i 4( a 21，0；22 ， ^ a 2 r z ) = (0 f 21， tt 22 ， **•， a 2 r 2 ) a 2 ， 


(3) 


A(QM 必2 ，… ，Ctsr ) = ((Xsl ， a s 2 ，… ，<Xsr )A S . 

s s 

因此，…， W , 都是 A 的非平凡不变子空间，且 A , 是 A I W , 在胃，的一个基 

a , 1，0^2，^ • • ， a — 下的矩阵 ， z — 1，2，*** ，S。 

1 

反之，如果V能分解成 A 的非平凡不变子空间的 直和： V = w ㊉ W 2 ㊉…㊉ Wn 那么 
在每个中取一个基 or,i，QS2 ， …， av ; G+ = l，2, … ，s)， 把它们合起来是 V 的一个基。由于 
ACan ，0；,2，…， a；ir ) — (an ，…， £?卜 ) 八， z = 1，2，…，5，因此 A 在V的上述基下的矩阵 A 为 

t 1 

rA ： 1 

a 2 


A , 


这样我们证明了下述 定理： 

定理1设 A 是域 F 上 n 维线性空间 V 上的一个线性变换，则 A 在 V 的一个基下的 



擎 


286 




第 9 章线性映射 


矩阵为分块对角矩阵 （3) 当且仅当 V 能分解成 A 的非平凡不变子空间的 直和 ： ㊉ 
W 2 ㊉ … ㊉ W s ，并且 A , 是在灰，的一个基下的矩阵。 ■ 

如何寻找 A 的一些非平凡不变子空间呢？由于对任意 /( A )€ F ( x )， 都有 Ker /( A ) 

是 A 的不变子空间，因此我们想找一些多项式 /i ( x ) ，/ 2 O ) ，… , f s Cx ) G F [ x ]， 使得 

V = Ker ( A) ㊉ Ker / 2 ( A ) ㊉…㊉ Ker f s ( A ). (4) 

这能办到吗？首先来看 s =2 时的情形。从 8. 2节例16受到启发，猜测有下述 结论： 

定理 2设 V 是域 F 上的线性空间（可以是无限维的）， A 是 V 上的一个线性变换， 
在 K [ x ] 中， /( ds / JoOAU ) ，且（/】（:0，/ 2 (工））=1，则 

Ker /( A ) = Ker /i ( A) ㊉ Ker f 2 ( A ). (5) 

证明第一步证 Ker /( A ) = Ker fi 04) 十 Ker / 2 04)。 易证 Ker ( A)^Ker /( A )， i = l ，2。 
任取 aGKer /( A ) ，由于 （/\ ( x )，/ 2 U )) = 1 ，因此存在 Wl ( x )， m 2 ( x ) eF |>] ，使得 

Ml ix ) fi (x) + u 2 (x)/ 2 (x) = 1. (6) 

X 用 A 代入，从 （6) 式得 

wi G 4 )/i (A)+u 2 ( A )/ 2 ( A ) - /. (7) 

于是 

a = la = u : ( A ) f x ( A)a + u 2 ( A )/ 2 ( A ) a . (8) 

fi ( A)ai = /i ( A ) u 2 ( A )/ 2 ( A)a = u 2 ( A )/( A)a = 0 , 

/ 2 ( A ) a 2 — ft ( A)ui ( A )/! ( A)a = u Y ( A )/( A)a = 0 ， 

因此 aieKer / iUhc ^ GKer / JA )。 从而 

a = a \ a2 G Ker ( A ) + Ker f z ( A ). 

由此推出 Ker /( A ) = Ker /, ( A)+Ker / 2 ( A ). 

第二步证 Ker / iU ) 门 Ker / 2 ( A ) = 0。 任取卢 6 Ker ， （ A ) 门 Ker / 2 ( A ) 。由 （7) 式得 

^ = Ip = Ui ( A )/] ( A )^+ u 2 ( A ) f 2 { A)p =0 + 0 = 0. 

因此 Ker f \ U)nKer / 2 ( A )=0. 

综上所述 ， Ker /( A ) = Ker /“ A) ㊉ Ker / 2 ( A ) . ■ 

定理 3 设 V 是域 F 上的线性空间（可以是无限维的）， A 是 V 上的一个线性变换， 
在 F [ x ] 中， 

fix ) = /i (工)/ 2 (工）"./^(工）， （9) 

其中/! (X) ,/ 2 (X) ，… ，/ s Cr ) 两两互素，则 

Ker /( A ) - Ker 力 （ A) ㊉ Ker / 2 G 4) ㊉…㊉ Ker /.( A ). (10) 

证明 对 （9) 式右端的多项式的个数5作数学归纳法。 
s =2 时，定理1已证。 

假设 5~1 时命题成立，来看 s 的情形。 

由于/: ( x ) ，/ 2 ( x ) ,… ，/, U ) 两两互素，因此 


(/1(工）/2(工）.”/广1(1)，/!(工）） = 1. 

记 g(^=fl (- 3：)/2 (- 3 ：) (^) 0 据定理 1 得 

Ker / G 4) = Ker g ( A ) ㊉ Ker /,( A ). 


( 11 ) 
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据归纳假设得 

Ker g { A ) = Ker f x (A) ㊉…㊉ Ker (A). (12) 

由 （11) 和 （12) 式得 

Ker /(A) = Ker (^A) ㊉…㊉ Ker /h (A) ㊉ Ker f s (A). ■ 

由于 Ker 0=V ，因此从定理 3 受到启发，如果能找到一个多项式 /(x)， 使得 /(A)=0, 
那么只要把/(I)分解成不同的不可约多项式方幂的乘积，就可以把V分解成 A 的非平 
凡不变子空间的直和。为此引出下述 概念： 


三、线性变换和矩阵的零化多项式， Hamilton - Cayley 定理 

定义 2设V是域 F 上的线性空间（可以是无限维的），4是V上的一个线性变换。 
如果 F 上的一元多项式 /(x) 使得/04)=0,那么称 /Cr) 是 A 的一个 零化多项式。 

设 dim 则 dimCHomCVD) =w 2 。从而 

J ， A ， A 2 ，…， A ’ 

一 定线性相关。于是有 F 中不全为0的元素，…，使得 & J + hA + 々 2 A 2 +〜 + 

是， A n 2 =0。 令十々 2 l r 2 H -，则 /04)=0。从而 /(x) 是 A 的一个 

非零的零化多项式。 

定义 3设 A 是域 F 上的 n 级矩阵，如果 F [ x ] 中的一个多项式 /( x ) 使得 /( A ) = 0 ， 那 
么称 /( x) 是 A 的一个零化多项式。 

设V是域 F 上《维线性空间，V上的一个线性变换 A 在V的一个基^，《 2 ，…，〜下 
的矩阵是 A， 则 

是 0 /+ + …+ = 0 < > 々0 J h A + …+ = 0， 

其中心，々 1 ，"*，匕6尸，//1是非负整数，从而 

/(A) = 0 < > /( A ) = 0. 

因此 /( x) 是 A 的零化多项式4==> /Or) 是 A 的零化多项式。这表 明：线 性变换 A 的零 
化多项式与它的矩阵表示的零化多项式是一致的。 

设数域 K 上的2级矩阵 A = 匕 ，则 



从而 A 2 — J = 0。 因此 A 2 — 1是 A 的一个零化多项式。容易看出， A 2 —1是 A 的特征多项 
式。由此猜想 ：任一 n 级矩阵 A 的特征多项式是它的一个零化多项式。为了论证这一猜 
想成立，我们需要把域上的矩阵的概念推广到整环上的矩阵。 

设尺是一个整环（即有单位元的交换环，且没有非零的零因子）， i? 中 n 2 个元素排成 
的 n 行 n 列的一张表称为只上的一个〃级矩阵。类似于域 F 上矩阵的加法、纯量乘法、 
乘法的定义，我们可以定义整环 R 上的矩阵的加法、纯量乘法、乘法，而且这些运算满足 
与域 F 上矩阵一样的运算法则。与域 F 上《级矩阵的行列式的定义类似，可以定义整环 
i? 上 w 级矩阵的行列式，而且同样有行列式的7条性质，按一行（列）展开定理，以及有下 
述 结论： 
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把 （19) 式中的 n + l 个式子一起加起来，左边为零矩阵，右边即为 /( A )， 因此 /( A )=0。 

■ 

用线性变换的语言叙述上述定理 ，即： 

Hamilton-Cayley 定理设 A 是域 F 上的 n 维线性空间 V 上的一个线性变换，则 A 
的特征多项式 /(A) 是 A 的一个零化多项式。 

运用 Hamilton - Cayley 定理，可以把 V 分解成 A 的非平凡不变子空间的 直和： 

设 A 的特征多项式 /(A) 在 F[A] 中分解成 

/(A) = 奸 （ A) 仲 （ A) … 沁 （ A )， (20) 

其中办以八九 “ 八 …^/ 义 :^ 是尸上两两不等的首一不可约多项式心:^^^:^^”山则 

V — Ker( p\^ (A)) ㊉ Ker(/)? (A)) ㊉…㊉ Ker( p r ^ (A) ). (21) 

如果 /(A) 在 F[A] 中能分解成 

/(A) = (A-Ai) r ' (A—A 2 ) r 卜 " （ A-A ,)。 ， 

其中 Ai ， A 2 ，…， A , 是 F 中两两不等的元素 ， r ,>0， z ‘ = 1 ，2,…山贝! 1 

V - Ker((A — AJP ) © Ker( (A ~ A 2 /)^ ) © - © Ker( (A - A.J ) r O , (22) 

其中 Ker((A— ），_; = 1，2，-"，5，称为益的根子空间。 

9.5.2 典型例题 


例1 在数域 K 上的4维向量空间 K ： 4 中，线性变换 A 在 K ： 4 的一个基仏 ， a 2 ， cr 3 ， cf 4 
下的矩阵是 

.10 2 - 1, 

0 1 4 - 2 

A = • 

2—1 0 1 


令 W 二〈《 1 +2山，吣十吣十2<* 4 >，证明：琢是子空间。 

证明 Aa 1 = ai + 2 a 3 + 2 a 4 » Aa 2 二此 一 山 一 仏， 

A«3 — 2«i +4a 2 —a" Aa 4 = — ai ~2az +a 3 +2a 4 . 

于是 

A(«i + 2 o 2 ) = (ai + 2a 3 十 2a 4 ) 十 2(a 2 — a 3 — a 4 ) = ai + 2a 2 G W , 

A(a 2 + a 3 + 2a 4 ) = (a 2 — a 3 — a 4 ) + (2«i + 4a 2 ~ a 4 ) + 2( — ai — 2a 2 + a 3 + 2a 4 ) 

—«2 + ft3 + 2a 4 ^ W. 

因此 W 是 A - 子空间。 ■ 

例 2 设 A 是域 F 上线性空间 V 上的可逆线性变换， W 是 A 的有限维不变子空间。 
证明： 

(1) A | W 是 W 上的可逆线性变换； 

(2) W 也是 A — 1 的不变子空间，且 A — 1 iWsUlWr 1 。 

证明 （1) 由于 A 是 V 上的可逆变换，因此 A 是单射，从而 Alw 是单射。由于 W 
是有限维的，且 A | W 是 W 上的线性变换，因此也是满射，从而 A | W 是双射。因此 
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A | W 是 W 上的可逆线性变换。 

(2) 任取由于是 W 到 W 的双射，因此 W 中存在唯一的向量 y 使得 
( A \ W ) y = a o 于是，且由于 A 是 V 到 V 的双射，因此谷 
在 A 下的原象唯一，就是 y 。 从而由于 y 6 W ， 因此 W 是 A - 1 的不变子空间。 
由于 （ A -1 |研）沒=凫- 1 占=7=04|外0 — 1 5，"56研，因此焱 -1 \ W =( A \ W )~\ ■ 

例3设 V 是复数域上的 n 维线性空间，都是 V 上的线性变换。证明 ：如果 A 
与 B 可交换，那么 A 与 B 至少有一个公共的特征向量。 

证明取 A 的一个特征值 A 。。 由于 AB = BA ， 因此 A 的特征子空间是 B 的不变 
子空间。于是15|^\是 V A 。 上的一个线性变换。由于。是复数域上的线性空间，因此 
有特征值。取它的一个特征值; u 。， 则在％。中存在非零向量$，使得 
即坎又有 ¥= A Q f ， 因此$是4与 B 的公共的特征向量。 ■ 

例4设 V 是复数域上的/2维线性空间 , A , B 都是 V 上的线性变换，且 A 有 s 个不同 
的特征值。证明 ：如果 A 与 B 可交换，那么 A 与 B 至少有 s 个公共的特征向量，并且它们 
线性无关。 

证明是 A 的不同的特征值，从例3的证明过程看出，在 V Ai 中存在非 
零向量它是 A 与 B 的公共的特征向量，；=1，2,…， s 。 由于属于不同特征值的特征向 
量是线性无关的，因此& A ， •• •七 线性无关。 ■ 

例5设 A ， B 都是 n 级复矩阵。证明 ：如果 A 与 B 可交换，那么存在《级可逆复矩 
阵 P ， 使得和 P — aP 都是上三角矩阵。 

证明对复矩阵的级数 n 作数学归纳法。 

^ = 1时，显然命题为真。假设命题对于 n - 1 级复矩阵成立，现在来看《级复矩阵的 
情形。设 Ai 是〃级复矩阵 A 的一个特征值。由于 AB = BA ， 因此据例3得，在 A 的特征 
子空间中存在一个非零向量兄，使得 。把兄 扩充成 C ” 的一 个基： 
兄 ， X 2 ，…，又，令尺 = (又，&，… ，又） ，则 A 是 n 级可逆复矩阵，且 

P^AP^ P7 1 (AXi ， AX 2 ，… ，AXJ = CP^X.X, ， iVAX 2 ， … ,PT l AXJ. 

由于因此 pr 1 ^^ 仏。从而 


同理有 



a ' 

0 Ai 


py 1 bp 1 


>1 

0 



B , 


由于 = 因此 （ PrAPJCPr 从而 


又 1 a 


>i P 


"i P 


a 

0 Ai 

、 J 


0 B, 


0 Bi 

\ J 


0 Ai 

J 


由此得出， A 1 B 1 = 玖 A ,。 据归纳假设，存在 72-1 级可逆复矩阵 P 2 ，使得 PT l A x P z 与 
尸广氏朽都为上三角矩阵，令 
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则 p 是《级可逆复矩阵，且 


P X AP 


A , 


P~ l BP 


A 


A 




oP 2 

fiPz 

pi 1 b 1 p 2 


因此 p - 〗 A 尸和 P —iBP 都是上三角矩阵。 

根据数学归纳法原理，对一切正整数72,此命题为真。 

例6设 V 是复数域上的 n 维线性空间， A lf A 2 ，…， A, 都是V上的线性变换。 证明： 
如果 A，A 2 ，…， A s 两两可交换，那么 A:，A 2 ，••_，<至少有一个公共的特征向量。 

证明 取义 1 的一个特征值 A u ， 由于，因此 Ai 的特征子空间\^是 A 2 
的不变子空间，从而 A 2 是 V Au 上的一个线性变换。由于 v Aii 是复数域上的线性空 

间，因此 a 2 | v Aii 有特征值。取它的一个特征值 A 2I ，A 2 |V An 的属于特征值 A 21 的特征子空 
间为 

{a ^ V Aij | (A 2 I V Aji )a — A21 a} 

={a G" I A 2 a = A210;} — {a G V^ u | a G - ^x zl } 

U W 21 ， 

其中是 a 2 的属于特征值 a 21 的特征子空间。由于 A 2 I V Ai .有特征向量，因此 


V Au nV Az ] ^0 o 由于因此 V A11 与 W 21 都是為 的不变子空间， 
从而 nv A2i 也是 a 3 的不变子空间。于是 a 3 iv Au nv, 2i m v Au 0% 21 上的一个线性变 
换，它有特征值。取它的一个特征值 a 31 , a 3 iv Aii nv, 2i 的属于特征值 a 31 的特征子空间为 
(v, u nw 2i )nv A3i (推导方法与上述类似），于是 nv Xn nw 3i 垆0。依次下去，最后可 
得 nv Aai nv A3i n …关0,其中 v；^ 是皂的属于特征值“的特征子空间， 7 = 

2,…， s。 于是在这个交集中 i 在非零向量%，从而$是及 1 ，次 ，…， A, 的一个公共的特征 


2,…， s。 于是在这个交集中存在非零向量6,从而$是4 1 ，次 ，…， A, 的一个公共的特征 
向量。 

点评： 在例6的证明中，我们没有一开始就写岀 v Aii nv, 2i n-nv^ ，而是采取上述 
叙述过程，就是为了说明 nv A2i rv»nv^#o。 这样才能在这个交集中找到非零向 
量 f。 

例7设 Ai ,A 2 ，…，成都是 n 级复矩阵，证明 ：如果 A:，A 2 ，…，人两两可交换，那么 
存在 n 级可逆复矩阵 P ， 使得…，都是上三角矩阵。 

证明对复矩阵的级数 n 作数学归纳法。 

n=l 时，显然命题为真。假设命题对于 n -1 级复矩阵成立，现在来看 n 级复矩阵的 
情形。由于，…， A s 两两可交换，因此据例6得， AhA 2 ，…， A, 有一个公共的特征 
向量 X 。 设，7 = 1，2,…， 5 ，把兄扩充成 C" 的一个 基：兄 ，X 2 ，… ，叉。 令 


向量 X 1<3 扩充成 C" 的一个 基：兄 ，X 2 

，…，尤），则巧是 n 级可逆复矩阵。与例5的证明类似，有 


PV ' A.P 


a . 


，2, 


由于 a :， a 2 ，…， a , 两两可交换，因此 pr 1 A 1 p 1 ,pr 1 A 2 p 1 ，-, Pr'A.p： 两两可交换，从 
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而民，3 2 ，…，玖两两可交换。据归纳假设，存在72— 1级可逆复矩阵，使得 
P ^ B 2 P 2 Pi l B s P 2 都是上三角矩阵 。令 


/I 0、 

P = Pl (o pj ' 

则 P 是 n 级可逆矩阵，且 pHA / 为上三角矩阵 ， 7 = 1，2,…，5。 

根据数学归纳法原理，对一切正整数„，此命题成立。 ■ 

例8设 A 是域 F 上 n 维线性空间 V 上的一个线性变换，则 A 在 V 的一个基下的矩 


阵 A 为分块上三角矩阵 


[ 0 a 2 j 

的充分必要条 件是: A 有非平凡不变子空间 W ， 此时 Ai 是在 W 的一个基下的矩 
阵， A 2 是^诱导的商空间 VVW 上的线性变换 A 在 V / W 的一个基下的矩阵。 

证明必要性。设 A 在 V 的一个基 ct 1 ，… ， a r ， a r + 】 • • ’ » a n 下的矩阵 A 为 


A 


0 A 2 


其中是 r 级矩阵 （0< r <«) 。令 w = U ，&，•_• ，〜 } ，则 


(23) 


，《 2 ， •” ， a r ) = (ori ， tt2 ， ••* ， ov)Ai • 

因此 W 是 A 的非平凡的不变子空间，且 A | W 在 W 的一个基^，心，…， i 下的矩阵是 
A 1o V 7 W 的一个基是 


Otr +\ + W ，…， 十 W\ 

设 A =(~)， 从式 （23) 式 看出： 

+ + a rtT ^ x a r + + *** + » 


Aa：„ = a ln a\ + *** + a m a r + 〜“…出 + …+ a m a n ? 


于是 


A ( ar+1 +W) +W = a 七，出 （ a+ +W) 


參 #* 


( a n + W ), 


A(a n + W) = Aa n + W = (or— + W) + … + (a„ + W) 

因此 A 在 W \ y 的一个基 tw + w ， …， a + w 下的矩阵是 






以 n、 r-h 1 


a 


A 


2 


充分性。设 A 有一个非平凡的子空间设 dimW = r ，0< r < n 。 在 W 中取一个基 
ai ，…， 1 ，把它扩充成 V 的一'个基 ai ，•••，〜 > a r + 1 ，…， ar „ ，因为 Aar , 6灰，£=1，*"，7^，因此^4 
在 V 的基 a 1 ，… ， a r ,〜+”••• , a n 下的矩阵 A 具有形式 

A 3 i 

0 A 2 
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其中 A : 是 A | 裉在 W 的一个 基〜， …，〜下的矩阵。与必要性证明的最后一步一样，可 
以知道 a 2 是 A 在 V / W 的一个基 a 出 + W ， …，％ + W 下的矩阵。 ■ 

例9设 A 是域 F 上 n 维线性空间 V 上的一个线性变换， W 是 A 的一个非平凡不变 
子空间， A ， A | W 的特征多项式分别为 /( A )，/\( A ); A 在商空间 WW 诱导的线性变换 A 
的特征多项式为 / 2 ( A )。 证明： 


/( A ) = / i ( A )/ 2 ( A ). 

证明在 w 中取一个基 Ori ，…，，把它扩充成 V 的一个基 ori ，…， ， a r + i ，…，，贝！ | 
据例8得，4在 V 的这个基下的矩阵 A 为 


其中 A , 是在 W 的基 ai ，…必 


A 


「Ai 
0 


A 3 i 

a 2 


下的矩阵， a 2 是 i ： 在商空间 v / w 的一 个基〜 +1 + w ， … ， 


% + w 下的矩阵。由于 



— 

A/„- r — -A 2 


A/ r — Ai I • I Xl^r — A 2 


因此 /(A)-/ 1 (A)/ 2 (A). ■ 

例 10 设 V 是域 F 上的 n 维线性空间， V 上线性变换 A 在 V 的一个基以，《 2 ,… ， a„ 
下的矩阵 A 为 

r a 1 0 … 0 0 、 

0 a 1 … 0 0 

A = : :: : : 

0 0 0 … a 1 
0 0 0 … 0 a 

(1) 证 明：若 A 的一个不变子空间 W 有 向量心 ，则 W = 

(2) 证明：⑴属于 A 的任意一个非零不变子 空间； 

(3) 证明： V 不能分解成 A 的两个非平凡不变子空间的 直和； 

(4) 求 A 的所有不变子空间。 

(1) 证明由于 6 W ， 因此 Ar„ = a n -i+aar n 6 W 。 从而 i 6 W ， 于是 Ar„-i + 

iGw 。 从而〜 - 2 ew 。 依次下去可得，〜 — 3 gw ， … ， ai ew D 因此 w=v 。 

(2) 证明设 W 是 A 的任一非零不变子空间。取且 /?#0, 设 0=1⑴+ 
+…+ 々此 ，其中尹 0 。 由于邱 6W "， 因此 

k x aa\ + k 2 (a ： + aa 2 ) + …+ 纥 (a^i + aa,) = ap + (k z ai + ••• + ta 广 i ) G 

由此得出， … 十々儿 -iGW 。 用 A 作用，得 

k 2 aa\ + kz (ai + aaz ) + •" + k s (a 广 2 十如 ri ) 6 灰 • 

由此得出，々 3«1 +…+ k s a s -2 6W 。 依次用 A 作用，最后可得 6 s a 】 由于尹 0 ,因 

(3) 证明由第 （ 2) 小题得， A 的任意两个非零不变子空间含有公共向量 cn ， 从而立 
即得到结论。 




294 




第 9 章线性映射 


( 4 ) 解设 W 是 A 的非零不变子空间 ， dim W = t ^。 在 W 中取一个基 m ，鋒，…，馬。设 

pz = k 2 \ a \ + k tt az + *•* + k 2 s a s ? 

~ k mX a \ + k mZ az + …+ h ， 

其中 t ，…，匕不全为 0 ,不妨设 kzs ^ Oo 由于 ai ， 决，…，心 可以由 or 1 ， ar 2 ，…， cr , 线性表出， 
因此 m < s 。 由于哗 2 6 W ， 因此 

^ 2 i^cci 4 - k 22 (ai + Qaz ) + **• + k 2 sia ^\ + aa s ) = a^ z + k Z 2 a \ + *** + G W \ 

由此推出，々 22ai + …+々^,^ 6 ^。考虑它在 A 下的象，得 

kzzCiai + 々 23 (an + aaz ) + •••+ k 2s Car -2 + aas - i ) 

— aik 2 2cc\ + k 2 302 + *** + k 2 ,a^i ) + k 2 3Cti + ••• + k 2s a^2 G W". 

由此推出 ，々 23 ai + … + k Zs a s -z GW 。 A 继续作用下去，可得 k 2fS -i ai + k Zs a 2 6 灰。于是 

由于纥关 0 ,因此 a2 ew 。 在上面用 A 作用的倒数第二步可得， A 2 .,_ 2ai + 
h , s -此 +心心 6 灰，由此得出虼心 ew ， 从而 《 3 ew 。 依次返回上去，可得 
0 ^- 16 ^。再从/? 2 的表达式可得， I 6 W 。 于是 ai ， a；2 ，…， Of s -i ， a s 可由 ari ，你 ， •• •，仏线性 
表出。从而又由于因此 s = 于是 

W = 〈 on ， a 2 ，…，‘〉. 

由于 An =aai G W ^Aaz —ai ~\~ aa 2 6 W ，… 9 Aa m = a m -i ~^~ CLa m G W ， 因此 < ai ， a 2 ，…， > 的确 
是 A 的一个不变子空间。这证明 了：若 A 的非零不变子空间灰的维数为 m ， 则 W = ia ,, 
^， …，〜〉。 从而 A 的所有不变子空 间为： 

0, <ai ) , <ai ，》 2〉，…， 〈ai ^a 2 ， … ， a„-i >,V, 

一共有 w 十 1 个。 

点 评：例 10 的第 （ 4 ) 小题，对于{ 1 ， 2 ,…， w }， A 可以写成分块上三角矩阵的 
形式： 

A A 3 、 

0 A 2 

其中 

， a 1 0 … 0 、 

0 a 1 … 0 

Ai = 

a • * 
m m m * 

• • • 睾 

0 0 0 … a 

v , / 

是 w 级矩阵。据例 8 得， A 有非平凡不变子空间 W =< ai ，《 2 ，…， 〜〉。 用这种方法可以很 
快得出 A 有下列不变子 空间： 

0，〈0；1〉， 〈 C ( l ，0：2〉，…， 〈 Ofi ， a ：2 ，… tfln -1 ) jV . 

但是用这种方法尚未证明 A 只有这 n + l 个不变子空间，因此还需要上面写出的求解过 
程：设 W 是 A 的 m 维不变子空间，去证 ⑴， 幻，…，尽亨上述 n + l 个不变 
子空间。 

例 11 在尺[^]„中，求出求导数 D 的所有不变子空间。 
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解 D 在 KDcM —个基1 r 3 ，…，^ jyy / _1 下的矩阵 D 为 




1 0 
0 1 


0 … 0、 

0 … 0 


D 


0 0 0 1 … 0 

• • • « ■ 

鑄 • _ • 鲁 

• •參 _ « 

0 0 0 0 — 1 





0 


据例10的第 （4) 小题的结论得， D 的所有不变子空间为 


0，<1>，〈1， X 〉，<1 , X ,^ rX 2 >，…，< 1 ，…， ^ 、 X “ > , 

I ! l ! Kn — 1 )\ 

一共 n + l 个。 

例12设 V 是复数域上的 W 维线性空间， V 上的线性变换 A 有 n 个不同的特征值 
久 pA 2 ，…， A „ ，求 A 的所有不变子空间，并且求出 A 的不变子空间的个数。 

解由于 A 有 n 个不同的特征值，因此 A 有 n 个线性无关的特征向量，从而 A 可对 

角化，于是 、 

dimV A + dim V, H - h dim V A = /z. 

12 ft 

由于 dim >1(2 = 1，2，一，72)，因此出111\^=1，! = 1,2，."，72。 W( z = l，2，•••，《) 都是 A 

I I i 

的不变子空间，由于 A 的不变子空间的和仍为 A 的不变子空间，因此 

y ^i +V 〜 2 + … +VV 

仍是 A 的不变子空间，其中 KhChC … r = l ，2, …， n 。 由于 A 的属于不同特 

征值的特征向量线性无关，因此 V Ai + W 2 十… + V , 是直和，并且对于给定的 r ■，形如 

} 1 } L r 

' 1 ©\^ 2 ©-©\^(1<力<^0_<人<打）的1子空间有<^个。这样我们已经求出 
的 A - 子 i 间的个数 k 

1 + ci + CH - hG ： = (l + l) n = 2”. 

下面我们来论证 A 的不变子空间只有上述 2 n 个。 

任取 A 的一个非零不变子空间 W ， 设 dim W = m 。 由于 W 是复数域上的线性空间， 
因此 W 上的线性变换 A | W 有特征值。取 A | W 的一个特征值 p ， 则存在且 7 关0使 
得 (A | W ) 々 = 即=叫。因此//是 A 的一'个特征值， BP " 等于某个 A /。 由于 
dim V ~= l ， 因此由于 A 的 n 个特征值两两不等，因此的特征值也两两不 
等。由于 dim W = m ， 因此 A | W 的特征多项式是 m 次多项式，从而 A | W 有 m 个不同的 
特征值乜， A /2 ，… A 。 于是 A | 灰可对角化。因此 ㊉ ' ㊉ … ㊉ ' 。 这证明了 

12 m M l Z l m 

A 的任一非零不变子空间都是上面列出的 2 n — l 个非零不变子空间之一，所以 A 的不变 
子空间只有上述2” 个。 

例13设 A 是域 F 上的线性空间 V 上的线性变换，证明 ：如果 W 是 A 的不变子空 
间，那么 AW 和 W 在 A 下的原象集 A — 都是 A 的不变子空间。 

证明任取则存在卢使得7=邱。由于 W 是 A - 子空间，因此 
即从而 Ay 6 AW 。 因此 AW 是 A - 子空间。 
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任取则如 6 W 。 由于 W 是 A - 子空间，因此从而勗一 1 
W 。 这证明了 是 A - 子空间。 ■ 

例14对于例10中的 V 上的线性变换 A ，求 A 的全部特征子 空间； A 的任一非零不 
变子空间是否包含 A 的特征子空间？ 

解 |AJ — A 1 =(A — a )”。 从而 A 的全部特征值是 a ( Ti 重），于是 A 的特征子空间只 
有 一个: V a 。 

解齐次线性方程组 UJ — A ) X =0, 求岀一个基础解系为（1，0,…，0)'，因此 A 的属于 
特征值 a 的全部特征向量为 U ai M 6 F ， 且々关0}，于是 V fl =〈 ai >。 

据例10的第 （2) 小题得， A 的任一非零不变子空间都包含 K 。 

例15设 V 是实数域上的 n 维线性空间， 证明： V 上的任一线性变换 A 必有一个1 
维不变子空间或者2维不变子空间。 

证明情形1 A 有一个特征值 Ai 。设&是 A 的属于特征值 ； U 的一个特征向量，则 
〈芒“是义的1维不变子空间。 

情形2 A 没有特征值，则 A 的特征多项式 /( A ) 没有实根。设 A 在 V 的一个基 
g ； i ， ar 2 ，…，下的矩阵为 A 。取 /( A ) 的一对共辄虚根：，其中2：】= a 十 6 i ， a ，66 R 。 把 
A 看成复数域上的矩阵，则^都是 A 的特征值。设叉 1 =又 1 +1 12 是八的属于特征值 
的一个特征向量，其中 X u ， A ： 12 6 ir 。 从得 

AX n + iAX 12 = (a + 6 i )( X u + iX 12 ) 

=( aX u ~ bX l2 ) + i ( bX n + aX 12 ). 

由此推出 

AX U = aX n - 6 X 12 , AX 12 = bX n + aX I2 . (24) 

令 /?i = ( ai ， a 〗 ， …， a ”） Xu ， /?2 = ( ari ， gt 2 ，…， a n ) 叉12 ， 

则 V 中向量 & ，你在基 o ： i ， a 2 ， … ， a „ 下的坐标分别为 ， X I2 。 从 （24) 式得 

Aj 3 1 = aj 3 1 — b ^2 * ~ b ^\ u ^2 « (25) 

令 W = W ，/? 2 > ，从 （25) 式看出，因此 W 是 A 的一个不变子空间，假如 

A ，体线性相关，则，尤 2 线性相关。由于特征向量兄关0,因此 U 12 不全为0。不妨 
设 X u 关0,则 X 12 = cX u 。 由 （24) 式得 

AX ：1 = aX n ~ bcX n = ( a ~ bc ) X 11 . (26) 

于是有 A^=(a — bc ) Pi 。 又由 于戽尹 0,因此 A 有特征值 a — 6 c ， 矛盾。 因此历 ，译线性无 
关。从而 dim W = 2。 ■ 

例16设 L 7 是过原点 O 的一个平面上所有定位向量组成的线性空间， a 是这个平面 
绕点 O 转角为 d 的旋转，其中 6^^ br ，々6 Z 。 证明： a 没有非平凡的不变子空间。 

证明1/是实数域上的2维线性空间，由于^^化，因此 U 中任一非零向量都不是旋 
转 a 的特征向量。据本节命题4得， a 没有1维的不变子空间，因此 a 没有非平凡的不变 
子空间。 ■ 

例 17把实数域 R 看成有理数域 Q 上的线性空间，给定正整数 〃( n > l ) ，令 

A(x) == ，V i 6 R. 

求 R 上的线性变换 A 的一个非平凡有限维不变子空间 W ， 并且求 W 的一个基和维数。 
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解 由于 

A(! 1 ) = ,A(v^) — — ?A( \/ 3^~ 2 ) = = )3 『 1 ， 

A {^/¥ =r ') = 73 7^ = 7^ = 3. 

因此 W =〈 l ， 乃"，是 A 的一个非平凡有限维不变子空间。据 8. 1 

节的例13得，1，界，#，…，线性无关，因此它们是 W 的一个基，从而 dim W = n 。 

例18设 A 是域 F 上 n 维线性空间 V 上的一个线性变换， A 在 V 的一个基 
or 1，&， …， or n 下的矩阵 A 为 


a] 1 


试问： V 是否可以分解成 A 的2维或1维不变子空间的直和？ 

解 Aa \ = a n a n jAaz = ^ n -\ ccn -\ ，… ^ Aa n -i = a 2 az ^ Aa n = ^\ a \^ . 

于是 

〈ai ) ? (az ， o ^ 一 i 〉， ••• ，〈 £?, ， arci 〉，… 

都是 A 的 2 维不变子空间。 

情形1 n = 2 m 。 由上述得 

( ai ， a ； 2m 〉， ( a 2 ， a 2 ^ i 〉，_**， ( a m ， a 』 〉 

都是 A 的 2 维不变子空间。由于 ， a 2 ，…， a 2 m 是 V 的一个基，因此 

V = (ai ， a ； 2m 〉 ㊉ (a 2 ， a 2 ^i > ㊉…㊉ (a m ，twi >. 

情形 2 n =2 m + l 。 由上述得 

(ai ， 0l2m~hl 〉，〈 0^2 ， ff2m 〉， ••• ， 、以 m ， 0^m+2 〉， ^ Qm+l ^ 

都是 A 的不变子空间，因此 

V = (ai ， a2m+i 〉 ㊉ 〈的，〜〉 ㊉…㊉ (a m ， a m +2 〉 ㊉ 〈 a m +i 〉 • 

例 19 设 V 是复数域上的 《 维线性空间， A 是 V 上的一个线性变换。 证明： 任给正 
整数 r ( l < r <72)， A 有 r 维不变子空间。 

证明 据本套教材上册 5. 7节例6,任一 n 维复矩阵一定相似于一个上三角矩阵。 
因此存在 V 的一个基^，&，•••，〜，使得 A 在此基下的矩阵 A 为上三角 矩阵： 


r Ai a 12 a l3 … a x 

0 A 2 a 23 … a 2 

A = 


[ 0 0 0 ••• A „ J 

其中; U ， A 2 ，…， A „ 是 A 的全部特征值。任给 r ( l < r < n )， A 可以写成分块矩阵 形式: 


其中 


A 


0 




a 3 、 

a 2 
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，Ai a u … ai ， 

, 0 Xz … a Zr 

Ai = . 

A • « 争 

• • • 

• • 参 

0 0 … A r 

V. > 

据本节例8得， A 有一个 r 维不变子空间 W =< ai ，《 2 ，…， ar >。 ■ 

例20设 V 是域 F 上《维线性空间， A 是 V 上的一个线性变换。 证明: A 是幂等变 
换的充分必要条件是 

rank ( A ) + rank (A - I ) = n . 

证明 V 上的线性变换 A 是幂等变换<=> A ( A - J )=0. 

考虑域 F 上的一元多项式 /( x )=: c ( x — l )， 由于 （_ r ， x — l ) = l ， 因此据本节定理2得， 
Ker /( A ) = Ker A ㊉ Ker(A — J ) ，从而 

A 是幂等变换 <=> A ( A -/)=0 

< > /( A ) =0 

< > V=Ker A © Ker(A — J ) 

< ' — ~> dim V = dim(Ker A ) + dim ( Ker(A 一 J )) 

< > rank ( A ) 十 rank (A — /) = n . 

其中倒数第二个 <=> 的 “<= ”理由是 ： Ker A + Ker(A — J ) 是直和，因此 dim (Ker A ㊉ 
Ker (A — I )) = dim(Ker A ) + dim ( Ker(A — J) ) 。 于是 dim V r = dim(Ker A ㊉ Ker (A — I) ) 0 

从而 V = Ker A ㊉ Ker(A — J ) 。 ■ 

点 评：例 20 用矩阵语言叙述就 是：域 F 上的 n 级矩阵 A 是幂等矩阵当且仅当 
rank ( A ) + rank(A — J ) = n 。 当 F 是数域时，在本套教材上册 4. 5节例3给出了一种证 
法。现在的例20给出了另一种证法。这种证法最简便，这是由于利用了本节的定理2。 

例21设 V 是域 F 上的《维线性空间 ， char F 关 2， A 是 V 上的一个线性变换。证 
明： A 是对合变换的充分必要条件是 

rank (A + JO + rank(A — J ) = n . 

证明在 F [: r ] 中，令 /( x ) = ( x + l )( x —1)。 由于域 F 的特征不等于2,因此 
( x + l , x - l ) = l 0 据本节定理2得 ， Ker /( A ) = Ker ( A + J) ㊉ KerU — I ) ，于是 

V 上线性变换 A 是对合变换 
<=> A 2 =I 

<==> (A + /)( A -/)=0 
<==> /( A ) =0 

<=> V = KeirG 4 + /：) ㊉ — D 

< •> dim V = dim ( Ker(A + /)) + dim ( Ker(A — I )) 

< rank ( AH - J ) + rank(A — I ) = n . ■ 

例 22 给出 Hamilton-Cayley 定理的另一证法，即设 A 是域 F 上 77 维线性空间 V 上 

的一个线性变换， 证明： A 的特征多项式 /( A ) 是 A 的一个零化多项式。 

证明先设域 F 是一个代数封闭域（即域 F 使得 F [ x ] 中每一个次数大于0的多项 
式在 F 中有根），对线性空间的维数《作数学归纳法。 
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n = \ 时，设 \^ = 〈0：〉，则^40： = 々0：对某个 々 GF 。 于是 A(D = ZAa = — ^ ( Za ) » 

VZ 6 F ， 从而 A = 且 A 的特征多项式 f ( X)=X — k 0 因此 /( A ) ^=A — kI = 0 o 

假设命题对于〃 一 1维线性空间成立，现在来看 n 维线性空间 V 上的线性变换 A 。 由 
于 F 是代数封闭域，因此 A 有特征值。取 A 的一个特征值，设6是 A 的属于特征值幻 
的一个特征向量，令 W =%>。 把右 扩充成 V 的一个基匕， a 2 ，…， a „。 因为 W 是 A 的不 
变子空间，所以 A 在 V 的基6，&，•••，％下的矩阵 A 是分块上三角 矩阵： 


iO A 2 j 

其中 a 2 是商空间 WW 上的诱导变换 f 在基 a 2 + W ， …， a „+ W 下的矩阵。把 i 的特征多 
项式 IA 厂 — ！一 A 2 1 记作 / 2 ( A )。 据例9得， /( A ) = ( A — AD / AA )。 据归纳假设得，/ 2 ^)=0。 
任取 aG V ，设 a = & + a 2 or 2 + …+〜0：„，则 

fi (A)a — ay f 2 (A)$i + az ft (A)qt2 H~ … + <^nf 2 (A)a„. 

由于 / 2 ( i )( a ,+ w )=/ 2 ( A ) a ,+ w\a / 2 g 4 T )= o , 因此 / 2 ( A ) a ,+ w = w ，从而 f 2 ( A ) aj ew , 
j = 2, …，〜由于 W =/ 2 (乂)因此 / zUMeW 。 从而 

奶 + … +〜/ 2 ( A )«„ eW a 由于 A — A , 是 A | W 的特征多项式， 
且 W 是1维的，因此 A | W — A 1 U | W )=0。 从而 

/( A)a = ( A ~ Ai /)/ 2 ( A)a = (A | W — A〆 / | W ))(/ 2 ( A ) a ) - 0. 

由此得出 ， /X A )=0。 

根据数学归纳法原理，命题对一切正整数成立。 

下面设 F 是任一域，设域 E 包含 F ，且域£：是代数封闭域。对于域 Fin 维线性空 
间 v 上的线性变换 a ， 设 a 在 v 的一个基下的矩阵为 a ， 则 a 的特征多项式 / a ) 也就是 
矩阵 A 的特征多项式 |W — A 1 。把 A 看成域 E 上的矩阵，由前面证得的结论用矩阵语言 
叙述就得到 / G 4)=0。 把 A 仍作为域 F 上的矩阵，便得到 /( A )=0。 ■ 

例 23设 A 是域 F 上线性空间 V 上的线性变换，证 明： 

(1) A 是幂等变换当且仅当: T 2 —: T 是 A 的一个零化多 项式； 

(2) A 是幂零指数为 Z 的幂零变换当且仅当/是 A 的一个零化多项式，而当 r〈l 
时， /不是 A 的零化多 项式； 

(3) A 是对合变换当且仅当 x 2 — 1是 A 的一个零化多 项式； 

(4) A 是周期为 m 的周期变换当且仅当 — l 是 A 的一个零化多项式，而当 r〈m 
时，/ 一 1不是 A 的零化多项式。 

证明 （1) A 是幂等变换 <=> A 2 - A -0 <==> / 一 x 是 A 的一个零化多 

项式。 

(2) A 是幂零指数为/的幂零变换 

< - > I =0,而 A r ^0， r<Z 

<=> - r ' 是 A 的一个零化多项式，而当 r 〈 l 时，/不是 A 的零化多项式。 

(3) A 是对合变换<=> A 2 - I =0 P — l 是 A 的一个零化多项式。 

(4) A 是周期为 m 的周期变换 

< > = J , 而 A r # J ， 当 r<Cm 
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/ 一 1 是 A 的一个零化多项式，而当 r<m 时 ， / — 1 不是 4 的零化多项式 。 ■ 
例 24 设 A 是域 F 上线性空间 V 上的一个线性变换。设 /(i) ， g(i)6FDr ]， 且首 
项系数为 1 ， 

(/(• r ) ，总（工））= ( i ( x ) ， [/( x ) ，足 （ x )] = mix ). 

证明： Ker d(A) = Ker /(A>nKer g{A) , (27) 

Ker m(A) = Ker /(A) + Ker g(A). (28) 

证明设 U)dU) ,gU) = gl 

则 f(A)=f, (A)cUA) ,g(A)= gl (A)^(A) 0 由此得出 

Ker d(A) C Ker /(A) H Ker g(A). (29) 

反之，任取 aGKer /(A) flKer giA) ，由于 （ /(x) ,gU))=dU), 因此存在 m (: c) ， xKx) G 
FDr ]， 使得 

m(jt) fix) + v(x)g(x) = dix), (30) 

•r 用 A 代入，从 （ 30 ) 式得 

m(A)/(A) + x;(A)g*(A) = d{A). (31) 

于是 d{A > >a=u{A)f(A)a + v{A)g{A)a^ z Q. 

因此 aGKer d(A )， 从而 Ker /(A) A Ker g(A)^Ker d(A )。 

所以 Ker d{A) = Ker /(A)HKer g(A). 

由于 /(:c)g(x) = c/(x)m(x )， 因此 m{x^ = fix) g\ ix) — f i Qjo) g(x) 0 
X 用 A 代人，从上式得 

m(A) = f{A)g x (A) = fi (A)g-(A). (32) 

从而 Ker /(A)^Ker m(A) , Ker ^(A)^Ker m(A) ， 因此 

Ker /(A ) 十 Ker ^(A) ^ Ker m(A). (33) 

反之，任取 a6 Ker m(A) ，由于 c) (x)) = 1» 因此存在 w! (: r) (x) 6 F[x ] ，使得 

Mi (jt)/i (x) + ( x) = 1. (34) 

•r 用 A 代人，从 （ 34 ) 式得 

mi (A)/i (A) + (A)g-! (A) = I. (35) 

于是 a = Ui (A)/i (A)a + ^i (A)g*] (A)a. 

设 ai (A)^i (A)a,a 2 = Wi (A)/j (A)aU 

f(A)ai = f(A)vi (A)g-! (A)a = (A)m(A)a = 0, 
g(A)a 2 = g*(A)wi (A)/i (A)or = u x (A)m(A)a = 0, 

从而 a】6 Ker /(A),a 2 G Ker g(A) ，因此 

a = a\ a z G Ker /(A) 十 Ker g(A), 

于是 Ker m(A)GKer/(A)+Ker g(A )。 所以 

Ker m{A) = Ker /(A) + Ker g{A) . ■ 

例 25 设 A 是域 F 上 n 维线性空间 V 上的一个线性变换，设 /(x) ， g(a:)eF[x ]， 且 
首项系数为 l ，（ /(:c) ， gU))=dU) ， [/(*r) ， g(i)] = m(:c) D 证明： 

rank(/(A)) + rank(g-(A)) = rankW(A )) 十 rank(w(A)). (36) 

证明据例 24 得 


9, 5 线性变换的不变子空间， Hamilton-Cayley 定理 
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Ker d{A) = Ker /(A) 「| Ker g{A ), 


因此 


由此得出 


Ker m(A) = Ker /(A ) 十 Ker g(A). 
dim[Ker d{A)~\ + dim[Ker m(A)] 

=dim [Ker /(A) f] Ker g-(A)] + dim[Ker /(A) + Ker g(A)] 
=dim [Ker /(A)] + dim [Ker g(A)]. 

n — rank(ci(A) ) + w — rank(m(A)) 


=n — rank(/(A) ) + n — rank ( 片 （ A)). 

从而 rank (/(A) ) + rank(^(A) ) = rank((i(A) ) + rank(m(A) ) . ■ 

例 26 设 A 是域 F 上 72 维线性空间 V 上的一个线性变换，设 /( x)，g (: r )， 
A ( x ) GF [: r ], 且首项系数为 l ，（/(: r )，/ i (: r )) = l 。 证明： 

rank[/(A)^(A)/i(A)] = rank[/(A)^(A)] + rank[^(A)/i(A)] — rank(^(A)). 

证明 由于 （/( i ) ， h ( x )) = 1 ， 因此 （/(: r ) 片 （ x ) , h ix ) g { x ) ) = g ( x ) , \_ f { x ) g ( x ), 
/1(工)尺(：1：)] = /(: r ) g ( x )/ i ( j ：) 。据例 25 得 

rank[/(A)^(A)] + rank[g-(A)/i(A)] = rank[g(A)] + rank[(/(A)^(A)/i(A)]. 

由此即得所要证的等式。 ■ 

例27设 A ， jB 分别是 n 级、 m 级复矩阵。证 明：矩 阵方程 AX —= 0 只有零解的 

充分必要条 件是： A 与 B 没有公共的特征值。 

证明 必要性。假设 A 与 B 有公共的特征值 A 。， 则存在且 cc 关0使得 Aa = 


Aott 。 由于 

I A 0 /- B r | = | UoI-BY |-| XoI-B \= 0, 

因此 A 。 也是 K 的一个特征值，从而存在 peer 且 P 关0,使得于是 〆 
从而 

A(a p f ) — (o = A 0 cf 〆 一 A 。 〆 = 0. 

因此 a〆 是矩阵方程 AX — XB = 0 的一个解。 

由于 a 关 0， p 声0,因此 a 的某个分量 a , 关 0, p 的某个分量幻关0。从而 a〆 的 Gu ) 元 
a , 九乒0,因此<* 〆 #()，于是是 AX — XB = 0 的一个非 零解。 

充分性。设 A 与 B 没有公共的特征值，则 A 的特征多项式 /( A ) 与 B 的特征多项式 
gQ ) 没有公共的复根，从而 /( A ) 与 B ( A ) 在 C [ A ] 中互素。于是存在 w ( A )， zKA )6 C [ A ]， 使 
得 w ( A )/( A ) +*^(义）尽(久） = 1。工用 A 代入，得 

m(A)/(A) 十 x;(A)g(A) = I. 

由于 /(A)=0, 因此 g(A) 可逆。设 /2Xm 级复矩阵 C 是矩阵方程 AX —= 0 的一个 
解，贝 ！1 设 

g ( A ) = +6『 i ； r — 1 H - hhA + 6 0 ， 

则 

总 （ A)C= (A m 十 b^i A™ -1 + … 十 6! A + 6。 DC 
= C(BHB r 『 l H - hb.B + boI) 


參 
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= C • g(B) ~ C • 0 = 0. 

两边左乘 g ( A )- 1 ， 即得0=0。因此 AX —= 0 只有零解。 ■ 

习题 9.5 

1. 对于复数域上3级矩阵 A ， 令 A ( a )= Aa ， VaGC 3 , 求 C 3 上的线性变换 A 的所有 
不变子 空间： 

f 4 7 — 3、 

A = —2 —4 2 . 

— 4 — 10 4 

2. 下述矩阵 A 分别看成实数域、复数域上的矩阵，令 A ( cf ) = Act ， Vcr 6 R 2 或 
VceGC 2 ，分别求 A 的所有不变子 空间： 

/ 0 a v 

叫 1 0)， 

其中 a 是非零实数。 

3. 令 A ( a )= Aa ， VflfGK 3 ，其中 

(2 1 0 ^ 

A = 0 2 1， 

0 0 2 

求 / T 上线性变换 A 的所有不变子空间。 

4. 写出域 F 上线性空间 V 上的数乘变换 fc 的一个非零的零化多项式。 

5. 设 A 是域 F 上线性空间 V 上的线性变换，证明 ：如果 A 有一个1次的零化多项 
式，那么 A 是数乘变换。 

6. 求下述数域 K 上2级矩阵 A 的一个非零的零化多 项式： 



7. 求下述数域 K 上《级矩阵 A 的一个非零的零化多项式。 

^ 0 1 0 … 0 0、 

0 0 1 … 0 0 


0 0 0 … 0 1 

0 0 0 … 0 0 

X > 

8. 证明： 对于域 F 上的 n 级可逆矩阵 A ，存在 F 中元素匕，匕，…，怂- 1 ，使得 

A ~ 1 = kn-i A 71-1 + …+ t A 十々 0 

9. 设 V 是域 F 上的 n 维线性空间， char F 关 2,A 是 V 上的一个线性变换。 证明： 

( 1 ) rank(A — I) +rank(AH~/) — w + rank(A 2 — /)； 

(2) rank (A — /) + rank(A + /) 十 rank (A 2 十 J) = 十 rank(A 4 _ /). 

10. 设分别是域 F 上的 n 级、 m 级矩阵。证明 ：如果 A 的特征多项式 /( A ) 与 B 



线性变换和矩阵的最小多项式 
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的特征多项式 〆 A ) 互素，那么矩阵方程 — = 0 只有零解。 

11. 设 A ， B 分别是域 F 上的《级、 m 级矩阵。 证明： 如果矩阵方程 AX —= 0 只 
有零解，那么 A 与 B 没有公共的特征值。 


9.6 线性变换和矩阵的最小多项式 


9.6.1 内容精华 

设 V 是域 F 上的 w 维线性空间， A 是 V 上的一个线性变换。为了在 V 中找一个合适 
的基使得 A 在此基下的矩阵具有最简单的形式，从 9.5 节知道，第一步是找 A 的一个非 
零的零化多项式。例如， A 的特征多项式 /(A) 就是 A 的一个零化多项式。把 /(A) 分解 
成两两不等的不可约多项式方幂的乘积，则 V 就能分解成 A 的不变子空间的直和。在每 
个不变子空间取一个基，合起来成为 V 的一个基， A 在这个基下的矩阵是分块对角矩阵。 
第二步的任务自然是在每个不变子空间中取一个合适的基，使得 A 在这个不变子空间上 
的限制在此基下的矩阵具有最简单的形式。为了使进一步的讨论能比较顺利进行，凭直 
觉似乎应当取 A 的临界状态的非零的零化多项式更好，不一定取 A 的特征多项式。 A 的 
这种临界状态的零化多项式称为 A 的最小多项式。本节就来研究线性变换的最小多项 
式的性质和求法，以及探讨它在研究线性变换 A 最简单形式的矩阵表示中所起的重要 
作用。 

一、 最小多项式的定义和性质 

定义 1设 A 是域 F 上线性空间 V 的一个线性变换，在 A 的所有非零的零化多项式 
中，次数最低的首项系数为1的多项式称为 A 的 最小多项式。 

命题 1线性空间 V 上的线性变换 A 的最小多项式是唯一的。 

证明 设/^(2)和/^以)都是 A 的最小多项式，则它们的次数相等且首项系数都为1， 
从而 ha )= m 1 ( A ) - m 2 ( A ) 的次数比叫 （ A ) 的低。由于 /i(A)-m 1 (A) — m 2 (A) =0, 因此 / i ( A ) 
也是 A 的一个零化多项式。据最小多项式的定义得， /KA)=0, 即 ( A )-^ 2 ( A ) 0 ■ 

命题 2 设 A 是域 F 上线性空间 V 上的线性变换， F [ A ] 中的多项式 g ( A ) 是 A 的零 
化多项式当且仅当 g ( A ) 是 A 的最小多项式 m ( A ) 的倍式。 

证明 必要性。设 〆 A ) 是 A 的一个零化多项式 ：作带 余除法，得 

g ( A ) = A ( A ) m ( A ) + r ( A ) » deg KA ) < deg m ( A ). 

不定元 A 用 A 代入，从上式得 

^(A) = /i(A)w(A) 十 r(A). 

由于 g ( A )=0， m ( A )=0, 因此 rG4)=0 。 据最小多项式的定义得， r ( A ) = 0 ，从而 g ( A ) 是 
m ( A ) 的一个倍式。 

充分性。设，则尽(4)=/1(^4)/«(4) = 0,因此 g ( A ) 是 A 的一•个零化 
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多项式。 ■ 

命题 3设 A 是域 F 上的有限维线性空间 V 上的线性变换，则 A 的最小多项式 m ( A ) 
与特征多项式 /( A ) 在 F 中有相同的根（重数可以不同）。 

证明 由于 A 的特征多项式 /( A ) 是 A 的一个零化多项式，因此 m ( A )|/( A )， 从而存 
在 / i ( A )6 F [ A ] 使得 

/( A ) = / i ( A ) m ( A ). 

于是 m ( A ) 的每一个根都是 /( A ) 的根。 

反之，设 A 。 是 /( A ) 在 F 中的一个根，则 A 。 是 A 的一个特征值，于是存在且 

使得 Af = A 。？。 设 m ( A ) = co + C!AH -+<：/，则 

0= m ( A)f — ( c 0 J + c 1 A + ."+ c s A s )f 

= c 0 f + CiA 0 $+ *** + c'.Aof = miko ) f . 

由此得出， w ( A 。） = 0。因此 A 。 是 w ( A ) 的一 '个 根。 ■ 

类似地，可以定义域 F 上； 2 级矩阵 A 的最小多项式，它是 A 的所有非零的零化多项 
式中次数最低且首项系数为1的那个零化多项式。 

设 A 是域 F 上 n 维线性空间 V 上的一个线性变换，它在 V 的一个基下的矩阵是 A 。 
由于 &( A ) 是 A 的零化多项式当且仅当 g ( A ) 是 A 的零化多项式，因此 m ( A ) 是 A 的最小多 
项式当且仅当 m ( A ) 是 A 的最小多项式。 

推论 1 域 F 上 n 级矩阵 A 的最小多项式 ma ) 与 A 的特征多项式 /( A ) 在 F 中有相 
同的根（重数可以不 同）。 

证明 设 V 是域 F 上一个〃维线性空间，定义 V 上的一个线性变换 A ，使它在 V 的 
一个基下的矩阵为 A ， 则 A 与 A 有相同的特征多项式和相同的最小多项式。于是由命题 
3立即得到结论。 ■ 

推论 2相似的矩阵有相同的最小多项式。 

证明 设 A 和 B 是域 F 上相似的〃级矩阵，它们可以看成是域厂上〃维线性空间 V 
上的线性变换 A 在 V 的不同基下的矩阵，因此 A 和 B 的最小多项式就是 A 的最小多 
项式。 ■ 

我们可以改进推论1和命题3的结果。 

命题 4 设 A 是域 F 上的〃级矩阵，域£：包含 F ， 则 A 的最小多项式 m ( A ) 与 A 的特 

征多项式 /( A ) 在£：中有相同的根（重数可以不同）。 

证明 由于 m ( A )|/( A )， 因此 / n ( A ) 的根都是 /( A ) 的根。反之，设 A 。 是/(久）在£:中 
的一个根，把 A 看成域 E 上的矩阵，则 A 。 是 A 的一个特征值。从而存在且《关0, 
使得 Aa = Aofif 。 设 m { X ) = c 0 + GA + … + c , A s ，则 

0= m ( A)a = ( c 0 J ' + c 1 A + …+ c s A s )a 

= c Q a + CiAoa + **• + c s X s 0 a = m ( A 0 ) a . 

由此得出， m ( Ao )=0。 即 A 。 是沉(义）在 £： 中的一个根。 ■ 

推论 3设 A 是域 F 上〃维线性空间 V 上的一个线性变换，域£：包含域 F ， 则 A 的 
最小多项式 m ( A ) 与 A 的特征多项式/(彳）在£：中有相同的根（重数可以不同）。 

证明 设 A 在 V 的一个基下的矩阵是 A ，则 m ( A ) 和 /( A ) 分别是 A 的最小多项式和 
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特征多项式。从命题4立即 得到： m ( A ) 与 /( A ) 在 E 中有相同的根（重数可不同）。 ■ 

域 Fin 级矩阵 A 的特征多项式 /( A ) 是首项系数为1的 n 次多项式，其 n ~ k 次项 
的系数是 A 的所有々阶主子式的和与 （一 1/的乘积（参看本套教材上册 5. 5 
节的命题1)，因此 /( A ) 的系数是由 A 的元素经过加、减、乘法计算出，从而 /( A ) 是域 F 
上的多项式。设域 E 包含域 F ， 虽然我们可以把 A 看成是域£：上的矩阵，但是作为 E 上 
矩阵 A 的特征多项式仍然是 /( A ) (根据上述讨论）。这可说成 A 的特征多项式不随域的 
扩大而改变。我们自然 要问: A 的最小多项式是否也不随域的扩大而改变呢？下面的命 
题回答了这个问题。 

命题 5设 A 是域 F 上的矩阵，域£：包含域 F ， 则如果 m ( A ) 是域 F 上矩阵 A 的最小 
多项式，那么把 A 看成域£上的矩阵，它的最小多项式仍然是 wGO 。 

证明 由于 m ( A )=0, 且 m ( A ) 可看成是域 E 上的多项式，因此 m ( A ) 是域£：上矩阵 
A 的一个零化多项式。把 A 看成域 E 上的矩阵，设其最小多项式为 G ( A )， 则在 E [ A ] 中， 
miX ) | miX ) 0 设 w ( A ) =6。+办! A + 6 2 A 2 + … A r_1 + A r ， 6 = 0 ， 1 ， …， r — 1 。由于 

G ( A )=0, 因此 


bJ + b.A + ^ A 2 H - + A r = 0. (1) 

把矩阵 A ， A 2 , …， A ^， A 〃 的 U ， j ) 元分别记作〜 ，4 2) ，…， a ; 厂 1 >，4 "，则比较 （1) 式左右 
两边矩阵的 G +， j ) 元得 

b 0 di } + b \ a i} +6 2 a ;/) ~h … + i a 1} -h a ( tJ r) — 0. (2) 


令 


H 


d 

d 


11 


12 


d\\ 


<^\2 


a\V 


( 2 ) 

12 


■ ■ • 




a \ 2 


l ) 


l ) 


an 

a \? 


(3) 


[d m a mx a(JT D J 

则 （6。 AAA ，…， 6^,1)' 是 r + l 元齐次线性方程组 HX = 0 的一个解。由于 H 是域 

F 上的 n 2 X ( r + l ) 矩阵，且解线性方程组是对 H 的元素进行加、减、乘、除4种运算，从而 

_ 


求出的解向量必为域 F 上的 r + 1 维向量。因此 


b 0 ， bi ， b 2 ，…， h G F . (4) 

从而 G ( A )6 F [ A ]。 由于 G ( A )=0, 因此 5( A ) 是域 F 上矩阵 A 的一个零化多项式。从而 
在 F [ A ] 中， m ( A )| G ( A )。 由于在 E [ A ] 中有 5( A ) I m ( A ) ，因此在 F [ A ] 中有 m ( A )| m ( A )(« 
据整除性不随域的扩大而改变）。从而在 F [ A ] 中； ( A ) 〜 m ( A )。 由于 G ( A ) 和 m ( A ) 的首 
项系数都为1,因此 G ( A )= m ( A )。 ■ 


二、几类特殊线性变换或矩阵的最小多项式 

设 V 是域 F 上的线性空间， A 是 V 上的一个线性变换，据 9. 5节例23和本节命题 

2得 

(1) A 是幂零指数为/的幂零变换 

A / 是 A 的一个零化多项式，而当 r 〈 l 时 i 不是 A 的零化多项式 
<==> A 的最小多项式是 A z 。 
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(2) A 是幂等变换 

<==> a 2 ~ a 是 A 的一个零化多项式 

< > A 的最小多项式 ; n ( A ) 等于 A 2 — A 或 A 或 A — 1。 

(3) A 是对合变换 

夂=4 A 2 — 1是 A 的一个零化多项式 

<==> A 的最小多项式 m ( A ) 等于 A 2 — 1或 A + 1 或 A — 1。 

(4) A 是周期为 w 的周期变换 

<=> A m — 1 是 A 的一个零化多项式，而当 r < m 时，不是 A 的零化多项式 

< > A 的最小多项式 7 W ( A ) 是 — 1的因式，但不是 A r — 1的因式，当 r < m 。 

当 V 是域 F 上 n 维线性空间时，设 A 在 V 的一个基下的矩阵是 A ， 则由上述结论可 
得到幂零矩阵、幂等矩阵、对合矩阵、周期矩阵的最小多项式的相应结论。例如，幂零指数 
为/的幂零矩阵 A 的最小多项式为 

定义2域 F 上的一个 r 级矩阵如果形如 

a 1 0 … 0 0、 

0 a 1 … 0 0 

::: ::, (5) 

0 0 0 … a 1 

0 0 0 … 0 a 

那么称它为一个 r 级 Jordan 块，记作人 （ a ) ， 其中 a 是主对角线上的元素。 

特别地，1级] 0 !"(^ 11 块 JJa ) 就是1级矩阵 ( a )。 

命题6 主对角元为 a 的 r 级 Jordan 块 JJa ) 的最小多项式 m ( A ) 等于它的特征多项 
式 /( A ) ^ (A — a) r o 

证明显然，人 U ) 的特征多项式 /( A ) = (A — a )、 由于人 U )— J r (0)， 且 
[人 （0 )] r = 0, [人 （0)] f #0 当 s<r ， 

因此（人 （ a )_ d：r = 0 ; 当 sO 时，（人 U )— 垆0。从而 （A — 是的一个零化 
多项式，而当 s < r 时 ， （A — a ) s 不是人 U ) 的零化多项式，因此 m ( A ) = ( A - a ) r 0 ■ 

定理1设 A 是域 F 上线性空间 V 上的线性变换，如果 V 能分解成 A 的一些非平凡 
不变子空间的 直和： 

V = W 】 ㊉ W 2 ㊉ … ㊉ \^， （6) 

那么 A 的最小多项式 m ( A ) 为 

m { X ) = [叫 ( A ) ，爪 2 ( A ) ，…，％ ( A )] ， (7) 

其中％ ⑴是％ 上的线性变换 A | W , 的最小多项式， 7 = 1，2,… ， s ; 

[^! ( A ) ， ( A ) ， •• •，爪 s ( A )] 是 m 】（ A )， m 2 ( A ) ，…， m ., ( A ) 的最小公倍式。 

证明设 m , a ) 是上的线性变换 A | W , 的最小多项式，7 = 1，2, … 设 9( A ) 是 
A 的任意一个非零的零化多项式，则 q(A)=0 o 于是对于任意有 

0 = q(A)aj = q(A \ W ; ) a > . 

从而 gG 4| W ,)=0。 因此 g ( A ) 是的一个零化多项式。于是 m ,00 丨 g ( A)，j = l ，2，〜 o 。 
这表明 9( A ) 是肌 1 (义），/?1 2 (义），*”，/^(4)的一个公倍式。由此受到启发，猜想叫 （ A )， m 2 ( A )， …， 
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%( A ) 的最小公倍式 #( A ) 等于 A 的最小多项式。 

由上面一段证得的结论知道， A 的最小多项式?《(2)是叫 （ A )， 济 2( A )， …，沉 5 U ) 的一 
个公倍式，因此 g " a ) lm ( A )。 下面来证 m ( A ) lg ( A )。 为此只要证 〆 A ) 是 A 的一个零化多 
项式。任取由于 ㊉ … ㊉ W ，， 因此 

a = ai + a 2 + …+ a ; ， a> G * j — 1,2 , ••• ,.s. 

设 ( A )^ ( A)，j = l ，2,…，则 

5 5 . s 

^(A)a= gU)^ aj = ^g(A) aj = ^g(A I W } ) aj 

> =1 j = l 

=SMA I W^m } {A I I W,)0 - 0. 

)=1 j = 1 

因此 g ( A ) =0,从而貧 （ A ) 是 A 的一个零化多项式。于是 m ( A )| g ( A )。 综上所述， 
片 ( A ) 〜 m ( A )。 由于 g ( A ) 与 m ( A ) 的首项系数都为1，因此7^(久）=尽(又）。 ■ 

推论4设 A 是域 F 上一个;2级分块对角矩阵，即4 =出％{^，4,.",人},设4 
的最小多项式是讲,（义）， 1 ； = 1，2，"_， 5 ，则八的最小多项式 m ( A ) 为 

mix ) = [叫 （ A )， m 2 ( A ) ， … ( A )]. 

证明设 V 是域 F 上的一个 n 维线性空间， V 中取一个基〜，《 2 ，…，〜，建立 V 上的 
一个线性变换 A ，使得 A 在基 ai ，《 2 ，…，〜下的矩阵是 A 。据 9. 5节的定理1得， 
V = ㊉ … ㊉ W s ， 其中0 = 1，2,…， s ) 都是 A 的非平凡不变子空间，且八是 

A | W , 在 W , 的一个基下的矩阵，从而 A |\^ 的最小多项式就是/^(4),) = 1，2，〜^。因 
此据定理1得， A 的最小多项式 m ( A ) 为 

m { X ) = [mj ( A ) , w z ( A ) , , m , ( A )]. 

而 A 的最小多项式就是 A 的最小多项式 w ( A )。 ■ 

定义3由若干个 Jordan 块组成的分块对角矩阵称为 Jordan 形矩阵。 

由命题6和推论4立即得 到：设 A 是 Jordan 形 矩阵： 

A = diag{ J (a) ，…， J r (a) , J , (6) ，…， J t (b) } , 

I s 1 rn 

其中，贝 1 j A 的最小多项式 m ( A ) 为 

//2( A ) = [(A — a) r i ，…， （A — a)。，（A —6)4 ，…， （A —6) k ] 

=(A — a)〜（A — b、 tm • . 

I 

三、用最小多项式研究线性变换的矩阵表示 

线性变换的最小多项式在研究线性变换的最简单形式的矩阵表示时起着十分重要的 
作用。 

定理2设 A 是域 F 上 n 维线性空间 V 上的线性变换，则 A 可对角化当且仅当 A 的 
最小多项式 m ( A ) 在 F [ A ] 中能分解成不同的一次因式的乘积。 

证明必要性。设 A 可对角化，则 

V = ' ㊉ ％ ㊉ … ㊉ V \ ， 

其中1 ， A 2 ，…， A , 是 A 的所有不同的特征值。由于 

V X} — Ker(A — X } 1 ) = 1，2,…，5， 
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因此对任意,有 

j 

(A | V Aj - A , (/ | V A J ) a ; - ( A - A ,/) a ; = 0. 

从而 A\V X , — A ； ( / 1 V A ^ )=0。 于是 A — Aj 是 A | V ~ 的一个零化多项式。因此 A | V x . 的最小 
多项式是 A — A，，j = l ，2, …， s 。 据定理1得， A 的最小多项式 m ( A ) 为 

m ( A ) = [A — Ai *A — A 2 > *** »A — A s ] 

=(A — A：)(A — A 2 ) *** (A 一 Aj ). 

充分性。设 A 的最小多项式 m ( A ) 为 

mix ) = (A — ai ) (A — a 2 ) *** (A — a ,) , 

其中 A ，〜，•••，〜 是域 F 中两两不等的元素，则 A - a,，A — a 2 , …， A — 化两两互素，于是据 
9. 5 节定理 3 得 

V= Ker m(A) = Ker(A — 〜 ㊉ Ker(A — a 2 D ㊉…㊉ Ker(A — a s I) 

= ^㊉ \ ㊉…㊉ \ ， 

其中 ai ， a 2 ，…，是 A 的不同的特征值，因此 A 可对角化。 ■ 

推论 S 域 F 上 n 级矩阵 A 可对角化当且仅当 A 的最小多项式 m ( A ) 在 F [ A ] 中能分 
解成不同的一次因式的乘积。 ■ 

定理2是线性变换可对角化的第6个充分必要条件，相当有用。定理2和推论5使 
许多特殊类型的线性变换或矩阵是否可对角化的判定变得非常简捷。 

命题7设 V 是域 F 上的线性空间，则 

(1) V 上的幂等变换 A —定可对 角化； 

(2) V 上的幂零指数 Z >1 的幂零变换 A —定不可对 角化； 

(3) 当域 F 的特征不等于2时， V 上的对合变换 A —定可对 角化； 当域 F 的特征等 
于2时，不等于 J 的对合变换 A —定不可对 角化； 

(4) 当 F 是复数域时， V 上的周期变换一定可对角化。 

证明 （1) 由于幂等变换 A 的最小多项式 m ( A ) 等于 A 2 — A = A ( A _ 1) 或 A 或 A — 1 ， 因 
此 A 可对角化。 

(2) 幂零指数为/的幂零变换 A 的最小多项式为彳 ； ，因此当/>1时， A 不可对角化。 

(3) 当 char F^2 时，对合变换 A 的最小多项式 m (A) 等于 A 2 _ 1 = (A+ 1 ) (A — 1 ) 或 
A + 1 或 A — 1 ， 因此 A 可对角化。当 char F=2 时，对合变换 A 的最小多项式 m (A) 等于 
A 2 —1 = (A 十 I) 2 或 A + 1 ， 若 m(A)=A + l ， 则 盔 + / = 0 ，于是凫 =—/ = 1。因此不等于 J 的 
对合变换一定不可对角化。 

(4) 周期为 m 的周期变换 A 的最小多项式 m ( A ) 是 ； T 一 1的因式。由于在复数域上 

的一元多项式环中， — 1能分解成 m 个不同的一次因式的乘积，因此 m ( A ) 也能分解成 
不同的一次因式的乘积，从而 A 可对角化。 ■ 

命题8域 F 上级数 r 〉 l 的 Jordan 块人 U ) —定不可对 角化； 包含级数大于1的 
Jordan 块的 Jordan 形矩阵一定不可对角化。 

证明人 U ) 的最小多项式是 (A — a )、 因此当 r > l 时，人 U ) 不可对角化。 

设 A = diag {7 (a) ， … ， J r (a) ， J t (6) ，•••，/, (6)} ， 其中 n — …， 

1 5 1 m 

则 A 的最小多项式 m ( A ) = ( A _ a) 〜 （A —6)^。 若~>1或 l >1， 则 A 不可对角化。对于 


线性变换和矩阵的最小多项式 


參 


309 


争 


主对角元有两个以上不同元素的 Jordan 块组成的 Jordan 形矩阵，同理可证当它含有级 
数大于1的 Jordan 块时，一定不可对角化。 ■ 

推论6设 A 是域 F 上 n 维线性空间 V 上的线性变换，如果 A 可对角化，那么对于 A 
的任意一个非平凡不变子空间 V ，都有 A | W 可对角化。 

证明设 A 的最小多项式为 m ( A )， A | W 的最小多项式为/^(义）。对任意 yeW ， 有 

m(A | W)y = m(A)y = 0 ， 

因此 m ( A | w )= o 。 从而 t /2( a ) 是的一个零化多项式。于是 

如果 A 可对角化，那么据定理2得， m ( A ) 在 F [ A ] 中可分解成不同的一次因式的乘 
积。由于 mjA ^ ma )， 因此 mjA ) 在 F [ A ] 中可分解成不同的一次因式的乘积。于是据 
定理2得，可对角化。 ■ 

从命题7、命题8和推论6的证明看到，用最小多项式来判定线性变换是否可对角化 
是非常有力的，叙述很简洁。例如，推论6如果不用最小多项式，那么证明就很繁琐。 

利用推论6可以确定可对角化的线性变换 A 的任一不变子空间 W 的 结构： 

命题9 设 A 是域 F 上 w 维线性空间 V 上的线性变换，如果 A 可对角化，且 A !， A 2 ，…， 
是及的所有不同的特征值，那么 A 的任一非平凡不变子空间 W 为 

w = cv A . n w) ㊉ （ v A . n w) ㊉…㊉ （ v A n w ) ， 

} Z J r 

其中々 ， ，心，…，是 A 的 r 个不同的特征值，并且对于(纟=1，2^»，广），存在 A 的不 
变子空间 L 7 ; ,， 使得 W =( V A PlW )© L ^。 

f ^ i ’ i 1 

证明由于 A 可对角化，因此据推论6得， A | W 也可对角化，从而有特征值。 
任取 A | W 的一个特征值户，则存在 Vl ew 且化关0,使得 （ A | 二；^。从而 

A Vl = ( A \ W) Vl =^7/1，于是户是々的某一个特征值。这说明 A \ W 的任一特征值是 A 的 
某一个特征值。设的所有不同的特征值为; ， A , 2 ，…，，则的属于特征值 A ,, 
的特征子空间为 

{y 6 W | (A I W)y = Xjj}= {y ^ W \ Ay = Xj.y} 

= v Aj n w . 

3 i 

由于可对角化，因此 

w = (v J( n w) ㊉ （v 巧 n w) ㊉…㊉ n w). ( 8 ) 

对于0 = 1，2^"，广），由于\^ nw 是\^的一个子空间，因此它在中必有补 
空间。取一个补空间 R .， 则 w =(w nw ) ㊉ L 7,。 任取占 6 L 7,. ，则必 = A 7 JGLr 』.， 因此 

1 I •• f ~ I I ■! ^ 

^ t J I 

L 7, 是 A 的不变子空间（注 ：由此 看出， A 的特征子空间的任一子空间一定是 A 的不变子空 

间 ■ 

从 9. 5节例10看到，如果域 F 上 rz 维 （ rz > l ) 线性空间 V 上的线性变换 A 在 V 的一 

个基⑴ ，幻，…，〜 下的矩阵是《级 Jordan 块人 （ a )， 那么 A 的所有不变子空间为 

0 ， 〈 ari 〉， 〈 on ， CT2 〉， ••• ， 〈 ai ， ar2 ， “. ， a『i ) »V. 

由此看出，对于 A 的任一非平凡的不变子空间 〈⑴ ， a 2 ，…， k >， 不存在 A 的不变子空间作 
为它的补空间。又从本节命题8知道， A 不可对角化。而从 9. 5节例12看到，如果复数 
域上的 n 维 （ n > l ) 线性空间 V 上的线性变换 A 有 n 个不同的特征值 A ! ， A 2 ，…， A „ ，那么 A 
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的所有不变子空间为 

0; = 1 ， 2,… ， w; VV ㊉ w ,1 Oi < j 2 < n ； ••-； 

J J \ J 2 

V A ㊉ ㊉…㊉ VV ，1 < ji < 夂 < … < J、< … ； V* 

J 1 } 2 } k 

由此看出，对于 A 的任一非平凡不变子空间 ㊉ W ㊉…㊉ W ，存在 A 的不变子空间 

■M H J k 

㊉㊉ … ㊉ (其中以 2 … 二 - A 与…夂合在一起是1，2,…， n 的一个全排列） 

1 \ ‘2 L n^k 

作为它在 V 中的补空间。即 

V = (V A ®v A ㊉…㊉V )®(v A; ㊉ v Ai ㊉…㊉ V A/ ). 

J l } 2 J k l \ l 2 

由于 A 有 / 2 个不同的特征值，因此 A 可对角化。从这两个例子受到启发， “ 线性变换 A 可 
对角化 ” 与 “A 的任一不变子空间都有 A 的不变子空间作为它在 V 中的补空间”这两件事 
情之间有着密切的关联。我们猜想有下述 命题： 

命题 10 设 A 是域 F 上 rz 维线性空间 V 上的线性变换，则 A 可对角化当且仅当 A 
的特征多项式在包含 F 的代数封闭域中的全部 n 个根（重根按重数计算）都在 F 中，且对 
于 A 的任一不变子空间 W ， 都存在 A 的不变子空间作为 W 在 V 中的补空间。 

证明 必要性。设 A 可对角化。若 W 是 A 的平凡的不变子空间，则 V= 0 ㊉V ，于是 
命题成立。下面设 W 是 A 的任一非平凡的不变子空间。由于 A 可对角化，因此 

V-V Ai ㊉ 、 ㊉…㊉V 、， ( 9 ) 

其中 A: ， A 2 ， … ， A s 是 A 的所有不同的特征值。据命题 9 得 

w = (V,. nw) ㊉ （ v A nw) ㊉…㊉ （vv nw )， （ io) 

J 1 J 2 J r 

其中 A ;I ， A„ ， … ，红是 A 的 r 个不同的特 征值； 且存在 A 的不变子空间使得 = 
(V x nw) ㊉ ，； = 1 ， 2 ,… ， r 。 设夂 夂 … ）上 4 ••乂 -r 是 l ， 2 ，一 d 的一个全排列，则 

} i } i 

V= V,㊉ 八 ㊉…㊉ ㊉ 、 ㊉…㊉ 

J 2 J r l \ S- r 

=[(v A n 豹 ㊉㊉…㊉ [(w ㊉…㊉ v 

J I 1 " r ^1 £ s-r 

P 

㊉ R ㊉…㊉ 以 "㊉ ％ ㊉…㊉ 八 . (ID 

1 S—r 

令 

卜 R ㊉…㊉ K ㊉ 八 ㊉…㊉ ， ( 12 ) 

* 1 - r 

则 

v = W@U. ( 13 ) 

由于， … ， L 7 , ,V A/ ， … ， V A , 都是 A 的不变子空间，因此 1 / 是 A 的不变子空间。 

1 r ’] ’j 一 r 

充分性。对线性空间的维数 ^ 作数学归纳法。 

77 = 1 时于是 A 的不变子空间只有平凡的： 0 和 \^ 由于 V = 0 ㊉V ，因此命 
题成立。 

假设对于 72 - 1 维线性空间命题成立，现在来看域 F 上 72 维线性空间 V 的情形。设 
A 是 V 上的一个线性变换，其特征多项式在包含 F 的代数封闭域中的全部 n 个根（重根 
按重数计算）都在 F 中； 并且对于 A 的任一不变子空间 W ， 都存在 A 的不变子空间作为 
W 在 V 中的补空间。取 A 的一个特征值 h ，设 6 是 A 的属于 Ai 的特征向量，则〈6 > 是 A 
的一个不变子空间。由已知条件得，存在 A 的不变子空间 17 作为 < 已 > 在 V 中的补空 
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间，即 

V -〈右> ㊉ 卩. (14) 

考虑 L 7 上的线性变换 A | U ， 任取 A 11/的一个不变子空间，由于对任意 heLA ， 有 

Ay x = (A I (J)/! G U ：, 

因此 L / i 是义的不变子空间。由已知条件得， V 中存在 A 的不变子空间作为 R 在 V 
中的补空间，即 

^ = (15) 

由于 L /】 S 7, 因此据 8. 2 节例 23 得 

L7 = (7 】 ㊉ ⑴ n ⑺. (16) 

由于仏 L 7 都是 A 的不变子空间，因此 DflU 是 A 的不变子空间。由于 nAl / GLT ， 因此 
DnU 是 A |17的不变子空间。 （16) 式表明 ：对于 A | L 7 的任一不变子空间，都存在 Alt ； 
的不变子空间 nni / 作为 a 在1/中的补空间。由于 fj 是 a 的非平凡不变子空间，因此 
据 9. 5节的例9得 ， A IL 7 的特征多项式是 A 的特征多项式的一个因式。 又由于 U 是 n — l 
维线性空间，因此据归纳假设得 ，A |17可对角化。由于 V ={^ >© L /， 因此 A 可对角化。 
据数学归纳法原理，对任意正整数 n ， 充分性成立。 ■ 

命题10也给出了线性变换 A 可对角化的一个充分必要条件，其作用主要在于刻画 
了可对角化的线性变换 A 具有下述的 性质： A 的任一不变子空间 W 都有 A 不变补空间。 
对于代数封闭域上的线性空间 V 上的线性变换来说，这是可对角化线性变换的特征性 
质，通常不用这个充分必要条件来判定一个线性变换 A 是否可对角化。 

上面我们利用最小多项式研究了可对角化的线性变换，接下来要利用最小多项式研 
究不可对角化的线性变换具有怎样的最简单形式的矩阵表示。 

设 A 是域 F 上 n 维线性空间 V 上的线性变换， A 的最小多项式 m ( A ) 在 F [ A ] 中的标 

准分解式为 

mix ') = p[ x ( X ) p l i ( A )( A ) » (17) 

其中 / h ( A )， 九 （ A )， … ， A „( A ) 是两两不等的首一不可约多项式。 

我们首先讨论 m ( A ) 在 F [ A ] 中能分解成一次因式的乘积的情形，然后在 9. 9节再讨 
论 / w ( A ) 的标准分解式为 （17) 式的一般情形。 

设线性变换 A 的最小多项式在 F [ A ] 中能分解成 

m ( A ) = (A — A：(A 一 A 2 ) /z ."(A — A 5 ) /s » (18) 

其中; U ， A 2 ，…， A , 是域 F 中两两不等的元素，则有 

V - Ker(A-AiI)^ © KerG4 — A 2 J)~ ㊉…㊉ Ker(A-AJ)^. (19) 

记 W ; - Ker ( A - A , D ^ ，_; = 1，2 ，…山则 （19) 式可写成 

V = %㊉ W 2 ㊉…㊉ W s _ (20) 

恥（ 7 = 1，2,… ， S ) 都是 A 的不变子空间。在 ^, W 2 ，-, W , 中分别取一个基，把它们合 

起来就是 V 的一个基。 A 在这个基下的矩阵是分块对角矩阵 A : 

rAi 1 


a 2 


(21) 




312 




第 9 章线性映射 


其中 A , 是在的上述基下的矩阵。为了使矩阵 A 的形式最简单，就应当使每个 
子矩阵次的形式最简单， ）=1 ，2,…， s 。 于是我们来研究 W , 上的线性变换 A | W ,。 

任取％ 6 W ” 由于 W ,= Ker ( A - V )^ ，因此有 

(A | W, -A〉(J | = {A-X } iy^a } = 0. 

从而 G 4|%— A ,( I | W ,))~=0。 于是 （ A _ A ; 八是 A | W , 的一个零化多项式。因此 
的最小多项式7^(义）=以_々”，其中 0< t 3 ( L ” 据定理1得 

m ( A ) = (A _ Ai ) r > ( A _ 又 2V 2 … （ A _ k s ) ts • (22) 

又 m ( A ) 在 F [ A ] 中有分解式 （18) ，据唯一因式分解定理得 

(1 = ,1 “2 = , 2 ，••’ “s = • 

因此 A | W ^ 的最小多项式7/^(又） = (义一义 ,）~ ，j = l ，2, …， 5 。令 

B } = A \ W } - A , (/ I W ,)， j = 1,2,-, 5 . (23) 

今后我们把 A | W ,— A ,( J | W ) 简记成 AIW — AJ ，因为容易辨认出这里的 J 是％ 上的恒 
等变换。由于的最小多项式 m ,( A ) = ( A — A ,)~ ，因此 

B 1 ； - (A | W , - A ,/>^ = 0. 

当怂<&时， <= G 4| W ,— 关0。从而是 W , 上的幂零变换，其幂零指数为 Z ,。 

由于 A 1 W , 在的上述基下的矩阵为 A ,， 因此在的上述基下的矩阵为 

B } = Aj — Xjl . (24) 

于是为了使 A , 的形式最简单，就应当使尽的形式最简单。因此在 9. 7节我们将深入探 

究幂零变换的最简单形式的矩阵表示。 

9 . 6.2 典型例题 


例1求下述数域 K 上3级矩阵 A 的最小多项式，并且判断 A 是否可对角化 

r 3 1 一： h 


0 


A 


0 


0 


解先求 A 的特征多项式 /( A )： 


/( A ) = I A / — A | 


A 一 : 
0 

-1 


-2 


0 


—1 A — 




( A -2) 3 , 


( A -2 J ) 2 




1 1 




0， A — 21 古 0. 


0 0 0 
ii-i 

因此 A 的最小多项式 m ( A ) = (A — 2) 2 。从而 A 不可对角化。 

例2求下列数域 K 上的矩阵的最小多项式，并且判断它们是否可对角化。 


(1) A 








「7 

—1 

— 7 

1, 

1 

1 

0、 


—1 

7 

1 

-7 

0 

1 

0 

； (2) B 

7 

—1 

— 7 

1 

0 

0 

1 








J 


-1 

V 

7 

1 

— 7 

J 
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m 


解 （1) A 是由 Jordan 块 J 2 ( l ) 和 1(1) 组成的 Jordan 形矩阵，因此 A 的最小多项 
式 m ( A ) = [(A — l) 2 ，（A — l )] = (A — l ) 2 。 从而 A 不可对角化。 

(2) 直接计算得，皮=0。但 J 3 关0,因此 B 的最小多项式 m ( A )= A 2 ， B 不可对角化。 

例3求下列数域 K 上的4级矩阵 A 和 B 的最小多项式与 B 是否相似？ 

,3 10 0, ,3 10 0. 

0 3 0 0 0 3 0 0 

A = , B = . 

0 0 5 0 0 0 3 0 

^0 0 0 sj [o 0 0 5^ 

解 A 是由 Jordan 块组成的 Jordan 形矩阵，因此 A 的最小多项 
式 m !( A ) 为 

( A ) = [(A — 3 ) 2 »(A — 5 )，（A — 5)] = (A — 3) 2 (A — 5). 

B 是由 Jordan 块丄 （ S )，^^)，^ (5) 组成的 Jordan 形矩阵，因此 B 的最小多项式 
m 2 G ) 为 

^2 ( A ) — [(A — 3 ) 2 ，（A — 3) ? (A — 5)] = (A — 3) 2 (A — 5). 

由于 tr ( A ) = 3 _ h 3 H _ 5 + 5 = 16， tr ( B ) = 3 + 3 + 3 H ~5=14, 因此 A 与 B 不相似。 

点评： 例 3 中 4 级矩阵 A 与 B 的最小多项式相等，但是它们不相似。在判断 A 与 B 
不相似时，也可计算 | A | 关 | B | ，或 |AI — A | 关 IAJ — BI ，从而 A 与 B 不相似。 

例4设数域 K ： 上的《级矩阵 A 满足 

A 3 - 3 A 2 + A -37, 

判断 A 是否可对角化。 

解 由于 A 3 —3 A 2 — A +3 J =0, 因此 g ( A ) = A 3 —3 A 2 — A +3 是 A 的零化多项式。由于 
g *( A )= A 2 (A —3) —U —3) = (A —3)( A 2 —1) = U —3 )(A + 1 )(A — 1)，且 A 的最小多项式 
m ( A ) | g ( A )， 因此 m ( A ) 在 K [ A ] 中可分解成不同的一次因式的乘积。从而 A 可对角化。 

例5设 A 是有理数域 Q 上的《级非零矩阵，且 A 有一个零化多项式 &( A ) 是 Q 上 r 
次不可约多项式， r > l 。 判断 A 是否可对角化。如果把 A 看成复数域上的矩阵，那么 A 
是否可对角化？ 

解 由于 A 的最小多项式 7 n ( A ) k ( A )， 而 g ( A ) 在 Q 上不可约，因此 m ( A ) 与 g ( A ) 相 
伴，从而 m ( A ) 在 Q 上不可约。由于 deg m ( A )= r > l ， 因此 A 不可对角化。 

把 A 看成复 矩阵⑽ ( A ) 在 C [ A ] 中可以分解成一次因式的乘积。由于 m ( A ) 在 Q 上不 
可约，因此 m ( A ) 在 Q [ A ] 中没有重因式。由于有无重因式不随数域的扩大而改变，因此 
m ( A ) 在 C [ A ] 中也没有重因式。从而 m ( A ) 的分解式中一次因式两两不同。所以复矩阵 A 
可对角化。 

例6设 A 是实数域上 n 维线性空间 V 上的一个线性变换，它在 V 的一个基下的矩 
阵 A 是对称矩阵， A 的特征多项式 /( A ) 的所有不同的复根是 ApA 2 ，…， I 。 

(1) 求线性变换 A 的最小多项式 m ( A ); 

(2) 根据 m ( A ) 在 R [ A ] 中的标准分解式，把 V 分解成 A 的非平凡不变子空间的直和。 
解 （1) 由于 A 是实对称矩阵，因此 A 的特征多项式 /( A ) 的复根都是实数。从而 

AmA 2 ，…， A s 是 /( A ) 所有不同的实根。由于 A 的最小多项式 m ( A ) 与 A 的特征多项式 
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/( A ) 在 R 中有相同的根，因此 A :， A 2 ，…， A , 是《1以）的所有不同的实根。由于实对称矩阵 
能够正交相似于一个对角矩阵，因此 A 可对角化，从而 A 可对角化。于是 A 的最小多项 
式 m ( A ) 为 

rn ( X ) = (A 一 Ai )(A 一 入 2 )"•(又 一 A ,) . 

(2) 由第 （1) 小题中 m ( A ) 在 R [ A ] 中的标准分解式得到 

V = Ker(A — Ai J) ㊉ Ker(A — A 2 i ) ㊉…㊉ Ker(A — A , J ) ， 

= % ㊉㊉ … ㊉V 、 • 

点 评：例 6 中综合了许多知识点，有利于培养融会贯通的能力。 

例7设 A 是域 F 上^维线性空间 V 上的线性变换， A 在 V 的一个基〜，《 2 ，…，& 
下的矩阵 A 为 

'0 0 … 0 — a 0 ' 

1 0 … 0 — a t 

A = 0 1 … 0 ~ a 2 . (25) 

争畢 《 _ 

♦ 争 _ * 

♦ 参 《 ■ 

0 0 … 1 — a n -i 

、 > 

(1) 求 A 的特征多项式 /( A ) 和最小多项式 m ( A )。 

(2) 把 F 取成复数域， A 是否可对角化？ 

解 （1) 利用本套教材上册 2. 4节例4的结论得， A 的特征多项式 /( A ) 为 

f(X) — A n + a^ iX ^ 1 ~h … + aiA + ao. 

假如 A 的最小多项式 ma ) 的次数小于《，设 

~ X r - 6 广 —1 A 广 1 H - …+ 6 2 A 2 + A + 6 0 » 

其中 r < n 。 由于 A 在基…，&，•••，〜下的矩阵为/ V ，因此 

Aa 1 ~ CX2 ^ A 2 ai — ACAa i ) ~ Aaz ~ g ；3 * ••• ， 

ai — A ( A ^ 2 q ： i ) — Act == cx r » A r a i — r == arn - i . 

于是 

0= m ( A)ai — ( A r 6 广 iA 广 1 + … + 6 2 A 2 + 6 iA + 6。 J ) a?i 

= an-i bt—i a r + ••• + b z az ~^r b\az + b 0 a \ . 

由此推出 m ， 〜，…，线性相关，矛盾。因此 m ( A ) 的次数等于 n 。 从而 m ( A ) = 

/( A ) ，即 m ( A ) + a „_ 1 A n — 1 + ••• 十〜义+如。 

(2) 在 C [ A ] 中， m ( A ) 能分解成一次因式的乘积。据本节定理2得， A 可对角化当且 
仅当 m ( A ) 在复数域中没有重根，即… +〜 A + a 。 在 C 中没有重根。 

点评： 在本套教材上册 5. 6节例9中，通过求 A 的特征值和特征向量，得出了 A 可 
对角化的充分必要条件。现在例7利用最小多项式很简明地给出了 A 可对角化的充分 
必要条件。在例7中， A 在基 ai ，《 2 ，… ，〜下的矩阵 A 是 Frobinus 矩阵。这样的线性变 
换 A 对基向量的作用有下述 特点： 

Aa \ = at ^ Aa 2 = a 3 »*** fAx „-\ ~ a n » 

Aa n =— a 0 ai — aia 2 —… — 

从而 
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a.2 — Aa. 1 »03 ~ cti ，…， = A" - 1 ai ， 

即 ，…， 组成 V 的一个基。由此抽象出一个概 念：设 A 是域 F 上72维 
线性空间 V 上的一个线性变换，如果 V 中存在一个向量6使得 S ，¥， A 2 e ， …，组成 
V 的一个基，那么称 V 关于线性变换 A 是循环的，称 f 是 V 关于 A 的一个循环向量。从 
上面的讨论可以看出，如果 V 关于线性变换 A 是循环的，其中 f 是 V 关于 A 的一个循环 
向量，那么 A 在 V 的基 $， A ^， A 2 e ， …，4下的矩阵 A 是形如 （25) 式的 Frobenius 矩阵， 
其中 (Zq <t(l\ ^0-2 ，•••，〜-；! 满足： 

A rt $ = — a 0 $ — a x A $ — a 2 A 2 ^ —…一 a ^ iA ^ 1 

于是据例7得， A 的特征多项式 /( A ) 与最小多项式 m ( A ) 相等，都等于 A n + ^ … + 
〜 A + a 。； 并且当 F 取复数域时， A 可对角化当且仅当厂十^-以”- 1 . … +〜义+ %在复数 
域中没有重根。 

例8设 A 是域 F 上〃维线性空间 V 上的一个线性变换，证明 ：如果 A 的最小多项 
式 m ( A ) = (A — a ) n ，那么 V 中存在一个基使得4在此基下的矩阵是一个 n 级 Jordan 
块八 U ) 0 

证明由于 A 的最小多项式 m '( A ) = (A — a ) n ，因此 （A — 1 #0。从而存在 

f 任 Ker(A — a J )”— 】。 于是 

(A — aJ )" -1 ? 关0， (A — a/) n e = 0. 

据 9.1 节的例 8 得， 

(A — a / ) n_1 (A — a/) n_2 $9 …， (A — a /)^, f 

线性无关，从而它们是 V 的一个基。由于 

(A — a/)[(A — = (A — a /)”$ = 0， 

04 — a/)[(A — 二 ( A - aD ^ e , 

(A — aJ)[(A — aJ ) f ]] = (A — al) 2 f » 

(A — al )^ — (A — a /)$, 

因此 A — a / 在基 (A — a/) n - …， （A — aI )$， f 下的矩阵 B 为 

' 0 1 0 … 0 0 、 

0 0 1 — 00 

0 0 0 — 0 0 

R = ： : : :: 

« •攀 畢 _ • 

0 0 0 — 1 0 

0 0 0 … 0 1 

0 0 0 — 0 0 

N. J 

设 A 在基 (A — …， （A — a /) e ， e 下的矩阵为 A ， 则 B = A ~ aI 0 从而 A = a 7 + 
B - J „( a ) 0 ■ 

点 评：从 A 的最小多项式是 U — a )" ，其中 rz 是线性空间 V 的维数，就决定了 A 在 V 
的一个适当基下的矩阵是 w 级 Jordan 块 J n ( a ) ;又据本节命题 6， w 级 Jordan 块 J „( a ) 的 

最小多项式是 a — «)%两者结合起来就 是：域 厂上〃维线性空间 V 上的线性变换 A 在 V 
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的一个基下的矩阵是 n 级 Jordan 块人 U ) 当且仅当 A 的最小多项式是 ( A _ a )” 。 

例9设 B 是域 F 上有限维线性空间 V 上的幂零变换，则 B 的幂零指数不超过 V 的 
维数。 

证明设 b 的幂零指数为 八则政 =0,政- 1 关0,从而存在 ee V 使得 
据 9. 1节的例8得，匕埤，5 2 心"，灰_4线性无关，从而 /<dim V 。 ■ 

例10设 A 是域 F 上线性空间 V 上的线性变换，证 明：域 F 上线性空间 F [ A ] 的维 
数等于 A 的最小多项式 m ( A ) 的次数。 

证明设 A 的最小多项式772 ( A ) 十 6 r —i A r — 1 H — .+6 M + 6。。 由于7?2(^4) = 0,因此 

A r ^~ b r ^ A- x - b , A ~ b 0 I o 从而 F [ A ] 中任一元素可以由 J ， A ， …， Ar 1 线性表出。 

假如々 。 J + hA + …十是 r - iAr 1 = 0,令 ^ r ( A ) = k 0 +^lAH +々 r — 1 A 广 1 ，则 g ( A ) 是 A 的 

一 个零化多项式 D 于是 / w ( A ) I g ( A ) 。由于 deg g ( AXr — l<deg m ( A ) ，因此 g ( A ) =0,从 

而々。=々1 =… i = 0。于是 J ， A ，…，线性无关，因此它是 F [ A ] 的一 * 个基。从而 

dim F [ A ] = r = deg m ( A )。 ■ 

例 11 设 A 是域 F 上线性空间 V 上的线性变换，证 明： 如果 A 的最小多项式 m ( A ) 
不可约，那么 F [ A ] 是一个域。 

证明从 9.1 节已经知道， F [ A ] 是一个有单位元的交换环。只要再证 F [ A ] 的每一 
个非零元 g ( A ) 可逆，则 F [ A ] 便是一个域。由于 gG 4) 乒0,因此 g ( A ) 不是 A 的一个零化 
多项式。从而 A 的最小多项式 m ( A )> g ( A )。 由于 m ( A ) 在 F 上不可约，因此 （ m ( A )， 
尺 G )) = l 。 从而存在 M ( A )， WA ) eF [ A ]， 使得 M ( A ) m ( A ) 十 xKA ) g ( A ) = l。A 用 A 代人，得 
v ( A ) g ( A )= I 0 因此 gG 4) 可逆。从而 F [ A ] 是一个域。 ■ 

例12 证明： 如果域 F 上的 n 级矩阵 A 与 B 都是可对角化的，且 AB = BA ， 那么存 
在域 F 上一个 n 级可逆矩阵 S ， 使得 S ^ AS 与 S ^ BS 都为对角矩阵。 

证明已知 A 可对角化，设 A 的所有不同的特征值为2! ， A 2 ，… ， A , ，其中 A , 的重数为 
n ,， Z = l ，2，."， s 。 于是存在域 F 上的一个7?级可逆矩阵尸，使得 P_ 1 AP = diagU 1 J „ i ， 
A 2 /„ ，…， }。记 - 1 A 尸，令 G = P - 由于 AB = BA ， 因此 

Kf S 

DG = ( P ~ l AP )( P ^ l BP ) = P~ X ABP = P^ l BAP = ( P l BP )( P~ l AP ) = GD . 

由于 D ^ diagiAi /^ , A 2 h 2 ，…， AJ ' }，且 At ， A 2 ，…， A , 两两不等，因此据本套教材上册习题 
4. 5第13题得， G ^ diag ^ i ，压 ，…， B 丄其中 B , 是级矩阵 ， f = 1，2，…， 5 。由于 B 可对 
角化，因此也可对角化。从而 G 的最小多项式 mjA ) 在 F [ A ] 中可以分解成不 
同的一次因式的乘积。设氏的最小多项式为/^(4)，（=1，2，〜0，则 

m c ( A ) = [ m 】( A )， m 2 G ) ， …， m . ( ( A )]. 

于是 m I ( A )| m G ( A ) ，从而 m ( ( A ) 在 F [ A ] 中也可分解成不同的一次因式的乘积，因此玖可 
对角化，于是存在域 Fin , 级可逆矩阵 Q ,， 使得 QrW . Q , 为对角矩阵“=1，2,…， s 。 令 

Q = diagiQi ， Q 2 ，…， ft } ， 

则 Q — ，…，07%众}为对角矩阵。令 S = PQ ， 则 

S ^ l BS = QHPQ = Q _1 GQ , 

S - ] AS = Q ~ } P~ l APQ - Q — MiagUJ 、, A 2 /„ 2 ，…， A 上 s }Q 
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= diag { Qr 1 ( A 1 7„ 1 ) Q 1 ，Qf ( A 2 ) Q 2 ，… , Q 7 l ( AJ „」 Q S } 

= diag{Ai , kzl „ 2 »*** ^ Xj„ s }. 

于是 SIS 和 S 1 AS 都是对角矩阵。 ■ 

例 13 设禹 ， A 2 ，…， A m 都是域 F 上 n 维线性空间 V 上的线性变换，证明 ：如果 义， 
A 2 ，…，都可对角化，且它们两两可交换，那么 V 中存在一个基，使得，…，在 
此基下的矩阵都是对角矩阵。 

证明 对线性空间的维数 n 作第二数学归纳法。 

n = l 时， V =〈 a >， 成 G ‘= l ，2, …， m ) 在 V 的基 a 下的矩阵为1级矩阵，从而是对角矩 
阵。因此命题为真。 

假设对于维数小于 n 的线性空间命题为真，现在来看 n 维线性空间 V 的情形。由于 
為可对角化，因此 

v = V Al ㊉V 、 ㊉ … ㊉ 八， （ 26 ) 

其中 A !， A 2 ，…， A s 是义：的所有不同的特征值。若 s=lJljV = V Ai ，从而^是 V 上的数乘 
变换，它在 V 的任何一个基下的矩阵都是数量矩阵。从而可以不必考虑 A , ，转而去考 
虑 A 2 。 因此不妨设任给）6 {1，2，*"0}，由于成与义 1 可交换，因此'是人的不 
变子空间，从而是上的线性变换， f = l ，2, …， m 。 由于 Ai ，戾，…，两两可交 
换，因此义 1 |'，^|\^，“*\」'两两可交换。设成的最小多项式 * m y ( A )， 由 
(26) 式得， A , 的最小多项式 m ,( A ) 为 

w , ( A ) — \_ m n ( A ) ^ m i2 ( A ) » ( A )]. 

由于 A , 可对角化，因此 A 的最小多项式 m ; ( A ) 在 F [ A ] 中可分解成不同的一次因式的乘积， 
从而 m ,;( A ) 在 F [ A ] 中可分解成不同的一次因式的乘积，于是成|'可对角化， f = l ，2, …， m 。 
由于 dim % <dim V = n ， 因此对于％上的线性变换4 | % , A 2 14 ， •• •，文| 可以用归纳 
假设得，存4 的一 个基叫 ，叩，…，％，使得 A 1 ， A 2 I 、，…， A w | V ~ 在‘基下的矩阵 
A l ; ， A 2 ，，… ， A m / 都为对角矩阵，于是 ▲， A 2 ，…，成„在 V 的基 

an ， ai2 ， … »ai„ 1 ， am ，咖， … ， a 2 〜 ， … ， a s i ， ar,2 ，… 

下的矩阵 AhA 2 ，…， A m 分别为 

A 1 = diag{ An ， A 12 ，…， A】] ， A 2 ^ diag{A 2 i ， A 22 ， … ， A 2 J ，…， 

A m = diag{A ml ， A m2 ，…， }. 

由此看出， A ,， A 2 ，…， A m 都是对角矩阵。 

由第二数学归纳法原理，对一切正整数〃，命题成立。 ■ 

点评： 从例13的证明中看到，例13的条件 “4， A 2 ，…，成两两可交换”保证了為的 
特征子空间 V A; (7 = 1，2，〜， 5 )是成的不变子空间，从而 A 」\ ^是上的线性变换， 
£=1，2,…， 5 。这是对\^用归纳假设的一个前提条件。从证明 ¥ 还看_，最小多项式的 
概念和性质在论证成1<可对角化 （ f = l ，2, …， m ) 时起着关键的作用，而论证 A , |\^可 
对角化是对于上的线 k 变换 A , ， A 2 ，…，能够用归纳假设的另一个前 

提条件。从例 “ 还看到，当 m = 2 时， ^ 用矩 ¥ 语言来叙述就是例12,因此例13的证明 
方法是例12的第2种证法。 

例 14 设 A 是域 F 上 n 维线性空间 V 上的线性变换，证明 ：如果 A 有 n 个不同的特 


♦ 
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征值，那么与 A 可交换的每一个线性变换 B 能唯一地表示成 A 的一个次数小于 n 的多 
项式。 

证明由于 A 有; 2 个不同的特征值，因此由 8. 3节例8可得 ， dim CG 4)= n ，其中 
C ( A ) 表示 V 上与 A 可交换的所有线性变换组成的集合，它是 V 的一个子空间。从 A 有 
n 个不同的特征值 A 1 ， A 2 , …， Ad 可知 A 的特征多项式 /( A )==( A _ Ai ) (A — A 2 ) … （A — A „) 。 
由于 A 的最小多项式 m ( A ) 与 /( A ) 在 F 中有相同的根，因此 

wt ( A ) = (A — Ai ) (A —又2) …（又 _ A „). 

据例 10 得， dimF [ A ] = n 。 显然， F [ A ] GCG 4)， 因此 F [ A ] = C ( A ) d 于是从例10的证明 
中看出 ， J ， A ， A 2 ，… 1 是 C ( A ) 的一个基。从而若 B6C ( A )， 则 B 可以唯一地表示成 

B = b 0 I + b x A + b 2 A 2 H - h^A^ 1 , 

即 B 能唯一地表示成 A 的一个次数小于 rz 的多项式。 ■ 

点 评：例 U 证明的关键有两点 ：首先 ，证明如果 A 有72个不同的特征值，那么与 A 可 
交换的所有线性变换组成的子空间 C ( A ) 的维数等于 n ， 这可从 8. 3节例8直接 得出； 其 
次，去求 A 的最小多项式 w ( A ) ，然后利用例10。 

例15设 A 是域 F 上 n 维线性空间 V 上的线性变换， A 的最小多项式 m ( A ) = (A — 
Ai ) ( A — A 2 ) … ( A _ A S ) ，其中 Ai ， A2 ，…， A 5 两两不等 ; A 的特征多项式 /( A ) = (A — Ai ) n] (A — 
A 2 )（ A — A s ) n 、 

s 

证明 ：（ 1) dim C(A) = ， C(A) 兰 M rti (F)+M 2 (F)+ … 〜 （ F) ; 

(2) 若 则 C ( A )^ F [ A ]. 

证明 （1 ) 由已知条件得， V 中存在一个基〜， a 2 ，… ，〜 ，使得 A 在此基下的矩阵 A 
为对角 矩阵： 

A = diag{Ai l„ x *A 2 /« 2 ，… }• 

设线性变换 B 在基⑴ ， a 2 ，…，〜 下的矩阵为 B ， 则 
AB^=BA<==> AB = BA 

d 3= 出叫 { 氏，压， … ，艮 } ，其中玖是 n, 级矩阵，； =1 ， 2 ,…，义 
因此 C(A) = {B = diag{Bi ， B 2 ， … ， B] | B t G M n , (F) ， z*= 1 ， 2 ， … ， s} _ 

在 8. 3 节内容精华的第三部分讲述了线性空间的外直和。令 

a : C(A) ―^ 紙】 （ F) + 紙 2 (F) + …+ M 、（ F) 

B = diag{Bi ,S 2 »…， }i - ， B 2 ， … ， B s ) ， 

易证 a 是双射，且保持加法和纯量乘法运算，因此 a 是一个同构映射。从而 

C(A ) 兰 （ F) + M„ 2 (F) + …+ 紙 s (F ) ， 

5 5 

dim C ( A ) = ^ nf . 

I — 1 t = 1 

(2) 若 〆 : n ， 则 

5 

dim F [ A ] = deg m ( A ) = s <C n <C n z { = dim CCA ). 

t — 1 

又显然 F [ A ]^ C ( A ) ，因此 F [ A ] gC ( A ) 。 ■ 
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点 评：例 15表 明：当 A 可对角化，但是 A 的特征多项式有重根时， C ( A )3 F [ A ]。 即 
存在与 A 可交换的线性变换，它不能表示成 A 的多项式。 

例16设 A 是域 F 上 n 维线性空间 V 上的线性变换， A 在 V 的一个基^，&， …，％ 
下的矩阵 A 为 


f a 厂 

a 2 

♦ 

攀 

攀 • 

A 

V J 

求 A 可对角化的充分必要条件。 

解 在 9. 5节例18中已求出 V 能分解成 A 的2维或1维不变子空间的 直和： 

V = <Oi ，似〉 ㊉ 〈a；2，a 2 卜 1 〉㊉…㊉ 〈tn ，办+1 >, 当 w = 2 走； 

V = (ai ^ Ct 2 k+l )©( a 2 〉 ㊉ … ㊉ 〈 a * » a *+2 >©〈叫+1 > ， 当 w = 2 々十 1. 

设 A I , a„- l+ i > 的最小多项式为 m t ( A ) ，则 A 的最小多项式 m ( A ) 为 
m ( A ) = \__ m l ( A )， m 2 ( A )，•■•，/ n *( A )] ，当 n =2 k \ 
m ( A ) = [爪1 ( A )， m 2 ( A ) ，… ， m t (入) ， m ⑴ ( A )]， 当 n = 2 是十 1. 

当 t 2 = 2々 + 1 时， 〈 q ：4+ i 〉是 ( ak + i 〉上的数乘变换 a 4+1 ，其最小多项式 m k+ i (A )— 
〜 +1 。于是据本节定理 2 得， A 可对角化当且仅当 m , ( A)G = l ，2, …，《在玎久]中可分 


( 0 a,) 

解成不同的一'次因式的乘积。 A | 〈％ ， a:-i+i 〉在基 or,,+i 下的矩阵 Ai = 。 

a„—+i 0 

k ) 

当 〜 = , +1 =0时， A , = 0, 于是 m ,( A )= A ; 当〜与 , + 1 不全为 0 时， A , 不是数量矩阵， 


因此 m ,( A ) 的次数大于1。从而 m ;( A ) 等于 A , 的特征多项式 / XA )= A 2 — H1 。 于是 


我们得出， A 可对角化的充分必要条件 是：当 a 与心 -, +1 不全为0时， A 2 — 叫„_ 1+1 在托义] 


中能分解成不同的一次因式的乘积，其中~1，2,…，々。这里 6 = f 或¥，视 n 为偶数 


还是奇数而定。 ■ 

点 评：例 16由于利用了最小多项式，因此得到的 A 可对角化的充分必要条件较深 
入，而不是停留在每个2级矩阵 A , 可对角化这一步上。 

例17设 A 是域 F 上线性空间 V 上的线性变换， A 的最小多项式 m ( A ) 在 F [ A ] 中的 


标准分解式为 

m ( A ) = pi 1 ( A )/^ ( A )( A ) ， (27) 

其中九 （ A )， h ( A )， …，九 ( A ) 是域 F 上两两不等的首一不可约多项式。 

(1) 证明 ： V=Ker p [^ 04 ) ㊉ Ker 炒 （ A ) ㊉…㊉ Ker 炎 U ) ; (28) 

(2) 证明： A | W , 的最小多项式 ％(乂）=绅（；0，其中 W } = Ker p 1 / ( A ) ， j = 1，2 ，…， m 

(3) 令孕 =/>,( A |%)， 证明:尽是 W , 上的幂零变换，且其幂零指数为 D = l ，2，“-，& 
证明 （1) 由于外（义），/> 2 (又），…，/ >,( A ) 是域 F 上两两不等的不可约多项式，因此 

妁 （ A ) ，妙 （ A ) ，…， p 纟 （ A ) 两两互素，于是由 9. 5 节的定理3得到 

V — Ker 以 （ A) ㊉ Ker 地 （ A ) ㊉…㊉ Ker p 1 / ( A ). 


_ 
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(2) 记 W ,= Ker 妁 （ A )， 则 W , 是 A 的一个不变子空间，从而 A | 是 W 上的一个 
线性变换。设 A | W , 的最小多项式是 m , ( A )， 任取^ 6 W ,， 有 

p l f (A I Wj)aj = p 1 / ( A ) a > = 0. 

从而 p l y ( A | W ,)=0 o 于是#(义）是4|\^的一个零化多项式，因此 A I W , 的最小多项式 
m 7 ( A ) = 妁 （ A )， 其中0<6<~。据定理1得 

mix ) = C /?] 1 ( A ) , ( A ) ，…，於 （ A )] 

H ( A )/^( A ) …妁 （ A ). (29) 

把 （29) 式与 （27) 式比较，由唯一因式分解定理得 

^1 ~ A ? ^2 == ^2 » * *" » == l s • 

因此的最小多项式 m ) a )=/^ (又），^;^^，…，^。 

(3) 由第 （2) 小题知，的最小多项式/^(又）=妁以）。因此 />>( A |\^)=0, 而当 

卜</,时， /^ C 4| W ,) 关0。 于是呌 =0,而当岣</ 7 时，故，关0。因此是上的幂零 
变换，且其幂零指数为々。 ■ 

例18设 A 是域 F 上 n 维线性空间 V 上的线性变换， A 的最小多项式 m ( A ) 在 F [ a ] 
中的标准分解式为 

m{X) = p{ ] (X)p l i (义）…/^ ( A ) ， (30) 

其中九 （ A )， 九 （ A )， … ，九 （ A ) 是域 F 上两两不等的首一不可约多项式， 证明： 

(1) 如果 = p\ l (A) p\ z (A) … (A) ， 怂 ， £ = 1 ， 2 ， … ， s ， 那么 Ker pp (A) = 

Ker (A) ， j = 1 ， 2 ， …… • 

(2) 记 W」=Ker # U )，•； = 1 ， 2 ，…，“则对任意正整数 h 有 

Ker p) (A | W ; ) = Ker p) (A) ,7 = 1,2 , ,5. 

证明 （1) 由于 g ( X ) = p k i l ( A )/)* 2 ( A )( A )， OZ ,， z _ = l ，2 ，…， 5 ,因此 m ( A ) 丨尽 ( A ) ， 
从而 g ( A ) = 0。 于是 

V = Ker 心 G 4 ) ㊉ Ker 冲 （ A ) ㊉…㊉ Ker ( A ). (31) 

从 （ 30) 式得 

V = Ker p\ l (A) ㊉ Ker p l i (A) ㊉…㊉ Ker p 1 ^ (A). (32) 

任取 a 』 G Ker /^( A )， 则 p 1 / (A)^ — 0 0 从而 

p k j } (A)a ； — Pj 1 lj (A) p 1 ^ (A)a^ = 0 . 

于是 a; G Ker p)j (A) ，因此 Ker p) (A)^Ker p)> (A) 0 

在 Ker 妗 04) 中取一 个基叫 ，…， '，j = l ，2, …， s ， 从 (32) 式得，把它们合起来是 V 的一个 
基。把叫，…，《%扩充成 Ker 妗 （ A ) 的一个基，从 (31) 式得，把扩充后的基合起来也是 V 的 
一个基，因此不用扩充，即即，…，^就是 Ker p ) } ( A ) 的一个基，从而 dimCKer ( A )) = 
1 = dim(Ker ( A )) 。因此 

Ker p k jj ( A ) = Ker p 1 / ( A )，）= 1，2 ，… ， s . (33) 

(2) aGKer p )( A \ W } ) <=> aGW , 且 p )( A \ W^ a = 0 

<=> 且 p ;( A) a = 0 <=> aGKer 

其中最后一步的充分性 “ t =” 理由如 下：若 则从 p t J CA)a = 0 可推出灿 ( A)a = 
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ppu ) 於04)«=0,于是若 C >4, 则据第 （1) 小题的结论得 ， Ker ^( A ) = Ker 妗 （ A )， 
于是从 aGKer #( A ) 立即得出《 6 研 7 。由上述推导得 

Ker p ) (A | W } ) = Ker p ) ( A ) = 1，2,…，心 (34) 

■ 

点评： 从例 18 立即得出下列 结论： 

(1) 设 A 的特征多项式 /( A ) 在 F ( A ) 中的标准分解式为 

/( A ) = />? ( A ) p ? — ( A ). 

由于 m ( A )|/( A )， 因此 n > U = l ，2, …， s 。 于是有 

Ker p r } i ( A ) = Ker />/ ( A),j = 1 ?2, *** , 5 . (35) 

(2) 设 A 的最小多项式 m ( A ) 在 F [ A ] 中的标准分解式为 

wt ( A ) = (A — A ] V 1 (A —入 2 )’ 2 …（又一 A ;)’* ， (36) 

其中 Ai ， A 2 ，…， A , 是域 F 中两两不等的 元素; A 的特征多项式 /( A ) 在 PIA ] 中的标准分解 
式为 

/( A ) = (A — Ai) rj (A —又 2 )。… （ A —又》〜， （37) 

则 Ker ( A - A ,/)^- Ker ( A - A ,/)^ = 1，2，… 0 。即 Ker(A — 等于 A 的根子空间 
Ker ( A - A , I)^ ， 7 = 1，2,…， s 。 这表 明：从 A 的最小多项式 m ( A ) 的标准分解式 （36) 得到的 
V 的直和分解式 （19) 与从 A 的特征多项式 /( A ) 的标准分解式 （37) 得到的 V 的直和分解 
式是一致的。 

(3) 设 A 的最小多项式 m U ) 在 F [ A ] 中的标准分解式为 （36) 式，记 
W ^ KerU - XJ )^ = 1 ， 2 ，… ， s ， 则对任意正整数 h 有 

Ker(A | W } — X } IY = Ker (A — X } I ) 1 ,7 = 1,2 , *•* ,5. (38) 

(4) 从例 18 的第 （1)、（2) 小题可得 

Ker p } {A \ ^ Ker p ) (A | W ,) 2 … G Ker p ) (A | W } ) - Ker ^ +1 (A | W ,) = •••• 

显然有 A 2 ( A | W ,) W ^ 2 … { A \ W } ) W } ^ p l r l { A \ W 3 ) W } ^-. 

由于 dim W ,= dim(Ker pj (A | W , ) )+ dim (/?/ ( AlWJW ,)， 且 Ker p / ( A | W ,)= W , ，因此 

p ) ( A \ W } ^ W } =0 ，从而 # { A \ W ,) W } = /?/ + 1 ( A | W ; ) W ,= …。 

例 19 设 A 是域 F 上 n 维线性空间 V 上的线性变换。证明 ：如果 A 的特征多项式 
/( A ) 在 F [ A ] 中可以分解成 

/( A ) = (A — Ai ) r, (A 一 又 2 )广 2 …（又 一 D r *， （39) 

其中 AmA 2 ，…， A , 是 F 中两两不等的元素，那么 A 的根子空间 Ker ( A - AJ )^ 的维数等于 
特征值 A , 的代数重数 r,d = l ， 2 ，〜，^ 

证明由于 A 的最小多项式 m ( A )|/( A )， 且 m ( A ) 与 /( A ) 在 F 中有相同的根，因此 

m ( A ) = (A — Ai )、 （A — A 2 V 2 … （A — A s < r% ， f = 1，2，…， 5. (40) 

据例18的点评中第 （2) 个结论得 

Ker(A —久 jJ)0 = Ker(A — A ; /)^ tj = 1,2, •** , s . (41) 

记 W』=KerU — A , J)〜，j = l ，2, … o 。 在％中取一个基 (j = 1 ，2,… ， s ) ，合起来成为 V 
的一个基， A 在此基下的矩阵 A 是分块对角矩阵，…， A ,}， 其中 A , 是 
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的上述基下的矩阵，因此 A , 的级数等于 dim W ,， 记作乂，且 

/( A ) =1 A 7 -A | = | XI ni - A x M AJ „ 2 - A 2 | - | — A 」. （42) 

记 /,( A )=| AI ^_ A ,| ，它是 A | W , 的特征多项式。在本节内容精华的最后一部分已求出 
的最小多项式7^(久）=(久一久,）~，于是力 （ A ) = ( A — AP ~ 对某个岣 >匕。由于 /,( A ) 
的次数等于矩阵 A , 的级数，从而等于乂，因此 /,( A ) = ( A — A ,) 〜。于是 

/( A ) = (A _ Ai ) Wl ( A — Xz )" 2 ••• (A _ ) n, . (43) 

比较 （39) 和 （43) 式，据 F [ A ] 中的唯一因式分解定理得 

ri \ = ri 9 n z = r 2 ，…， n s = r ” (44) 

即 A 的根子空间 KerU — AJ ) 〜的维数等于 A , 的代数重数 qj = 1 ， 2 ，…， s 。 ■ 

点 评：例19 证明的关键是通过 A | W ; 的最小多项式 m ,( A ) = ( A _ 幻乃 来确定 
的特征多项式 /,( A ) 必形如 ( A _ A ,)~ ，然后通过/, ( A ) 的次数等于矩阵 A , 的级数，从而等 
于 W , 的维数进一步定出 /,( A ) = ( A — A ,) 〜。再利用 /( A ) 的标准分解式唯一便定出 
了 n ,=。。 这样就把\^,的维数~与 A , 的代数重数 r , 联系起来了。这就是为什么本来 
只是涉及 A 的特征多项式 /( A ) 的问题，却要引出 A 的最小多项式 m ( A ) 的原因所在。当 
然例18的结论等于根子空间 Ker(A — A , J ) V ’ 也起了重要作用。例19也证明 了：如 
果 A 的特征多项式 / U ) 在 FDl ] 中的标准分解式为 （39) 式，那么 A | 的特征多项式就是 
( A - A ,)0 ，其中％是 A 的根子空间 Ker(A — 例19还 表明： /( A ) 的标准分解式 
(39) 中，的幂指数 q 从代数的角度看，它是 A , 的代数 重数； 而从几何的角度看，它是 
根子空间 Ker ( A — 的维数。我们要善于从“数学是一个统一体”的观点来学习数学。 

* 例20设 A 是域 F 上 n 维线性空间 V 上的线性变换 ， Char F =0, A 的特征多项式 
/( A ) 在 F [ A ] 中的标准分解式为 

/( A ) =种 ( A ) …/ ( A ) ， (45) 

其中 A ( A )， p 2 ( A ) ，…，久 ( A ) 是域 F 上两两不等的首一不可约多项式。 证明： 

dimCKer p r / ( A )) = r ; deg ( p } ( A )) jj = 1，2, …，义 (46) 

证明由于在 F [ A ] 中， A 的最小多项式 m ( A ) |/( A )， 且九 （ A)U = l ，2，_"， d 都在 F 
上不可约，因此 

mix ') = p l l ( A ) p l i ( A )( A ) 乂 < r ,= 1，2 ，… ， s . (47) 

据例 18 得， Ker (A) = Ker (A) ， j = 1 ， 2 ， … ， s 。 记 = Ker p/ (A) ， j = 1 ， 2 ， … ， s 0 
在\^,中取一个基 ， j = l ，2，〜， s ， 合起来是 V 的一个基。 A 在此基下的矩阵 A 是分块对 
角矩阵 A ^ diaglApAz ，…， A ,}， 其中是在的上述基下的矩阵，于是 A , 的 
级数等于 dim 记作〜，） =1 ， 2 ，“.，^，且 

/( A ) - I AI-A | = | Xl ni - A , M Xl n2 - A 2 I - I kh s - A s |. (48) 

记 /,( A )= \ XL } — A , I ，它是的特征多项式。据例 17 得， A | 的最小多项式 
m J ( X )= p l / ( A )/ 设 E 是包含 F 的代数封闭域，则九以）在£：^1]中可以分解成一次因式的 
乘积。由于九 （ A ) 在 F 上不可约，因此 />,( A ) 在 F [ A ] 中没有重因式。由于域 F 的特征为 
0,因此九 （ A ) 在 E [ A ] 中也没有重因式。从而九 （ A ) 在 £：( A ) 中的标准分解式为 

pj ( A ) = (A — A > i ) (A — 々2) …（久 一 A> Uj ) j (49) 

其中; lp ， A , 2 ，…，是 E 中两两不等的元素。由于的最小多项式 ( A ) 与特征多 
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项式 /,(A) 在 E 中有相同的根，因此 

/,(A) = (A —A 7l )〜“A —A j 2 )a-A 〜） S ， (50) 

其中 W=l ， 2 , …， m )。 代入 (48) 式，得 

/(A) = (A — An )* u … （A _ Au )* lu i (A — 又 21 )* 21 … （A — Xz Ut> )* 2u 2 

1 £t 

••• (A — 又 ,i … （A — A 如 . (51) 

s 

从 （ 45) 和 （ 49 ) 式得 

/(A) = (A-An)^ (A —A 21 )4 … （ A—A 2U2 )〜 

… （A — An )〜 … （A — A Wj )、 (52) 

比较 （ 51) 和 （ 52) 式，据 E[A ] 中唯一因式分解定理得 


k n = ... = k lu ^ = n ,k 2 ! = *** = k Zilt = r 2 , — ,k s i = = k Ms = r s . 

从而 /^(A) = (A—A>i) r > (A—A >2 )^ … （A— V ， = p r / (A). 

由于 /;(A) 的次数等于矩阵 A, 的级数，从而等于 dim W,。 因此 

dim Wj — degifj (A)) = deg( p T ^ (A)) = r } deg( pj (A)) ， (53) 

即 dim(Ker pjJ (A)) = rj degC^CA)) ,7 = 1,2,*** ,5. ■ 

点 评：例 20 证明的关键也是通过 A IW, 的最小多项式 /^(A) = /4 (A) 去确定 A I W, 
的特征多项式 /, (A) 的形式为 （50) 式，再利用 E[A] 中的唯一因式分解定理，确定其中每个 
一次因式的幂指数，进而证出 A|W, 的特征多项式 /,(A) = />p(A)。 最后利用特征多项式 
/』（A) 的次数等于 A, 的级数，从而等于的维数，得出 dim deg(A(A))。 

例21设 A，B 是实数域上奇数维线性空间V上的线性变换，证明 ：如果 AB=BA， 那 
么 A 与 B 必有公共特征向量。 

证明由于 A 的特征多项式 /(A) 的次数等于V的维数〜而《是奇数，因此 /(A) 是 
奇数次实系数多项式，从而 /(A) 必有实根。由于 /(A) 的虚根共轭成对出现，因此 /(A) 必 
有一个实根 Al 的重数 ri 是奇数。据例19得， A 的根子空间 W ^ KeriA - XJY ^ 的维数 
等于 ；h 的代数重数 n ， 从而 Wi 是奇数维的线性空间。由于 AB = J 5 A ， 因此 B 与 
04— 广可交换。从而 KerU-AJP 是 B 的不变子空间。于是 B |是 Wi 上的线性 
变换。由于 Wi 是奇数维的，因此必有特征值。取的一个特征值把 


的属于特征值 a 的特征子空间记作。据例19的点评知道，的特征多 
项式 = Ad ' 令 AizAlW 。 由于 AiW 与可交换，因此（…、是 A ! 
的不变子空间。从而1(%：^是 ( Wi 、 上的线性变换。的非平凡不 
变子空间，在中取一个基，把它扩充成的一个基，则 A 在此基下的矩阵 A 是 


分块上三角矩阵島 


Ag A3 

0 A 4 


，其中 a 2 是 a 2 = 禹在 ( wOa 的上述基下的矩阵。 


于是 | AiV , —Ai I 




|AL _A 2 1 |AL— A 4 1 ，其中 r 二 dimCWV 。由于 UJ n — A | （ A) 


( A — A # ，因此 IA &— A 2 |=( A - A !， 上<0。即 A 2 的特征多项式为 ( A — 幻 / i 。因 此卓有 
特征值，且特征 值为; U 。 于是存在7^0^ 1 \且7^0，使得及 27? =又 1 7 ? 。又有 


因此 


Arj = A z ri = X \ 


Bq — {B \ W^rj = 


# 
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即 7 是4与 B 的公共特征向量。 ■ 

点评： 例21中 V 是奇数维线性空间保证了 A 有特征值 A !。 为什么不把 B 限制到 
上？尽管由于 AB = BA ， 因此是 B 的不变子空间，但是 B | V Ai 是否有特征值无法肯 
定，而 A 的根子空间 WizKeKA — 的维数等于 A : 的代数重数 n ，由于 n 是奇数，因 
此必有特 征值； 又由于 A |\^ 的特征多项式是 （ A — Ajn ，因此在 BIW 的一 
个特征子空间（胥“^上的限制（记作 A 2 ) 的特征多项式形如 U — Aib ， t < n ， 从而 a 2 必 
有特征值，且特征值就是；^，这导致在 ( WOh 中存在一个非零向量 7 是4与 B 的公共的 
特征向量。 

例 22设 A 是域 F 上线性空间 V 上的线性变换， A 的最小多项式 m ( A ) 在 F [ A ] 中的 
标准分解式为 

mix) = p\ l ( A )/? 7 / ( A )***^ 1 ( A ) » (54) 

其中九 （ A ) ，/ > 2 ( A ) ， … ， A ( A ) 是 F 上两两不等的首一不可约多项式。令 = Ker & G 4) ， 
J = 1，2,…， s 。 用巧 表示平行于在上的投影，= 1，2，〜，5。证明： 

(1) Pj 是 A 的一个多项式，_/ = 1，2,… 

(2) 对于 A 的任一非平凡不变子空间 L /， 都有 

(7 = ( L ； n ㊉ （ L / n 灰 2 ) ㊉ … ㊉ （[/ n w ,). ( 55 ) 

证明 （1) 任意给定 j 6 {1 ， 2^“ ， 4 。由于炻 （ A ) ， 九 （ A)， …， A (A) 两两互素，因此 
(P 1 / U) ， J[pHk)) = 1 ，从而存在屮（又），％ ( 又 ）€ F[A ]， 使得 

(A) /?/ (A) + v } (A) p 1 / (A) = 1. (56) 

A 用 A 代人，从 （56) 式得 3 

Uj {A)p l f (A) + vj (A) JXp!' (A) = I t (57) 

由 （54) 式可得 

V~ Ker (^4) ㊉ Ker /4 2 M) ㊉…㊉ Ker p 1 / (A) 

=W©W 2 ㊉…㊉ W 5 . 

任取 V ，有 a = ai 十 ar 2 + … +a, ， a,‘ 6 = 1 ， 2 ， … 山据 Py 的定义得 

P 3 a = a } . (58) 

由于 a , 6 Ker />!' G 4)， 因此义 U ) a , =( M = 1，2 ，…山从而由 （57) 式得 

Vj (A) = I aj — a ； • (59) 

^ gj (A) = Vj (A) (A ) ，则 

gj (A)a= v } (A) JJ/>/ (A)(ai + a 2 H - + a s ) 

=Vj (A) (A)a ; = a } . (60) 

从 （ 58) 和 （ 60) 式得， i>,=&(A )。 

(2) 由于1/门\^^/，《=1，2，一山因此 
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( L 7 f | Wi )+ ( L 7 n w 2 ) H - h ((7 n W s ) ^ U . 

任给由于 约 + A 十… + P 5 = K 据 9.1 节例 11)， 因此 

rj = PArj ) + jP 2 (7) H - hP ,(7>. (61) 

由于卩是 A 的不变子空间，且1^ = &04)，因此 L / 也是 P , 的不变子空间，从而 P ,( 7 )6 U ， 
z = i ，2 r”，h 又由于巧（\0=\^，因此 p ,( 7 )6 w ,， f = i ，2，一， s 。 于是 iMwer / nw ,， 
f = 1，2，…， s 。 从 （61) 式得 

c/c a ； n w^ + clj n w 2 ) 十 … + ((j n w 5 ). 

因此 L /=( L / nw 1 )+( L / nw 2 )+-+( i / nw ,). 

由于 w n = o, 因此 a ； n w,) n n w ( > = o, ; = i ， 2 ，".， s 从而 

i 參 i 

u = a ； n w) ㊉ ⑴ n w 2 ) ㊉…㊉ （a n %)• ■ 

点 评：例 22 第 （1) 小题的证明思路是找一个 a ( A )， 使得 gj ( A) a = 为此利用 
P /( A ) 与 J ]> hA ) 互素得到 （56) 式，然后 A 用 A 代人得到 （57) 式。证明第 （2) 小题的关键 

是利用 P , = & ( A )， 从而 A 的不变子空间 U 也是 P , 不变子空间。 

例23设 V 是复数域上的 n 维线性空间， A ， B 都是 V 上的线性变换。证明 ：如果 
= 那么 

V = U , ㊉ 1/ 2 ㊉ … ㊉ 比， 

其中每个认是 A 和 B 的公共的不变子空间，且 A 和 B 在每个 R 上的限制 A | G ， B | L /, 
都只有一个特征值。 

证明设 A 的最小多项式 m ( A ) 在 C [ A ] 中的标准分解式为 

miX ) = (A — Ai V 1 (A — A 2 )〜 … （A — A s ) 匕， (62) 

于是 ； U ， A 2 ，…， A , 是 A 的所有不同的特征值。从 （62) 式得 

V = Ker(A — Ai /) /] © Ker(A — A 2 i ^ 2 © … © Ker(A — A 5 /) Zj ? 

记 W ^ KerdA - Xjy ^，j = l ，2，… ， s ， 则 

V = ㊉ W 2 ㊉…㊉ W ( . (63) 

由于 A 的属于特征值 A , 的特征子空间'=^^(4—\1)，因此％^^。从而只 
有一个特征值 A ,， 其中^ = 1，2,…以。 ^ 

由于 = 因此 B 与 ( A — 乃可交换。从而 \^= Ker(A — 是 B 的不变子 
空间。设的最小多项式 m ,( A ) 在 C [ A ] 中的标准分解式为 

m } ( A ) = (A — ( A — /^ 2 )〜 2 ."( A — fx- m ) kjm } » (64) 

则々 卞 〆 ” ) 是 忍 IW , 的所有不同的特征值，且 

W } = Ker(B | W } — 〜 ㊉…㊉ Ker(B | -^/)S . 

记 W ,, = Ker(B 1 〜 J )~ d = 1 ， 2 ， … ，，则 

w } - W }1 ㊉ W j 2 ㊉…㊉ W —(65) 

显然，是的不变子空间，从而是 B 的不变子空间 d = l ，2, …，％。由于的 
属于特征值~的特征子空间为 KeKBlW ,— 仏1)，因此只有一个特征值化。 

由于 A | 与 B 可交换，因此 A | 与 （ B | W , 可交换，从而= 


_ 
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KeKBlW ,— 是的不变子空间，于是是 A 的不变子空间。由于与 
B | W # 可交换，因此 A | W „ 与有公共的特征向量 f 。 于是 

(A | = A /， (B I 

这表明 A 和 B I 都只有一个特征值。从 (63) 式和 （65) 式得 

V = W n ㊉ W 12 ㊉…㊉ 研、 ㊉…㊉ 灰 51 ㊉ W s 2 ㊉…㊉ • ■ 


习题 9. 6 


1. 求下列数域 K 上的矩阵的最小多项式，并且判断它是否可对角化。 



，0 

0 

1] 


fl 

1 

0, 

(1) A = 

0 

1 

0 

； (2) B = 

0 

1 

1 


1 

0 

0 

> 


0 

0 

1 

J 


2. 设数域 K 上的 n 级矩阵 A 满足 A 3 = A 2 +4 A — 41，判断 A 是否可对角化。 

3. 设 A 是数域 K 上3维线性空间 V 上的线性变换，它在 V 的一个基^，《 2 ，&下的 
矩阵 A 为 


求 C(A) 的维数。 




_ 2 ] 

-4 


-4 



4. 设 A 是数域 K 上5维线性空间 V 上的线性变换， A 在 V 的一个基下的矩阵 A 为 


0 ) 



A = 2 ， 

3 

4 ^ 

判断 A 是否可对角化。 

5•设 

r I'i 

2 

A = 3 . 

5 

4 ^ 

把 A 看成有理数域 Q 上的矩阵， A 是否可对角化？ 

把 A 看成实数域 R 上的矩阵， A 是否可对角化？ 

6. 证明： 对于域 F 上 n 维线性空间 V 上的任一幂零变换 A ， 都有1=0。 

7. 定义 R 3 到自身的映射—— Kx ,^，0) / , P 1 是 R 3 上的一个线性变换， 
求 A 的最小多项式。 

8. 设 V 是域 F 上的 n 维线性空间 ， Char F ^2 , A , B 都是 V 上的线性变换，且 A 是对 
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合变换，证明 ：如果 AB+BA = 0, 那么 V 中存在一个基，使得 A 在此基下的矩阵 A 
为对角矩阵，而 B 在此基下的矩阵 B 是分块对角 矩阵： 



- ， 

b 2 0 } w — r 

、 J 

其中 r = rank ( J 十 A )，0< r < n 。 如果 B 也是对合变换，那么玖与 B 2 有什么关系？ 

9. 设 A，B 分别是域 F 上 n 级、 m 级矩阵。证明 ：如果 A 的最小多项式 Wl ( A ) 与 B 的 
最小多项式 m 2 ( A ) 互素，那么矩阵方程 XA = BX 只有零解。 

10. 设分别是域 F 上 n 级、 m 级矩阵，其最小多项式分别为证 

明 ：如果 ( A ) 与 m 2 ( A ) 有公共的一次因式，那么矩阵方程 = 有非零解。 

11. 设 A = diag { A 1 ， A 2 ，… ， A ,} 是数域 fC 上的 w 级矩阵，其中 A , 是主对角元都为〜 
的 n , 级上三角矩阵“ =1，2,…， s 。 证明： A 可对角化当且仅当每个戌（;=1，2,…， 5 ) 都是 
数量矩阵。 

12. 设 A 是域 F 上 n 维线性空间 V 上的线性变换，它在 V 的一个 基⑴， 《 2 ，…，％下 
的矩阵 A 为 


r 0 



° 


0 


0 … 0 — a 0 ^ 

0 … 0 - a x 

1 … 0 - a 2 

攀 •攀 

m 莓 • 

• » « 

0 … 0 — a^z 


{ 0 0 …1 — a„_i J 

证明： CU ) = FO ]， 且 dim C ( A ) = n c 

13. 设 A 是域 F 上 n 维线性空间 V 上的线性变换，且 A 的特征多项式 /( A ) 在 F [ A ] 
中可分解成一次因式的乘积。证明 ：如果 是重特征值，那么 

rank ( A - AiD ^ 1 — n _ r x . 


9.7 幂零变换的 Jordan 标准形 


9 . 7.1 内容精华 

在 9. 6节内容精华的最后一部分我们指出 ：当域 F 上 n 维线性空间 V 上的线性变换 
A 的最小多项式 m ( A ) 在 F [ A ] 中能分解成一次因式的乘积时，寻找 V 的一个基使得 A 在 
此基下的矩阵具有最简单形式，归结为研究幂零变换的最简单形式的矩阵表示。本节就 
来研究这个问题。 

设 B 是域 F 上 r 维线性空间 W 上的幂零变换，其幂零指 数为“ 据 9. 6 节例9 
得， Z < r 。 
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由于政 = 0 ，政— 1 关 0 ,因此 W 中存在¥ 0 使得政―致 6 = 0 。此时政 — j , 政 — 2 f ， …， 
坎彳线性无关，于是它们是子空间…，埤，$>的一个基。显然这个子空间是 B 
的不变子空间， B 在这个子空间上的限制在此基下的矩阵为 

^ 0 1 0 … 0 0 ' 

0 0 1 — 00 

0 0 0 — 0 0 

• • _ • # 

■ _ * 攀 ■ 

• « • « « • 

0 0 0 — 1 0 

0 0 0 … 0 1 

0 0 0 — 0 0 

W > 

这是主对角元为 0 的/级 Jordan 块人 （ Oh 当 Z = r 时，上述子空间等于 W ， 从而 B 在上 
述基下的矩阵为一个主对角为 0 的 r 级 Jordan 块人（ 0 ) ; 当 Z < r 时，上述子空间不等于 
W ， 它是 W 的真子空间。此时在 W 中如何寻找一个基，使得 B 在此基下的矩阵具有最简 
单的形式呢？直觉上猜 想：能 不能把 W 分解成像上述那样的一些子空间的直和，从而在 
每个子空间上取一个基，合起来成为 W 的一个基，于是 B 在 W 的这个基下的矩阵是由一 
些主对角元为 0 的 Jordan 块组成的分块对角矩阵，即 Jordan 形矩阵。为此我们首先引出 
一个 概念： 

定义 1 若且存在一个正整数，使得 B 卜 1 ^^^，^、^^，则称子空间⑶〃、， 
B t - 2 巧 ，…， Brj ，是由 7 生成的强循环子空间。 

显然方强循环子空间人^^…及^^^^^…是忍的不变子空间’且孜^政—、，…， 
%，彳是一个基， B 在这个子空间上的限制在这个基下的矩阵是一个主对角元为 0 的£级 
Jordan 块 /, ( 0 ) 。 

定理 1 设 B 是域 F 上 r 维线性空间 W 上的幂零变换，其幂零指数为 Z ， 则 W 能分 
解成 dim 个 B ■强循环子空间的直和，其中 W 。 是 B 的属于特征值 0 的特征子空间。 

证明对线性空间的维数 r 作第二数学归纳法。 

若 r = l ， 则 Z = l 。 从而 B = 0 。 W 中任取 a 关 0 ,有&= 0 ,因此〈《>是 B ■强循环子空 
间，此时 W =<«>。 

假设对于维数小于 r 的线性空间命题为真，现在来看 r 维线性空间 W 。 由于 B 是 W 
上的幂零变换，因此 B 有特征值 0 。从而 B 的属于特征值 0 的特征子空间 W 。 关 0 。于是 
dim W / W 0 =dim W-dim W ,< r Q B 在商空间 W / W 。 诱导的线性变换记作对任意 
a + w Q ew / w Q ， 有 

B l (a + W 0 ) = 心 +W。 = 0+W 0 = W 0 . 

因此芨= 0 ,即 5 是 W / W 。 上的幂零变换。据归纳假设得， W / W 。 可分解成 s 个瓦强循环 
子空间的 直和： 

w / w Q = + w 0 ),-, fi(ei 十灰。）々 + w 。〉 ㊉…㊉ 

<B^~ l (ft + W 0 ), - ,5(^ +W 0 )^s+W 0 > 9 (1) 

其中扒（色 + W Q )= W Q ，j = l ， 2 r "， sy 等于 S 的属于特征值 0 的特征子空间 （ W / W 。）。 
的维数。于是 
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及 「义 +w。， …， b ^+ w 。， 右 +w。， …，奶 — 4 +灰。 ，…， Be s +w 0 , 色 +w 0 

& w / w 0 的一个基。令 

U =〈从「4，…，坎，，…， B^—A ， …， (2) 
据 8. 4 节命题 1 的证明过程得 

W = ㊉ W 0 ， (3) 

且扪 — A ，…，，&，…，趴 — 1色，…，埤 5 ,&是 t / 的一个基。 

由于 &s^ } +W 。 =把 + W。） = W 。，因此 

B l ^ } G W Q , j = l ， 2 ， ". ， s. (4) 

设 q 政 1 & + c 2 f 2 十… = 0 ，则 

+ c z B c 2 - 1 ^ z H - hc.B^ 1 ^) = 0. 

从而 0政「 1 色 + C 2 B ~ — 义+…+匕化― AGWo . 

由于 扪 -%+w。， 妒 —A+W。， …，见十 W Q 线性无关，因此 

Ci = c 2 = * # * — c s — 0 . 

从而 ，…， 趴匕是 W。 中线性无关的向量组。把它们扩充成 w Q 的一 个基： 

JJ' 1 fl ,B ，2 $2 » *** ，阶 f ,，7^，…, 7 jg , (5) 

则 

W = 〈扪右 ，政厂 1 右，…，埤”^^十… +〈 B ^， B / r 1 £，.“， Bf ,，£> + <7 i>H - h 〈％>. (6) 

由于趴&关0,50 + 1 ?,=5(趴6)=0,因此趴_%，…， Be,，$> 是拎强循环子空间。 
由于 b 7 ,= o , 因此〈 7 ,>是强循环子空间。由于 

ei ，肷厂 ， e】 ，…， b 〜 故厂 1 ^，…，^^，^，％，…，％ 

是 W 的一个基，因此 （6) 式右边的和是直和。由 （5) 式知道 ，s+g = dim W。。 所以 W 分解 
成了 dim W。 个佐强循环子空间的直和。 

根据第二数学归纳法原理，对一切正整数「，命题为真。 ■ 

定理1证明的想法是 ：若线 性变换 B 是 W 上的幂零变换，则 B 诱导的商空间 W/W。 
上的线性变换6也是幂零 变换; 且由于 B 的属于特征值0的特征子空间 W。 关0,因此商 
空间 W/W。 的维数小于 W 的维数，从而可以对线性空间的维数作第二数学归纳法。在 
定理1的证明中起关键作用的是我们在 8. 4节内容精华中所讲的命题1的 证明： 在商空 
间 WW 中取一个基，则这个基的陪集代表组成的集合 S 是V中线性无关的向 量集； 由 S 
生成的子空间记作 L/， 则 V=U ㊉ W， 且5是17的一个基。正是利用了这个结论，我们从 
运用归纳假设得到的商空间 W/W。 的一个基出发，构造了 U， 使得 W = L7 ㊉ W。， 且得到了 
u 的一个基，然后设法找 W。 的一个基，它们合起来就是 W 的一个基，从而把 W 分解成 
了 B- 强循环子空间的直和。 

有了定理1就很容易求出幂零变换的最简单形式的矩阵表示，即下述的定理2。 

定理 2设 B 是域 F 上 r 维线性空间 W 上的幂零变换，其幂零指数为/，则 W 中存 
在一个基，使得 B 在此基下的矩阵 B 为一个 Jordan 形矩阵，其中每个 Jordan 块的主对角 
元都是0,且级数不超过 Z；Jordan 块的总数等于 dimCKer JB) = r—rank(B) it 级 Jordan 块 

的个数 NG) 为 


_ 
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N(t) = rankCB^ 1 ) + rankCB^ 1 ) — 2rank(B^). (7) 


把 B 称为 B 的 Jordan 标准形。除了 Jordan 块的排列次序外， B 的 Jordan 标准形是唯 

一的。 


证明据定理1得， W 能分解成 dim W 。 个从强循环子空间的直和，而 B 在每个 B - 
强循环子空间上的限制在这个子空间的上述基下的矩阵是一个主对角元为0的 Jordan 
块。各个从强循环子空间的基合起来成为 V 的一个基， B 在此基下的矩阵 B 就是 Jordan 
形矩阵，其主对角元都为0,且每个 Jordan 块的级数不超过幂零指数 ^ Jordan 块的总数 
等于 dim W 。 = dim ( Ker B ) = r ~ rank ( B ) 0 下面来计算 f 级 Jordan 块的个数 iV ( f )， 其 
中成 Z 0 

当时 

m 列 

,- K -, 

( 0 *** 0 1 0 … 0 1 


JA 0) 


m 


0 


0 

0 


• • • 


0 


当时，九 （0) w =0, 因此 


0 0 


0 0 
0 0 


0 0 


rank (0) 


n — m 


m 


0, 


0 

0 


0 


0 




0 


0 


\^n 


行 


当 m < ” 
当 m > w 


即当 J „(0) 的幂指数 m 小于级数 n 时，人（0广的秩等于级数《减去幂指数 m 所得 的差； 
而当幂指数 m 大于或等于级数 W 时 ，九 （0： T =0。 于是对于给定的正整数为了计 
算 B 中 i 级 Jordan 块的个数 N ( r )， 考虑^^、则^中级数小于 i 的 Jordan 块的 1 次 


幂都是零矩阵。从而 

ranker 1 )= N (0[> — G _ 1)] 十 iVG 十 1 )[(t + 1) — (z — 1)] H - h N (/)[/- - D ] 


=iV ⑴ +2JVG + 1) H - h (l-t + l)NCl). (8) 

为了把 iV(«) 求出来，再考虑 K ， 有 

rank ( 仪） =NG 十 1) + 2iV(; + 2) H - h (l-t)N(D. (9) 

(8) 式减去 （ 9) 式，得 

ran k(B 卜 1 ) — rank(J5 f ) = N(0 + N(t~hl) + N(t+2) H - h N(Z). (10) 

在 （ 10) 中把 〖换成 £ + 1 ，当时，有 

rank ( 汉） 一 rank ( 设 41 ) = N(，+ 1) + N(/+ 2) H - hN(/). (11) 

于是当 t^J—1 时，把 （ 10) 式减去 （ 11) 式，得 

rankCB^ 1 )+rank(E f+1 )-2rank(^) = N(t). (12) 


显然，当时， （12) 式也成立。 

由于对任意正整数 m 有 ran k ( B m ) = ran k ( B m ) ，因此从 （12) 式立即得到 （7) 式。 
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由于 B 中 Jordan 块的主对角元都为 0， J O rdan 块的总数以及各级 Jordan 块的个数都 
由 B 及其方幂的秩决定，因此除去 Jordan 块的排列次序外， B 的 Jordan 标准形是唯 
一的。 ■ 

从定理2立即得到下述 结论： 

推论1设 B 是域 F 上的 r 级幂零矩阵，其幂零指数为“则 B 相似于一个 Jordan 形 
矩阵，其中每个 Jordan 块的主对角元为0,且级数不超过 Z Jordan 块的总数为 

r — rank ( B ) , (13) 

t 级 Jordan 块的个数 N ( t ) 为 

Nit ) = rankCB ^ 1 ) + rankCB ^ 1 ) - 2 rank (^). (14) 

这个 Jordan 形矩阵称为 B 的 Jordan 标准形；除去 Jordan 块的排列次序外， B 的 Jordan 
标准形是唯一的。 ■ 

9 . 7.2 典 型例题 

例1设数域 K 上的4级矩阵 B 为 

^— 1 0 — 1 — 1、 

0 0 0 0 

B = . 

0—1 0 0 

1111 

V J 

(1) 说明 B 是幂零矩阵，求 B 的幂零 指数； 

(2) 求 B 的 Jordan 标准形。 

解 （1) 直接计算得， B 2 =0。 因此 B 的幂零指数是2。 

(2) 由于 rank ( B ) = 2，因此 B 的 Jordan 标准形中 Jordan 块的总数为 4 — 2 = 2。又由 

于 B 的幂零指数为2,因此每个 Jordan 块的级数不超过2。从而 B 的 Jordan 标准形为 

diag { J 2 (0) , J 2 (0) }• 

例2 证明： 如果域 F 上的 W 级矩阵 B 是幂零矩阵，那么对一切正整数 h 有 tr ( B k )=0 o 
证法一由于 B 是幂零矩阵，因此皮也是幂零矩阵。设矽的幂零指数为“则昃 
的最小多项式是由于昃的最小多项式与的特征多项式 /( A ) 在包含 F 的代数封 
闭域中有相同的根，因此 B A 的特征多项式 /( A )= A n 。 由于 /( A ) 的1次项系数等于 
— tr ( B *) ，因此 tr ( B *) = 0。 ■ 

证法二由于矽也是幂零矩阵，因此据推论1得，序相似于一个 Jordan 形矩阵，其 
主对角元都为0,从而迹为0。由于相似的矩阵有相同的迹，因此 tr ( B A )=0。 ■ 

例3证 明：域 F 上的《级矩阵 B 是幂零矩阵当且仅当 B 有特征值 0( n 重父 
证明必要性。设 B 是域 F 上的 n 级幂零矩阵，其幂零指数为 Z ， 则 B 的最小多项式 
为 V 。由于 B 的最小多项式与 B 的特征多项式 /( A ) 在包含 F 的代数封闭域中有相同的 
根，因此 /( A )= A n 。 从而 /( A ) 的 n 个根都是0。于是 B 的特征值是 0( n 重）。 

充分性。设域 F 上72级矩阵 B 有特征值 0 U 重），则 B 的特征多项式 /( A ) 的〃个根 
都是0,于是 /( A )= A n 。 从而 B n =/( B ) = 0。 因此 B 是幂零矩阵。 ■ 
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例4证明 ：如果 n 级复矩阵 A 满足 tr ( A A )=04 = l ，2, …， n ， 那么 A 是幂零矩阵。 
证明设 n 级复矩阵 A 的特征多项式 /( A ) 的《个复根为；^ ， A 2 ，…， A „ ，它们是 A 的 
全部特征值。 

由于〃级复矩阵 A —定相似于一个上三角矩阵 B (据本套教材上册 5. 7节例6)，且 
相似的矩阵有相同的特征值（包括重数相同），因此 B 的全部特征值是；^ ， A 2 ，…， A „。 由于 
上三角矩阵5的72个主对角元是 B 的全部特征值，因此 B 的 n 个主对角元为 
A ” A 2 ，_»， A n 。 由于 W 〜因此 tr(A A ) = tr( 及）。 由于贤的 tz 个主对角元为 M 义， …， 
A: ，因此 tr ( B k ) = X k x + A 】 +… +A: 。由已知条件 tr(AM = 0，是=1，2，…， n ， 得 

+A* + "* +A* = 0, k = 1,2 , ••• ,n. 

据 7. 10节的例10得 /( A )= A ”。 从而 A 有特征值 0( n 重）。据例3得， A 是幂零矩阵。 

例5证明 ：如果 72级复矩阵 A 可对角化，且满足 t r ( A 4 )=0， A = l ，2 ，"*， w jp 
么 A = 0 o 

证明由于 tr ( AO =0，々= l ，2, …，…因此据例4得， A 是幂零矩阵。又由于 A 可对 
角化，因此 A 的最小多项式 m ( A )= A 。 于是= ■ 

例6设 A ， B 都是域 F 上的 n 级矩阵。证明 ：如果 AB + BA = A ，且 B 是幂零矩阵， 
那么 A = 0。 

证明由于 + = A ，因此 BA = A(J — 从而 A 是矩阵方程= X ( J — B ) 

的 一 ■个解。 

由于 B 是幂零矩阵，因此 B 的最小多项式 m 1 ( A )= A / ，其中/是 B 的幂零指数。 

令 — B ， 则 H 。 从而 （ J — 孜 =0。于是 （1— AY 是付的一个零化 
多项式。因此 H 的最小多项式 w 2 ( A ) = (A — ，对某个 k ^ l 0 

由于在 F [ A ] 中， （ A，A — 1) = 1，从而 ( A 、（ A — 1)” = 1。因此据习题 9. 6的第9题得， 
矩阵方程只有零解。从而 A = 0。 ■ 

点评： 从例2、例3、例5、例6的证明中再次看 到：最 小多项式是很有力的工具。 

例7设 A 是域 F 上 n 维线性空间 V 上的线性变换，证明 ：如果 A 的最小多项式 
m ( A ) 在 F [ A ] 中能分解成一次因式的乘积，那么 4 = B 十 D , 其中 B 是幂零变换， D 是可对 
角化的线性 变换； 且 

证明设 A 的最小多项式 m ( A ) 在 F [ A ] 中的标准分解式为 

miX) = (A 一 Ai (A 一 乂 2)’ 2 … （A — 义 5 )~ ， (15) 

贝 !] V = Ker ( A—AJP ㊉ Ker ( A—AdA ㊉…㊉ Ker ( A — A 』）、 

记 W ; = Ker ( A - A ; /)^，j = l ，2, …， s 。 令 

Bj = A \ Wj — A >/ ? j = 1 ， 2 ，…，义 (16) 

则化是 W , 上的幂零变换，其幂零指数为 Z , (据 9. 6节内容精华的最后一部分）。 

在 W , 中取一个基 ， j = l ，2, …， s ， 把它们合起来成为 V 的一个基。 A 在此基下的矩 

是 AI % 在％的上述基下的矩阵。 设見 在的 
这个基下的矩阵为，则从 （16) 式得，尽=次 一 AJ 。 从而 A , =^+ A ; J，j = l ，2，”*， s 。 
于是 
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(B, +AJ 

0 、 


(B, 

0 ] 


[ A】I 

0 1 

A = 

B 2 A2 7 

_ 

_ 

* 

— 

b 2 

• 

M 

+ 

A2 1 

_ 

• 


0 

% 

B s 十 Aj 

J 


0 

V 

B s 

) 


0 

u 

/ 


记 B = diag{Bx , B 2 ，…， } » D = diag { Ai 7 \入 2 /， …， } ，则 A = J 5 + D 。 取/ = max { Zj ， Z 2 ， …， 
Z s }， 则玟= 0, 7 = 1 , 2 ,… ， s 。 从而迕 = 0 。因此 B 是幂零矩阵。显然 D 是对角矩阵，且 BD 
= DB 0 定义 V 上的线性变换 B ， D 使它们在 V 的上述基下的矩阵分别为 B ， D ， 则 B 是幂 
零变换， D 是可对角化的线性变换，且 

A = B + D.BD - DB . ■ 

例8设4是域 F 上 n 维线性空间V上的线性变换，〃>1。证明 ：如果 ra nk(4) = 1， 
那么 A 是幂零变换或者 A 为可对角化的线性 变换； 当 A 是幂零变换时，它不可对角化。 

证明由于 rank(A) = l<r?， 因此 |det(A) | =0。从而0是 A 的一个特征值，且 A 的 
属于0的特征子空间 Vo =Ker A 的维数等于 w — rank(A) =^—1 0 于是4的特征值0的 
几何重数为/2 — 1，从而特征值0的代数重数为《 — 1或 n。 

情形1 A 的特征值0的代数重数为” 一 1。此时 A 的特征多项式 /(A) 在包含 F 的 
代数封闭域中的另一个根 L 满足 Ai=tr(A)， 从而; UGF 。 于是此 
时 A 有 n 个线性无关的特征向量，因此 A 可对角化。 

情形2 A 的特征值0的代数重数为”。则 /(A)=A n 。 从而 A 的最小多项式 

因此 A 是幂零变换。由于 A 关0,因此 A 的幂零指数/>1，从而 A 不可对角化。 ■ 

例9设 B 是域维线性空间 V上的幂零变换，其幂零指数为/， 证明： 

Z ^ 1 + rank(B). 

证明 B 的 Jordan 标准形中 Jordan 块的总数 N 等于 n — rank(B) ，于是最大的 Jordan 
块的级数至多是 w—(iV_l) (此时其他 iV— 1个 Jordan 块都是1级的）。 由于政 =0,而 
妒关0,当々</，因此这个最大的 Jordan 块的 Z 次幂等于0,而々次幂不等于0,当 k < l Q 又由 
于级数小于或等于 n — (N — 1) 的 Jordan 块的 n — ( iV — l ) 次幂一定等于0,因此 
w _( N—1)>Z。 于是 

I《 n — (N — 1) == 72 + 1 — {n — rank(B)) = 1 + rank(B). ■ 

例 10 设 A6M„(F)， 定义 M„(F ) 上的一个变换 XA，VXe 

M „( F ) 0 证明： 

(1) B 是 M „( F ) 上的一个线性 变换； 

(2) 如果 A 是幂零矩阵，那么 B 是幂零变换。 

证明 （1) 任取兄 ， X 2 GM „( F ) 有 

B ( X l + X 2 )= A ( X , + X 2 ) — ( X 】 + X 2 )A = B ( X !) + B ( X 2 ), 

B ( kX } )= A ( kX ,)- ikX x )A = kB { X x ). 

因此 B 是 M „( F ) 上的一个线性变换。 

(2) 通过观察 B 2 ， B 3 ， B 4 对 X 作用的结果，猜测 

B m ( X ) - A m X + (- l ) C l m A m ~ l XA + (- l ) 2 C ： LnA 2 + …+ 

(- D ^ CZ ' AXA ^ 1 + (- l ) m CZXA m . 


(17) 
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用数学归纳法给予证明如下 ： m = l 时，右端 = AX — XA ， 左端 = B ( X )。 因此 m = l 时， 
(17) 式成立。假设当 m -1 时， （17) 式成立，现在来看 m 的 情形： 

B m (X)= (X)) 

= A(A^- 1 X+ (- l)C^iA^ 2 XA H - h(—DWc^AXA-^ 十 

(— l)^ l CZZ\XA^ 1 ) - (A m -1+ (- DC^A^XA H - h 

(- l) m - l C m ~\XA^ l )A 

m 一丄 

=A m X + (- DC 1 /—XA 十 … 十（一 i)-2c m ''A 2 XA^ 2 + 

m — 1 ' m 一 2 

(- ir—f ;AXA m — 1 — (A^XA + (- DC 1 , A 771 - 2 XA 2 H - h 

? n — 1 1 

(- ir 2 C=AXA m - 1 + (— D^'C^XA") 

二 A m X + (- DC^A^'XA + (- \) z C z m A m ~ 2 XA 2 H - h 

(— D^C^AXA^ 1 + (- \y n C m m XA m 

根据数学归纳法原理，对一切正整数 w ，（17) 式成立。 

设 A 的幂零指数为/，则对任意 XeMAF )， 有 

B 2/ (X)= A 2/ X 十 （一 1 ) C l 2l A 21 - 1 XA H - h (— D'C^A^XA' H - h 

(- 1) 2/ -OXA。- 1 + (— 1) 2/ C^XA 2/ 


= 0. (18) 

因此 B 2; =0 。 从而 B 是幂零变换。 ■ 

点 评：例 10第 （2) 小题证明的关键 是：通 过观察5 2 (又），妒（叉），皮（乂），猜测有 
的公式（17)。至于用数学归纳法证明 （17) 式成立是一往直前的，其中用到组合数 
的 公式： ci — dcr — x 。 


例11 设 A 是 〃级 实矩阵，证明 ：如果 A 的1阶主子式的和与2阶主子式的和都等 
于0,并且 A 的特征多项式的复根都是实数，那么 A 是幂零矩阵。 

证明 A 的特征多项式 /( A ) 的77 — 1次项系数乂^等于 A 的1阶主子式的和与一 1 
的 乘积; /( A ) 的 n -2 次项系数6„_ 2 等于 A 的2阶主子式的和与（一 I ) 2 的乘积。设 /( A ) 
的 ^ 个复根为 A !， A 2 , …， A „。 据 Vieta 公式得 


b^i =— (A ： + A 




+ A rt ) ， 


bn — 2 


I ) 2 S u 2 

1<>] <> 2 


由已知条件得 


Ai + A2 + ••• + A « = 0, 


2 心入 

1 ^ } ]〈）2 € 打 


0 


由于 


(Ai 十 A2 + … + D 2 = A ? 十 + … + + 2 A ； A 


J 2 


(19) 


< J 2 ^ n 


因此 


A ? + A ^ + … + A : = 0 


(20) 


由已知条件， A ^ A 2 ，…，都是实数，因此从 （20) 式得 


Ai 



…= A „ 


0 . 
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于是 A 有特征值 0( n 重）。据例3得， A 是幂零矩阵。 ■ 

例12证 明：域 F 上两个3级幂零矩阵相似当且仅当它们的最小多项式相同。 

证明必要性。根据相似的矩阵有相同的最小多项式立即得岀。 

充分性。域 F 上3级幂零矩阵 B 的幂零指数^<3,于是它们的最小多项式 m ( A )- A 3 
或 A 2 或 A 。 

当 m ( A )= A 3 时，/ = 3。据例9得， 3 <l + rank ( B )。 于是 rank ( B )>2。 又由于 B 不 
可逆，因此 rank ( B ) = 2。 从而 B 的 Jordan 标准形中， Jordan 块的总数为 3 — 2 = 1。于是 
B 的 Jordan 标准形为/ 3 (0) 。 

当 m ( A )= A 2 时，/ = 2。于是 rank ( B )> l 。 结合上一段的讨论得， rank ( B ) = 1。从而 
B 的 Jordan 标准形中 Jordan 块的总数为3 — 1 = 2。于是 J 5 的 Jordan 标准形为 
diag {/ 1 (0), J 2 (0 )} o 

当 w ( A) = A 时 ，B = 0。 

由于3级幂零矩阵的最小多项式完全决定了其 Jordan 标准形，因此如果两个3级幂 
零矩阵有相同的最小多项式，那么它们相似（据相似的对称性和传递性）。 ■ 

例13设 B 是域 F 上的 W 级幂零矩阵。证明 ：如果 B 的幂零指数为 n ， 那么不存在 
域 F 上的《级矩阵 H ， 使得 H 2 = B 。 

证明由于 B 的幂零指数为 n ， 因此据例9得 ， nSl + rankW )， 从而 rank ( B )^ 
n ~1 0 又由于 B 不可逆，因此 rank ( B ) = n — 1 0 

假如存在使得，则 = 因此 H 也是幂零矩阵。设 H 的 
Jordan 标准形的 Jordan 块总数为 N 。 由于主对角元为0的每个 Jordan 块有且只有一行 
的元素全为0,因此主对角元为0的每个 Jordan 块的秩等于其级数减去1。又由于相似 
的矩阵有相同的秩，因此 rank ( H ) = n — iV 。 又由于主对角元为0的每个 Jordan 块平方 
后，会增加一个零行，因此 rank ( JFf 2 )< w _ iV 。 由于 N >1， 因此 

rank ( H 2 ) < n - 1 - rank ⑻. 

这与矛盾。因此不存在使得 H 2 = B 。 ■ 

例14在 iV ^ F ) 中，与人 （0) 可交换的所有矩阵组成的集合 C (人 （0)) 是的 
一个子空间。 证明： 

C (九 （0)) = F [九（0)]，且 dim ( C (九 （0))) = 72. 

证明由于 

/„( 0 ) = (0 ，£】 ， e 2 ，…， ) ， 

因此 / n (0)£! h ，… ，人 （0) e„—i ^£ n -z 9 Jn (0) e n = e n ^ x . 

从而 ! = J n i 0) s n ， e „— 2 =人（0) 2 £„，… , s 2 = Jn ( oy^ 2 £ n ,Si = J n (0) n ~ 1 € n . 

于是 (£i ， s 2 ，•••， s „) = (/„( 0 ) H — ， 九 （ 0 广 — 2 e ” ， … , J n (0) e n ，仏） . 

任取 36(：(九（0))，设 B =(6 y )， 则 

B = BI 

= ，BJ n ( on „ ， … , Be „) 

n 

= ( CO )^ -1 Bc n »J n (0)^ 2 Bs n 9 j J n (0) Bs n ， > : b m J n ( O ) 71 ^^ „ ) 
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rt n n 

=(人 （0 广 1 广夂，…，人广 , (◦广 夂） 

i —1 i=l i = 1 

n 

= 2]心九（0)『'（九 （O)^ 1 仏，…，九 （0)e„，ej 

i = l 
n 

= 丄 (0 " 

i = 1 

n 

= 2X 九⑻ 

i = 1 

因此 [九 （0)]。 从而 C (九 （0))GF [九 （0)]。 显然 F [九 （0)]GCa“0))， 因此 
C (九 （0)) = F [九 （0)]。 

由于九 （0) 的最小多项式 m(A)=A°; 因此据 9.6 节例10的结论得， dim F [人 （0)] 二 
deg m(A) = w。 从而 

dim C (人 （0)) = dim F[J„ (0)] = n . ■ 

点评： 在例 14 中证明 C (九 （0)) = F [人（0)]，关键是要证 C (九 （0))GFL/,,(0)]， 为 
此任取石6以人（0))，要证3能表示成1，人（0)，九（0) 2 ，"*，九（0)^ 1 的线性组合。注意 
到人（0) = (0,& ，& ，…， Sh ) ,由此可得岀 

I = (九 （O)" - ^ ，… ，入 （0)£„ ，c„). 

于是= 5(九 （0) n - 1 仏，…，人（0)仏，匕）。通过计算可得 B 能表示成 J， 九（0)，…， 
九 （0V 1 的线性组合。直接从 J3 九（0)= 人 （0)B 解出 S 的形式也可得出这个结论。 

例15任意给定证 明：在 M„(F) 中， 

CU n ( a )) = F [人（0)]， dim CXJAa )) = n . 

证明设 B6M n (F )。 由于九 U )= d+ 九 （0)， 因此 

BJ n U ) - JAa)B <=> B J AO )= 九 （0)B. 

从而 Bee (九 （cO ) 仁=> BeC (/ n (0)) o 所以 

C(J „( a )) = C( 人 （0)), 

由例 14 立即得出， C (九 U)) = F [人 （0)]，dim C (九 （a))=n。 ■ 

例 16 设域 F 上的 n 级矩阵 A^diagU/Ai) ，入 （A 2 )}， 其中 + 证明： 

C ( A ) = {B = diag { B l9 B 2 } \ B x 6 F [ J ,(0)], B 2 e F [7,(0)]}, 

dim CCA) = ??,C(A) = F[A ]_ 

证明设 B6C(A) ，把 B 写成分块矩阵的形式，有 

Bi\ B12' 人 （ Ai) 0 ' ' J t (Ai ) 0 B\ 2 ' 

召 21 B22 0 J s (A2 ) 0 J 5 ( A2 ) B2I ^22 

k, J \ / X J V J 

由此得出 

^ii /r (Ai ) — J t (Ai ) jBh » Bi 2 Js (A2) ― Jt (Ai ) B12 » 

^21 Jt (Ai ) = J, (入 2 ) B21 ， -622/5 ^2 ) — Js (A2 ) ^22 • 

于是 g c(j r (A t )>, b 22 g cUs ( a 2 )) 0 b 12 是矩阵方程足 /,a 2 ) =人 a)x 的解，人 a) ，人 a) 
的最小多项式分别为 (A—A 2 ) s ，Gl—AJ 。 由于，因此 （( A—A 2 V，（A—m = l。 据习题 
9.6 的第 9 题的结论得，氏 2 =0。同理， B 21 =0。 因此 B = diag { B u ， B 22 }。 据例15得， 
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caa))= f[/,(o>] ， caa 2 ))=f[j s ( o)] 。 因此仏 e fu, (o)] ， b 22 6 fij s (o )] 。 

考虑 C ( A ) 到 F [ J ,(0)] 与 F [人 （0)] 的外直和 F [/ r (0)]+ F [人 （0)] 的一个映射 
r = B = diag { B 1 , B 2 }i ~~显然 r 是单射，也是满射，从而 r 是双射。又易验证 r 
保持加法与纯量乘法运算（关于线性空间的外直和在 8. 3节内容精华的第三部分作了阐 
述），因此 r 是同构映射。从而 

C ( A ) ^ F [7 f (0)]+ F [ J ,(0)]. 

据例 U 得 ， dim F [人 （0)] = i，dim F [7 5 (0)] = ^ o 因此 

dim C ( A ) = dim F [/,(0)] + dim F [ X (0)] = t + s = n . 

用 m ( A )， m ! ( A )， m 2 ( A ) 分别表示 A , J t (Ai ) ，人 （ A 2 ) 的最小多项式，贝! I 

wi(A) = [ 爪 i(A) ， (A)] = C(A Ai » (A — A2 ) ( CA Ai V (A A2) J . 

于是 dim F [ A ] = deg m ( A ) =^ + 5 -n = dim C ( A ). 因此 F [ A ] = C ( A ) 0 ■ 

例 17 设域 F 上的 3 级矩阵 A - diag {； 2 (0)，/! (0)}， 求 C ( A ) 和 dim C ( A )， 以 
及 dim F [ A ]。 

解 XeC(A) <==> XA^AX 



Jc u X] 2 X13 ] f0 1 0l r0 1 

工 21 工 22 工 23 0 0 0 = 0 0 

X 3 1 X32 : r 3 3 0 0 0 0 0 



Jo n = J^2z ，了 21 = 0 , j ： 3i = 0 ,x 23 = 0 


0) (Xn -3：12 工 13 

0 X 2 1 X 22 工 23 

0 X 3i X Z2 办 


工 11 ^ Vl X13 

<=» X = 0 x u 0 

0 x 32 x 33 

= J 0 U ( E u 十 E 22 ) + X12E12 + X13E13 + X32E 32 + X33E33 
< > "X 6 〈 £11 + £ 22 ， E12 ， E13 ， £ 32 ， £33 〉， 

因此 C ( A ) = < E n + E 22 ，仏 2 jE u , E 32 ， E 33 >• 

由于 & 1 + E 22 ， E 12 ， E u ， E 32 ， £： 33 线性无关，因此 

dim CCA ) = 5 . 

由于 A 二 diag { J 2 ( 0 ) ， ^ ( 0 ) } 的最小多项式 m ( A ) = [ A 2 ， A ] = A 2 ，因此 dim F [ A ] 
= deg m ( A ) = 2 。 

点评： 例 17 表明； 当 Jordan 形矩阵 A 的两个 Jordan 块的主对角元相等时， 
dim C ( A ) 大于矩阵的级数 。 dim C ( A ) 也大于 dim F [ A ]， 因此 C ( A ) 吴 F [ A ] ，即与 A 可 

交换的矩阵有的不能表示成 A 的多项式。 

例18 设域 F 上的 w 级矩阵 A 是一个 Jordan 形 矩阵： 

A = diag { J n] ( Ai ) , J „ 2 ( A 2 ) ，…，九 5 ( A s ) } ， 

其中 ； U ， A 2 ，…， A , 是 F 中两两不等的元素，〜+〜+…+义二”。 
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证明： C(A) = {B = diag{E 1 ,B 2 ,-,B s } 丨 B, 6 (0) ： M= 1 ， 2 ， … ， s } ， 

dim C(A) = w ， CCA) = F[A]. 

证明设 B6C(A) ，把 B 写成分块矩阵的形式，有 

Jn' (Ai) 


^11 B \2 

B21 B22 


# _ # 


# _ « 


B 

B 


Is 


Zs 


B s i B s2 


• • « 


B 


ss 


n 2 


(又 2 ) 


0 


0 


Jn (A 5 ) 


f Jn } (Al ) 、 


B u B u … B u ' 

J » 2 (A2 ) o 


B21 B 22 … B 2s 

0 ••• 


參 驀 * 

• » • * 

• • • * 

Jn (A s ) 

i 

\ > 


B sl B s2 … 

、 J 


由此得出 


Bu J n . (A；) = (A*) Bn * z =l ， 2r” ， s; 

r t 

Bij J nj (Aj) = Jn t (A,)By , j ^ z. 

于是 B, 6 C( (A,) 的最小多项式为 （A —A ;)' ， 

a) 的最小多项式为 (a—a, r 、 由于当 i 关 j 时 a 关 a 7 , 因此 （（ a—a,)' ， a— A t ro = i 。 


从而当 i 关 j 时，矩阵方程 x \ a ,)= 人 _ a ) x 只有零解。因此 

= 0, j ^ z. 

于是 BsdiagIBu ， B 22 ，…，氏 } ，其中氏6 F [/„, (0 )]，z = 1，2，…山因此 

C ( A ) = {B = diag { B 1 , B 2 ,-,BJ | B , 6 F [7.(0)],/ = 1，2, …， s }. 
与例16类似 可证： 


从而 


C(A) 兰 F[/ ni (0)] + FU„ z (0)] + …+ FU, s (0)]. 
dim C(A)= dim FlJ. (0)] + dim F[J„ (0)] + … + dim F[J„ (0)] 

1 ^ s 


=Wi + rz 2 + ••• + n s = n. 

用 m ( A ) 表示 A 的最小多项式，则 

m(X) — [(A — Ai 广 1 ，…， （A — A ,) 〜] = (A — Ai ) rtl **• (A — = n t 

从而 dim FCA]^deg m ( A ) == n 。 于是 dim F [ A ] = dim CCA ) 0 因此 F [ A ] = C ( A ) 0 
*例19设 A 为域 F 上《维线性空间 V 上的线性变换，令 

Vi = 6 V I 存在正整数 K 它依赖于 《) ，使得 A 4 = 0} ， 



v 2 =n A-v. 

i'=l 

证明 ：（1) W 和 V 2 都是 A 的不变子 空间； 

(2) AIV , 是％ 上的幂零变换， A | V 2 是 V 2 上的可逆 变换; 

(3) ㊉ V 2o 

证明 （1) 据习题 9. 2的第8题，存在正整数 m 使得 

A m V — k — 1 ， 2,3 ，“、 
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又由于…，因此 V 2 =n mV 2 = Im ( A m )。 因此、是 A 的不变子 
空间。 

显然06%，易验证％对加法和纯量乘法封闭，因此 W 是 V 的一个子空间。任取 
则存在正整数 r 使得 = 于是 AdCA ^^ O 。 从而 ^ aGW 。 因此 V 】是 A 的 
不变子空间。 

(2) 若 V \ = 0, 则由于 A 0 = 0,因此 A | V \ = 0。 

若 Vi /0,则在中取一个基妒，7^2，…，％，于是存在正整数 r , 使得 A 、, = 0 ，f = 1， 

2， …， 5。令 r = max { rx ， r 2 ，…， r s }, 则 A r rfi = 0 ，i = 1，2 ，… 以 。任取 or G V ! ，设 a = ^ 是巧 1 ， 

i = 1 

5 

则 AS = Yjk t A r rj t = 0。即 （A I = 0。因此 (A | V , ) r - 0。从而 A | V ! 是 W 上的幂 

i = 1 

零变换。 

任取 V 2 ，由于 = A OT V = i 4 m + 1 V ，因此存在 orG V ，使得 

是％到自身的满射。由于％是有限维的，因此 A | V 2 也是 
%到自身的单射。从而是到自身的双射。于是 A | V 2 是 V 2 上的可逆变换。 

(3) 先证\^。％ = 0。任取由于 pew ，因此存在正整数「，使得 
A r j 3 = 0 o 由于 A | V 2 是 V 2 上的可逆变换，因此 （ A | 也可逆。 由于戶 因此 
U | V 2 )7 =Ay = 0。 从而卢=0。所以于是和 W + V 2 是直和 W © V 2 。 

显然 Ker 反之，任取 W ，由于 W 是 A 的不变子空间，因此 IV 6 W 。 

又显然即 A 、 ev 2 。 从而 nv 2 。 于是 a 〜= 0 。因此 a eK er A ' 
从而 W GKer A ' 所以 V \ = Ker A m 0 

由于 dinKWiSVdsdim W+dim V 2 = dim(Ker 十 dim(Im A m ) = dim V , 

因此 V = Vi © V 2 . ■ 

习题 9.7 

1. 设数域 K 上的 3 级矩阵 B 为 

「一2 10、 

B = —420. 

— 210 

(1) 说明 B 是幂零矩阵，求 B 的幂零 指数； 

(2) 求 B 的 Jordan 标准形。 

2. 设 A ， B ， C 都是 n 级复矩阵，且 AB —BA = C 。 证明 ：如果 C 与 A 可交换，那么 C 
是幂零矩阵。 

3. 设 A ， B 都是 tz 级复矩阵，且 AB — BA 二 A 。 证明： A 是幂零矩阵。 

4. 证明 ：对于 尺[：^„上的求导数变换1>，不存在 Klxl 上的线性变换 ff ， 使得 ff 2 = D 0 

5. 对于1<：[工]„上的求导数变换 D ， K [: c ]„ l 所有与 D 可交换的线性变换组成的子空 
间记作 C ( D ) ，求 C ( D ) 及其维数。 
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6. 对于第1题中的矩阵 B ， 求 C ( B ) 的维数。 

7. 设 B 是域 F 上 n 维线性空间 V 上的幂零变换。证明 ：如果 B 有两个线性无关的 
特征向量，那么 B 的幂零指数 /< n 。 

8. 设 V 是域 F 上的线性空间。 证明： V 上的一个幂零变换 B 与任一非零数乘变换 Jt 
的和 B + k 是可逆变换，并且求 （B + fc ) 一 1 。 

9. 设 B 是域 F 上 w 维线性空间 V 上的幂零变换，其幂零指数为 Z 。 证明： J 5 的 
Jordan 标准形中一定有 Z 级的 Jordan 块，并且求/级 Jordan 块的个数。 

10. 设 A ， JB 是域 F 上 n 维线性空间 V 上的线性变换。证明 ：如果 — BA = A ，且 B 
是幂零变换，那么 A = 0。 

11. 设 A , B 都是数域 K 上的《级矩阵，其中 B 是幂零矩阵，且 AB = BA ， 证明： 

I A + B | = | A I. 

9. 8 线性变换的 Jordan 标准形 


9.8.1 内容精华 

按照 9. 6节内容精华的最后一部分中所讲的思路，在研究了幂零变换的最简单形式 
的矩阵表示后，我们就可以解决最小多项式能分解成一次因式乘积的线性变换的最简单 
形式的矩阵表示了。 

定理 1设 A 是域 F 上 n 维线性空间 V 上的线性变换，如果 A 的最小多项式 m ( A ) 
在 F [ A ] 中的标准分解式为 

miX) = Q 一 Ai ) /] (A — A 2 V 2 … （A — ) /s ， (1) 

那么 V 中存在一个基，使得 A 在此基下的矩阵 A 为 Jordan 形矩阵，其主对角元是 A 的全 
部特征值；主对角元为 A , 的 Jordan 块的总数 为 

Mj = n — rank(A — Xjl ) » (2) 

其中£级 Jordan 块人 ( A ,) 的个数 为 

N ; ( t ) = rank(A — A y /) r+1 + rank(A — 广 1 — 2 rank(A — AJ V ， (3) 

其中 td ;j = l ，2, …， s 。 这个 Jordan 形矩阵 A 称为 A 的 Jordan 标准形；除去 Jordan 块 
的排列次序外， A 的 Jordan 标准形是唯一的。 

证明 由 （1) 式看出 ， AhA 2 ，…， A s 是4的所有不同的特征值。由 （1) 式得出 

V - Ker ( A - AiI )^ ㊉ Ker ( A — A 2 J ) 〜 ㊉…㊉ Ker ( A _ Aj )、 (4) 

B J = A\W } -X } I, j = 1,2, — , 5, (5) 

则 A 是 W , 上的幂零变换，其幂零指数为据 9. 7节的定理2得， W ; 中存在一个基，使 
得在此基下的矩阵&是 Jordan 形矩阵。从而在 W , 的这个基下的矩阵 A , 为 

Aj — XJ + B Jt (6) 
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由此看出， A , 是主对角元都为 A , 的 Jordan 形矩阵，其 Jordan 块的总数 iV ) 等 于巧的 
Jordan 块的总数，因此 

Nj = dimCKer = dim ( Ker ( A | — A >/)) 

= dim ( Ker(A — A ^/) ) = n — rank(A — A >/). (7) 

(7) 式推导过程中第 3 个等号的理由是根据 9. 6 节例18的点评的第 （3) 个结 论:对 任意正 
整数 r 有 

KerCAlW ^ — A>/) r = Ker(A — A >/) r . (8) 

A , 中〖级 Jordan 块的个数 N , ⑴等于氐中 i 级 Jordan 块的个数，因此 

N } it ) = rank B ^ 1 + rank Br 1 — 2 rank 

= 2 dimCKer B l } ) — dim(Ker ) — dimCKer B 厂 1 ) 

= 2 dimCKerCAlW , ~ A 7 J ) ? ) - dimCKerCAlW , — 

dim ( Ker ( A | W ; - A ,/)^ 1 ) 

= 2 dim ( Ker(A — A ； I ) r ) _ dim ( Ker(A — ) — 

dimCKerCA - A ,!)^ 1 ) 

= rank ( A — AJ) m + rank(A — A ) J ) 卜 1 — 2 rank(A — A > i ) ( » (9) 

其中 t < l }0 

把 W , (j = l ， 2,…， d 的上述基合起来就成为 V 的一个基， A 在此基下的矩阵 
A ^ diag { A l , A 2 ,-, A s ) 0 因此 A 是 Jordan 形矩阵，其主对角元是 A 的全部特征值。通 
过计算 A 的特征多项式 |AJ — A | 看出，特征值 A , 在 A 的主对角线上出现的次数等于夂 
的代数重数。 

由于 A 的 Jordan 标准形中，主对角线上元素是 A 的全部特征值，主对角元为 A , 的 
Jordan 块总数以及其中 〖级 Jordan 块的个数 N ,(0 都由 A ~ X 3 l 的方幂的秩所决定， 
因此除去 Jordan 块的排列次序外， A 的 Jordan 标准形是唯一的。 ■ 

从定理1立即得到下述 结论： 

推论 1设 A 是域 F 上的〃级矩阵，如果 A 的最小多项式 w ( A ) 在 F [ A ] 中的标准分 
解式为 

m ( A ) = (A — Ai )’ 1 (久一 A 2)’ 2 _..( A — Ai ) /j ， (10) 

那么 A 相似于一个 Jordan 形矩阵，其主对角元是 A 的全部特 征值； 主对角元为 A , 的 
Jordan 块的总数 JV 』 为 

Nj = n — rank(A — A > I ) ^ (11) 

其中 t 级 Jordan 块的 个数％ ⑴为 

Nj ( t ) — rank(A — kjl) t+l + rank(A — — 2 rank(A — Aj/)S (12) 

其中 td = 1 ，2,…， s 。 这个 Jordan 形矩阵称为 A 的 Jordan 标准形；除去 Jordan 块的 
排列次序外， A 的 Jordan 标准形是唯一的。 ■ 

由于复数域上每个次数大于0的一元多项式都可以分解成一次因式的乘积，因此复 
数域上有限维线性空间的每一个线性变换都有 Jordan 标准形。从而复数域上每个方阵 
都有 Jordan 标准形。 
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Jordan 块人 （ A ,) 的最小多项式为 (A — A ,) 1 ， 根据 9. 6节的推论4，立即 得到： 

推论2域 F 上 n 维线性空间 V 上的线性变换 A 有 Jordan 标准形当且仅当 A 的最 
小多项式 m ( A ) 在 F [ A ] 中可以分解成一次因式的乘积。 ■ 

由于 A 的最小多项式 m ( A ) 与 A 的特征多项式 /( A ) 在 F 中有相同的根，因此 A 的最 
小多项式 m ( A ) 在 F [ A ] 中可分解成一次因式的乘积当且仅当 A 的特征多项式 /( A ) 在 
F [ A ] 中可分解成一次因式的乘积。于是从推论2立即 得到： 

推论3域 F 上 n 维线性空间 V 上的线性变换 A 有 Jordan 标准形当且仅当 A 的特 
征多项式 /( A ) 在 F [ A ] 中可分解成一次因式的乘积。 ■ 

推论 4 域 F 上 n 级矩阵 A 相似于一个 Jordan 形矩阵当且仅当 A 的最小多项式 
m ( A ) (或者 A 的特征多项式 /( A )) 在 F [ A ] 中可以分解成一次因式的乘积。 ■ 

据 9. 6节例8的点评得，一个 r 级矩阵 H 是一个主对角元为 a 的 Jordan 块当 
且仅当 H 的最小多项式是 (A — a )、 从而 得到： 

命题1域 F 上的一个分块对角矩阵 G 是 Jordan 形矩阵当且仅当 G 的主对角线上 
每个子矩阵的最小多项式都是一次因式的方幂，且其幂指数等于子矩阵的级数。 ■ 

从命题1得出，如果域 F 上的 n 级矩阵 A 有 Jordan 标准形，那么 A 的 Jordan 标准形 
完全被其所有 Jordan 块的最小多项式（它们都是一次因式的方幂）决定。由此受到启发， 
引入下述 概念： 

定义1设 A 是域 F 上的 n 级矩阵，如果 A 有 Jordan 标准形 J ， 那么把 J 中所有 
Jordan 块的最小多项式称为 A 的初等因子。 

从定义1和上面一段话得出， A 如果有 Jordan 标准形，那么 A 的 Jordan 标准形完全 
由 A 的初等因子决定。从而 得岀： 

推论5设 A ， BeA ^( F )， 如果都有 Jordan 标准形，那么 A 与 B 相似当且仅当 
A 与 B 有相同的初等因子。 ■ 

推论6两个 n 级复矩阵相似当且仅当它们有相同的初等因子。 ■ 

从推论6得出，在复数域上所有 W 级矩阵组成的集合 M „( C ) 中，初等因子是相似关 
系下的一组完全不变量。 

综上所述，我们对于最小多项式 m ( A ) 在 F [ A ] 中能分解成一次因式乘积的线性变换 
A ， 通过把线性空间 V 分解成 A 的根子空间的直和，在 A 的每个根子空间 W , = Ker(A — 
中取一个合适的基（通过 W , 上的幂零变换— 来找合适的基），使得 
在此基下的矩阵 A , 为一个 Jordan 形 矩阵； 把 W , (』=1，2，•••，$)的基合起来成为 V 
的一个基， A 在 V 的这个基下的矩阵 AzdiagiA ^ Az ，…， A ] 就是一个 Jordan 形矩阵。 
这样求出 A 的最简单形式的矩阵表示的方法称为线性空间 V 分解成 A 的根子空间的直 
和的方法，简称为空间分解的方法。 

求 A 的最简单形式的矩阵表示还有另一种方法，该方法通常称为 A - 矩阵的方法。设 
A 在域 F 上 n 维线性空间 V 的一个基下的矩阵为 A ，求 A 的最简单形式的矩阵表示，也 
就是要寻找 A 能相似于什么样的最简单形式的矩阵。我们已经知道， A 的特征多项式 
| AJ—A | 是相似关系下的一个不变量，但它不是完全不变量。这说明仅用 XI ~ A 的行列 
式这一个信息是不够的，而应当研究矩阵 AJ — A 的各种信息。矩阵 AJ — A 称为 A 的特征 
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矩阵，其元素是 A 的多项式 ，即 F [ A ] 中的多项式。我们把元素取自 F [ A ] 中的多项式的矩 
阵称为 A - 矩阵。在 7.2 节中我们利用 iC [ A ] 中的带余除法证明了下述 结论： 

定理 2 任意一个非零的 n 级 A - 矩阵 A ( A ) —定相抵于对角 A - 矩阵： 

diag{<ii (A) ， <i 2 (A) ， … ，么 （ A) } ， (13) 

其中 4( 久） |^ +1 ( 义 ）“ =1，2，一，//—1 ; 且对于非零的 A(A )， 其首项系数为1。满足这些要 
求的对角 A - 矩阵 （13) 称为 A ( A ) 的一个 相抵标准形或 Smith 标准形。 ■ 

把数域 K 换成任一域 F ， 定理2照样成立。 

定义2 A ( A ) 的相抵标准形中主对角线上的非零元 A ( A )，4( A )， …， <( A ) 称为 
A ( A ) 的不变因子。 

为了直接从 A ( A ) 本身来刻画其不变因子，我们在 7. 3节中引进了下述概念。 

定义 3 s 乂 n A - 矩阵 A ( A ) 的所有々阶子式的首一最大公因式称为 A ( A ) 的 fc 阶行 
列式因子 ，记作 IVA )， l <6< minU W }。 

定义4 如果非零 A - 矩阵 A ( A ) 有一个 r 阶子式不为0,而所有 r +1 阶子式都为0,那 
么称 A ( A ) 的秩为 r ， 零矩阵的秩规定为0。 

在 7. 3 节我们证明了下述结论（把数域 K 换成域 F 仍然有此结 论）： 

定理3 相抵的 A - 矩阵有相同的秩和相同的各阶行列式因子。 ■ 

由于每个非零的 w 级 A- 矩阵 A (A) 有相抵标准形： diag{^! (A)(A) ， … ， A(A) ， 0 ，…， 
0 } ， 其中 < a) |< +1 ( 久）， ^=1 ， 2 ， -.- ，广一 1 ，且 4 (A) 的首项系数为 l(z‘ = l ， 2, … ， r )， 因此从 
A(A) 的相抵标准形容易计算出 A(A) 的各阶行列式 因子： 

( A ) = (di ⑴， < i 2 (又） ， … ，< i r ⑴， 0) = di ( A ). 

D 2 (A) = di ( X ) d 2 (A) » 

… … (14) 


D r (A) = A (A)<i 2 (A) … <i r (A ) ， 

LVh(A)= … ( 久 ）= 0. 

由此得出， A(A) 的不变因子可以由其行列式因子 决定： 

di ( A ) = Di ( A ) , d 2 ( A ) — ^ ，…’ (15) 

由于 A(A) 的各阶行列式因子是由 A(A) 完全决定的，因此从 （ 15) 式得出， A(A) 的不变因子 
也是由 A(A) 完全决定的，从而 A(A) 的相抵标准形是唯一的。 

由于相抵的 n 级 A - 矩阵有相同的各阶行列式因子，因此有相同的不变因子。反之，如 
果两个 n 级 A - 矩阵有相同的各阶行列式因子，那么它们有相同的不变因子，从而它们有相 
同的相抵标准形，于是它们相抵。这证明了下述 结论： 

定理4 两个 n 级 A - 矩阵相抵当且仅当它们有相同的不变因子，或者有相同的各阶 

行列式因子。 ■ 

数域 K 上的 w 级矩阵 A 的特征矩阵 A A 的 n 阶行列式因子 D „( A ) 就是； U — A 的 

行列式 | AI — A | ，即 A 的特征多项式。 

我们曾在 7. 6 节利用复数域上的唯一因式分解定理，把非零的 n 级 A- 矩阵 A (A) 的次 
数大于0的不变因子分解成一次因式方幂的乘积，从而引出下述 概念： 
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定义 5 设 A ( A ) 是 C [ A ] 上的 n 级非零矩阵，把 A ( A ) 的每个次数大于0的不变因子 
分解成互不相同的一次因式方幂的乘积，所有这些一次因式的方幂（相同的必须按出现的 
次数计算）称为 A ( A ) 的初等因子。 

后面我们将说明定义1中对于 n 级矩阵 A 定义的初等因子就是 A 的特征矩阵 
AJ — A 按定义5所定义的初等因子。 

从定义5看出，如果知道了 A ( A ) 的不变因子，那么就唯一确定出了 A ( A ) 的初等因 
子。反过来，如果知道了 A ( A ) 的初等因子，能否唯一确定出 A ( A ) 的不变因子？由于数域 
K 上 w 级矩阵 A 的特征矩阵 Al — A 的秩为;?，因此我们仅讨论 A ( A ) 的秩为 w 的情形。这 
时 A ( A ) 的不变因子有 n 个。我们把 A ( A ) 的初等因子中同一个一次因式的各个方幂按降 
幂排列，当这样的方幂不到 w 个时，就在后面补 1( 即一次因式的零次幂），补齐到 n 个方 
幂。于是有 

(A — Ai ) ku » (A — Ai )* 12 ，…， （A — Ai )* ln ; 

(A —又2 )* 21 ， （A _ A2 )* 22 ，…， （A —又2 ; 

(16) 

攀晕# 畢拳拳 ■•拳 拳櫸拳 

(A _ A s ? (A _ A 5 )。，…， （A _ 又., . 

由于 （16) 式中出现的一次因式方幂（除去零次幂外）就是 AU ) 的全部次数大于0的不变 
因子的标准分解式中的一次因式方幂，且 A ( A ) 的 n 个不变因子具有 性质： 

diiX ) I d l+x ( A ) ， £ = 1 ， 2 ，…， w — 1 ， 

因此 （16) 式的第 1 列中各个一次因式方幂的乘积就是尤 （ A ) ，第2列的一次因式方幂的 
乘积就是尤- JA )，” •，第 n 列的一次因式方幂的乘积就是山 （ A )。 这样从初等因子便唯 
一地确定出了 A ( A ) 的不变因子。于是我们证 明了： 

定理 5 C [ A ] 上两个满秩的 n 级矩阵相抵当且仅当它们有相同的初等因子。 ■ 
对于 C [ A ] 上满秩的 w 级矩阵 A ( A )， 可以直接求它的初等因子，不需要先求不变因 
子。这是根据下面的定理6: 

定理 6 设 AGO 是 C [ A ] 上的 n 级满秩矩阵，通过初等变换把 A ( A ) 化成对角形，然后 
把主对角线上每个次数大于0的多项式分解成互不相同的一次因式的方幂的乘积，则所 
有这些一次因式的方幂（相同的按出现的次数计算）就是 A ( A ) 的初等因子。 ■ 

定理6的证明见 7. 6节定理10的证明。 

由定理4和定理5立即得到： 

定理 7 复数域上两个 n 级矩阵的特征矩阵相抵的充分必要条件是它们有相同的不 
变因子，或者它们有相同的初等因子。 ■ 

今后我们把数域 K ： 上 n 级矩阵 A 的特征矩阵; U — A 的不变因子就叫做 A 的 不变因 
子； 把复矩阵 A 的特征矩阵; U — A 的初等因子就叫做 A 的初等因子。 

现在我们利用复矩阵 A 的特征矩阵 AJ — A 的不变因子和初等因子来研究 A 能够相 
似于什么样的最简单形式的矩阵。 

定理8 数域 K 上两个 n 级矩阵 A 与 B 相似的充分必要条件是它们的特征矩阵 
AjT — A 与 Ai —B 相抵。 ■ 

定理8的证明见本节内容精华的最后。 
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由定理4、定理7和定理8立即 得到： 

定理 9数域 K 上两个 n 级矩阵相似的充分必要条件是它们有相同的不变 因子； 两个 
n 级复矩阵相似的充分必要条件为它们有相同的不变因子，或者有相同的初等因子。 ■ 

这样我们得到了 ：不变 因子是 M „( iC ) 在相似关系下的一组完全不变量，其中 K 是任 
意一个数域。 

我们还得到了 ：初 等因子是从„(0在相似关系下的一组完全不变量。 

现在就可以解决任一 n 级复矩阵的相似标准形的问题了。 

首先我们来求 r 级 Jordan 块人 （ a ) 的初等因子。由于 

— a — 1 0 … 0 0 

0 A — a — 1 0 0 

Xl - J r U ) = i ； : ； i 

0 0 0 … A — a — 1 

0 0 0 0 A — a 

k . 

因此 AJ — AU ) 的 r 阶行列式因子 D r ( A ) = (A — a )、 注意到 AJ — 人 U ) 的右上角 r —1 阶 
子式为 （一 l ) r — S 因此 ( A ) = l 0 于是从 （14) 式看出， D r — 2 a ) = l ， LU 3 ( A ) = l ，".， 
Dia ) = i 。 进而有 



d r ( X ) 


D r ( A ) 

UA) 


(A — a )" M 】（ A ) = H 2 ( A ) = 1，…， c / JA ) 


因此 Al — 人 （ a ) 的初等因子只有一个 ：（A — a ) r 。即 Jordan 块人 （ a ) 的初等因子 （A — a ) r 等 
于人 （ a ) 的最小多项式。由于一个 Jordan 块完全由它的最小多项式决定，因此一个 


Jordan 块完全由它的初等因子决定 


o 


其次我们来求 n 级 Jordan 形矩阵7 = diag { (Ai ) , J r? ( A 2 ) ，…，人 （ A m ) } 的初等因 

i Z, TTt 

子，其中 r Y + r 2 H - = w ， Ai ， A 2 ，…中可能有相同的。由于 r , 级 Jordan 块 ( A ,) 

的初等因子是 （A — A ,)"< ，据定理 6， r , 级对角 A - 矩阵 


Gi(A) = diag{ 1 ， … ， 1 ， （A — Ai )。 } 

的初等因子也是 ( A — A , 广，因此据定理 5 得， ( A ,) 的特征矩阵 AJ r , ~ J ri U ) 与 G ,( A ) 相 
抵。于是 J 的特征矩阵 AJ — J = diagUJ ri ~ Jrj (Ai )， AiV 2 — J 、 ( A 2 ) ， … ， AiV m — J 、( A m ) } 与 
n 级对角 A - 矩阵 

G ( A ) = diag(Gi ( A )， G 2 ( A ) ，…，心 ( A ) } 

相抵。从而据定理 6 得 ， AJ — J 的初等因子为 


(A — Ai ) r, ? (A —入2 )4 ，…， （A — Am )、• 

这表明: Jordan 形矩阵 J 的初等因子由它的全部 Jordan 块的初等因子组成，也就是由它 
的全部 Jordan 块的最小多项式组成。由于一个 Jordan 块完全由它的初等因子决定，因 
此一个 Jordan 形矩阵除去其中 Jordan 块的排列次序外由它的初等因子唯 一 决定。 

现在我们就可以得出 n 级复矩阵 A 的相似标准形是什么样的矩阵了。 

定理10 任意一个 n 级复矩阵 A 都与一个 Jordan 形矩阵相似，这个 Jordan 形矩阵 
除去其中 Jordan 块的排列次序外被 A 唯一决定，称它为 A 的 Jordan 标准形。 

证明 设 n 级复矩阵 A 的初等因子为 


奉 
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( A - Ai ) r *，（ A — A 2 P ，…， （A —； L )〜 ， (17) 

其中 A !， A 2 ，…，可能有相同的。由于 A 的所有初等因子的乘积等于 AJ — A 的所有不变 
因子的乘积，而据 （14) 式 ， A ( A ) A ( A ) …尤 （ A ) = D „ ( A ) ，因此 A 的所有初等因子的乘积等 

于 A 的特征多项式 \ M~A | 0 从而 n + r 2 H -十 = n 。 每一个初等因子 （ A — A t )〜 决定一 

个 Jordan 块 人 , （ A ,) ，所有这些 Jordan 块组成一个 Jordan 形矩阵 J : 

J = diag { ( Ai ) ，人 ？ （ A ) ，…， ( A m )}. (18) 

i 4 m 

据上面一段所述， J 的初等因子也是 （17) 式所示。于是据定理9得， A 与 J 相似。 

如果另一个 Jordan 形矩阵 Ji 也与 A 相似，那么 Ji 与 A 有相同的初等因子，从而 
与 J 有相同的初等因子。于是久与 J 除了其中 Jordan 块的排列次序外是相同的，这证 
明了唯一性。 ■ 

由于 A 的 Jordan 标准形 J 的初等因子就是 A 的初等因子，而/的初等因子由它的 
所有 Jordan 块的最小多项式组成，因此我们在定义1中把 J 中所有 Jordan 块的最小多 
项式称为 A 的初等因子是合理的。 

在定理10的证明过程中， Jordan 形矩阵 J 的最小多项式 m ( A ) 为 

m ( A ) - [( A - Ai ) r *，（ A — A 2 ) r 2 ，…， （ A — 

由于 ； U ， A 2 ，…，中可能有相同的，因此在求 ( A — At ” ,( A - A 2 ) r 2 ，…， （ A—Am h 的最小公 
倍式时，对于相同的一次因式应当取幂指数最大的，这些一次因式方幂正好是 （16) 式第 1 
列的那些，它们的乘积是尤 U ); 又它们的乘积就是 (A — Ajq，（A — A 2 P ，…， （A — A m ) 〜的 
最小公倍式，即 m ( A ) ，这样我们证 明了： 

推论 7 rz 级复矩阵 A 的最小多项式 m ( A ) 等于 A 的最后一个不变因子 A ,( A )。 ■ 

由于数域 K 上的《级矩阵 A 可以看成是复矩阵，并且 A 的最小多项式以及 A 的不 
变因子都不随数域的扩大而改变，因此从推论7立即 得到： 

推论8数域 K 上 n 级矩阵 A 的最小多项式 m ( A ) 等于 A 的最后一个不变因子 

4( A )。 ■ 

据 （14) 式，数域 Kin 级矩阵 A 的特征多项式 /( A )= D „( A )= A ( A ) d 2 ( A ) …么 G )。 
推论 9 数域 K 上 n 级矩阵 A 与 B 相似当且仅当把它们看成复矩阵后相似。 

证明 设数域 K 上”级矩阵 A 的不变因子为 A ( A )( A )， …，么 （ A )。 把 A 看成复 
矩阵后，不变因子仍然是 A ( A) ， A ( A ) ，…，尤 （ A )。 因此 

数域 K 上的 w 级矩阵 A 与 B 相似 
<=^ A 与 B 有相同的不变因子 

<^=>把 A 与 B 看成复矩阵后相似。 ■ 

在上述讨论中，把数域 K 换成域 F ， 把复数域换成包含 F 的代数封闭域，所有结论照 
样成立。 

定义6设 A 是域 F 上 n 维线性空间 V 上的线性变换，如果 A 在 V 的一个基下的矩 
阵是 Jordan 形矩阵，那么这个基称为 A 的一个 Jordan 基。 

当我们已经求出了 A 的 Jordan 标准形 J 以后，为了求出 A 的一个 Jordan 基，只要把 
原来的基到 Jordan 基的过渡矩阵 P 求出即可。在典型例题中将介绍求过渡矩阵的方法。 
下面我们来证明定理8。我们把数域 K 换成任一域 F ， 探索域 F 上两个 w 级矩阵 A 
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与 B 相似与它们的特征矩阵 ; U — A 与 ; U — B 相抵之间有什么关系。 

设域 F 上 n 级矩阵 A 与 J 5 相似，则存在域 F 上 n 级可逆矩阵 P ， 使得 B = iAP 。 

从而 

XI -B = XI -P l AP = P~ l ai ~ A ) P . 

由此得出， A / — A 与 XI — B 相抵。 

反之，若 A / — A 与 AJ — B 相抵，则— A 经过一系列 A - 矩阵的初等行变换和初等列 
变换可化成; a — b 。 类似于域 f 上的矩阵的情形。把对单位矩阵 j 经过一次 a - 矩阵的初 
等行（列）变换得到的矩阵称为初等 A - 矩阵。同样可以证 明：对 A ( A ) 作一次初等行（列）变 
换就相当于在 A ( A ) 左（右）边乘一个初等 A - 矩阵。初等 A - 矩阵都是可逆的，于是一些初等 
A - 矩阵的乘积是可逆的矩阵。反之，可逆的 A - 矩阵 A ( A ) 可以表示成 一 些初等 A - 矩阵的 
乘积。理由如 下：若 A ( A ) 可逆，则 | A ( A ) | =山其中 d 是域 F 的可逆元。于是 A ( A ) 的 n 阶 
行列式因子 D „( A ) = 1， 这里1是域 F 的单位元。从而 A ( A ) 的所有不变因子 d ,( A ) = l ， 
f = l ，2, …，《。因此 A ( A ) 相抵于单位矩阵 J 。 于是 A ( A ) 可表示成一些初等 A - 矩阵的乘 
积。由上述讨论得 出：若 AJ — A 与 XI - B 相抵，则存在可逆的 A - 矩阵 P ( A ) 和 Q ( A ), 使得 

XI -B = F ( A )( A /- A ) Q ( A ). (19) 

由 （19) 式得出 

P ( A)- 1 (AI ~ B ) = ai - A ) Q ( A ). (20) 

为了推导出 A 与 B 相似，我们需要下述引理1，它类似于 F [ A ] 中的带余除法。 

引理 1 设 A 是域 F 上的任一非零矩阵， G ( A ) 是任意一个 n 级 A - 矩阵，则存在 n 级 
入-矩阵和域 f 上 n 级 矩阵丁 i ，丁 2 ，使得 

Ga) = H 1 ( A )( A /- A ) + T 1 , (21) 

G ( A ) = ( A 7 - A ) H 2 ( A ) + T 2 . (22) 

证明 把 G ( A ) 写成 

G ( A ) = X m G m -\- A m — 1 + … ~h AGi + G 0 ^ (23) 

其中， G m ~ i 9 •**» G ] > G 0 都是域 F 上的 n 级矩阵，并且_0。若 m = 0, 则 G ( A ) = G 0 。 
取则 （21) 式 （22) 式成立。下面设 m 关0。 

比较 （21) 式两边的次数，受到启发，令 

H ^ A ) = ； T — + … +AA + B 。， (24) 

其中 B m — t ，…，氏，氏是域 F 上的待定的《级矩阵。于是 

H^AKAJ -A) - X m B n ^ — B m —M) + … +A(B 。一 J^A) — JB d A. (25) 

为了使 （21) 式成立，只要取 

= G m , 

B nt -2 ~ 十 B w _ iA ， 

##參 攀鲁攀 

Bi — G 2 - B z A , 

B 0 = G 十氏 A ， 

Ti = Go + Bo A 

即可，类似可证存在 H 2 ( A ) 和丁 2 ，使 （22) 式成立。 ■ 
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定理11 域 F 上两个《级矩阵 A 与 B 相似当且仅当; a — A 与 AJ — B 相抵。 

证明 必要性在前面已证。 

充分性。设 A /— A 与;相抵，则有 （19) 和 （20) 式成立。运用引理1，存在72级; I - 
矩阵味 （ A ), H 2 ( A ) 和域 F 上72级矩阵7\,了 2 ，使得 

Q ( A ) = H \ ( A ) ( A / — B ) + T ] , (26) 

P ( A ) = (AJ — B ) H 2 ( A ) + T 2 . (27) 

把 （26) 式代入 （20) 式得 

[ P ( A )— 1 -( A /- A ) H !( A )]( A /- B ) = ( AI — A )7 V (28) 

(28) 式右端的 A - 矩阵的次数等于1或7^=0,因此 P ( A )~ 1 -( A /- A ) H 1 ( A ) 是域 F 上的 
矩阵，记作 S 。 于是 

S - Pay 1 - (AJ - A ) H ,( A ), (29) 

S ( A / — E ) = (Ai — A ) Ti . (30) 

从 （29)、（27) 和 （19) 式得 

1= P ( A)S + P ( A)(AJ ~ A ) H 1 ( A ) 

=[(AJ — B ) H 2 ( A ) + T 2 ] S +( A /- B ) Q ( A )- , H 1 ( A ) 

- T 2 S + (AJ - J 3)[ H 2 ( A)S + Q ( A )~ 1 H 1 ( A )]. (31) 

(31) 式右端的第 2 项必须是零矩阵，否则其次数至少是1，这与 （31) 式左端以及右端的第 
1项都是域 F 上的矩阵矛盾。于是 

I = T 2 S . (32) 

从而 S 是可逆矩阵。从 （30) 式得 

A 7 - S—UAJ - A )^ = AS 1 T x - S ^ AT ,. (33) 

从 （33) 式得 ， J = S — 因此 B = S — iAS 。 即 A 与 B 相似。 ■ 

9.8.2 典型例题 


例 1 求下列数域 K 上的矩阵 A 的 Jordan 标准形 
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解 （1) A 的特征多项式 /( A ) 为 


/( A ) = | XI ~ A \ 


A — 2 — 3 — 2 

— 1 A-8 -2 

2 14 A + 3 


(A — 1 )(A 一 3) 2 ， 


于是 A 的全部特征值是1，3(2重) 


0 


特征值1的代数重数是1，因此它在 A 的 Jordan 标准形 J 的主对角线上只出现 


次 


对于特征值3,先求 rank(A —3 J ) : 


-1 


A _ 37 


— ► 


4 . 


—1 - 14 —6 


因此 rank ( A —3 J )=2。 从而主对角元为3的 Jordan 块总数为3 — 2 
Jordan 标准形 J 为 


o 


于是 A 的 


( 2 ) 


I A/ - A | 


A -1 0 

4 A — 4 0 

2 — 1 A — 2 


( A -2) 3 


于是 A 的全部特征值是 2(3 重）。下面求 rarik(A — 21): 


— 2 


-2 


A — 21 




0 — 


-2 


于是 rank ( A —2 J ) 
Jordan 标准形 J 为 


从而主对角元为 2 的 Jordan 块总数为 3 — 1 


因此 A 的 


(3) 


IAI-AI 


A - 1 3 —3 

2 A + 6 -13 =(A — I ) 3 , 

1 4 A-8 


于是 A 的全部特征值是 1(3 重）。 


1 ——4 


A-J 


13 


1 — 1 , 


因此主对角元为1的 Jordan 块总数为 3 — rank ( A — I ) = 3~2 
准形 J 为 


o 


从而 A 的 Jordan 标 





350 


着 


第9章线性映射 


1 1 01 
0 1 1 
0 0 1 


(4) \ Xl — A | 


A — 3 


1 

0 

0 

-1 

A 

—1 

0 

0 

— 3 


0 

A -5 

3 

— 4 


1 

-3 

A + 1 

A - 3 


1 


A — 5 

3 


A 

-1 


一 3 

A + 1 


a - 2 ) 4 . 


于是 A 的全部特征值是 2(4 重) 


o 


A — 21 


,1 

— 1 

0 

0 1 


「1 

— 1 

0 

0 1 

1 

— 1 

0 

0 


0 

3 

3 

-3 

3 

0 

3 

— 3 

— ► 

0 

0 

0 

0 

4 

V 

- 1 

3 

-3 

> 


0 

V 

0 

0 

0 

J 


因此主对角元为2的 Jordan 块总数为 4 — rank(A — 2 J ) = 4 — 2 = 2。由于 （A — 2 J ) 2 
因此主对角元为2的1级 Jordan 块的个数为 

rank(A — 2 J ) 2 + rank(A — 2/)° — 2 rank(A — 2 J ) 




0, 




4——4 




0 . 


从而 A 的 Jordan 标准形 J 为 


r2 1 0 0, 

0 2 0 0 

J = 。 • 

0 0 2 1 

0 0 0 2 
\ j 

(5) UJ — A |=( A _ l ) n ， 因此 A 的全部特征值是1(«重）。 

rank(A — I ) = w _ l ， 因此主对角元为1的 Jordan 块总数为 n — rank ( A — 7) = 
n —( 77 — 1) = 1。从而 A 的 Jordan 标准形为九 （1)。 

例2对于例1第（1)、（2)、（3)、(4)小题中的矩阵八求可逆矩阵 P ， 使得 
解 （1) 由于 P — ，因此 AP = iV 。 设卩=(兄，叉 2 ，：\： 3 )，则从4尸=/^以及 

A ( X !, X 2 , X3 ) - ( X ”3 X 2 ， A ： 2 +3 X 3 ). 

于是 （A — DXi-OAA —3 DX 2 =0， G 4 —3 I ) X 3 = X 2 。 

解齐次线性方程组 (A — J ) Y =0, 得 

X, = ( 2 , 0 , - 1 )’. 

解齐次线性方程组 ( A _3 DY =0, 得 

X 2 = (1, - 1，2)’. 

解线性方程组 (A — : 
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0 — — — 1 


14 -6 


T 


它的一个特解是 Yo = ( —ho，。)'。 取 X 3 = ( — 


1 — 1 


0 — 1 


0 . 


一 1 


显然 P 是可逆矩阵。 


(2) 设可逆矩阵 P=(U 2 ，X 3 ) 使得 = 则 


(AX 


(2 X x ,2 X 2 , X 2 +2 X 3 ), 


从而 


{A-2DX, =0AA-2I)X 2 = 0,(A-2DX 3 =X 2 


解齐次线性方程组 (A — 2DY=0, 一般解为：％ 


: y2 ，其中^2 ^3为自由未知量 ，一 


个基础解系为 


(0,0，1)'， 


(1，2,0广 


取兄二⑺，。，；^/。设 A： 2 = (+^， 力，: y 3 )，X 2 的取法应使 (A_2J)Y=X 2 有解。把增广矩 


阵经过的初等变换化成阶梯形 矩阵: 


一 2 


y 2 


y 


yz 


― ► 


3^2 

3^3 


0 — -^-^2 + >3 


为了使 (A-2J)r=X 2 有解，应取％ 


^2 


0 


于是取 


解线性方程组 (A —2J)Y=X 2 ，得一个特解尤 3 = ( — 士，0,0) / ，于是 


0 1 — T 

F= 0 2 0 ■ 

1 1 0 

显然 P 是可逆矩阵。 

(3) 设 P =( X " X 2 ， X 3 )， 由 AP = Pjn 

( AX 1 , AX 2 , AX 3 ) = CX l , X l + X 2 , X 2 + XO - 

从而 （A — 1)兄= 0 ， （A — J ) X 2 =兄 ， （A — DX 3 = X 2 . 

解齐次线性方程组 (A — I ) Y =0, 求得兄 =(3，1，1)'。 

解线性方程组 ( A — 1作=兄，求得 X 2 = (3，一 1，0)'。 

解线性方程组 (A — 求得 X 3 = (4，一 1，0)'。 
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^3 3 4' 

于是 P = 1 — 1 — 1 • 

10 0 

、 J 

显然 P 是可逆矩阵。 

(4) 设 足） ，由 AP = PJ % 

( AX " AX 2 ， AX 3 ， AX 4 ) = ( 2 X , , X , +2 X 2 ,2 X 3 ， X 3 十 2 X 4 ). 

■ 

从而 （A — 21)又=0，（八一2/)叉 2 =足 ，（A —2 J ) X 3 =0 ，（A —2 m 4 = X 3 . 

解齐次线性方程组 (A — 2 Z ) F =0, 求得一个基础解系，从而得 

X , = (1，1， 一 1，0)'，叉 3 = (1,1,0,1)'. 

解线性方程组 (A —21)1^=^ ，求得 X 2 = ( —如一去，。，。)'。 

解线性方程组 ( A -2 DF = X 3 , 求得 X 4 = (0，一 1，0,0)'。 

f 1 、 

1 1 0 

于是 p= 1 — 音 1 — 1 . 

—1 0 0 0 

0 0 10 

V J 

易计算出 | P | 关0,因此 P 可逆。 

点评： 对例1的第 (2) 小题中的 A 求可逆矩阵 P 时，求出齐次线性方程组 ( A —2 J ) Y =0 
的一个基础解系为 ： （1，2,0) / ，（0,0，1)'，如果取叉 2 = (1，2,0) / 或（0,0，1) / ，都会使线性方 
程组 ( A _2 I ) X 3 = X 2 无解，因此取叉 2 = (1，2，1)'。这个解是如何求出的，在解题过程中 
已详细讲了。 

例 3对于例1中各小题的矩阵 A ， 写出其最小多项式。 

解 （1) A 的 Jordan 标准形的最小多项式是 （A —1)01 — 3) 2 。由于相似的矩阵有相 
同的最小多项式，因此 A 的最小多项式是 ( A _ l)a — 3) 2 。 

(2) A 的最小多项式 m ( A ) = [ A _2，（ A _2) 2 ] = ( A _2) 2 0 

(3) A 的最小多项式 m ( A ) = ( A _ l ) 3 0 

(4) A 的最小多项式 m ( A ) = [(A — 2 ) 2 ，（A — 2 ) 2 ]=(A — 2) 2 。 

(5) A 的最小多项式 //z ( A ) = (A _ 1)”。 

例4证 明：人 U ) 〜人 U )'。 

证明由于 
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因此 


r 0 
0 


0 • 

0 • 


0 



0 


(ai ， flt 2 ， … ， cr„) : : 

0 1 " 



0 •• 


: := («„ ，《『 "••• ， ct 2 ，Cfi ) ， 

o o 

0 0 



从而 九 （a) 〜人 (a)\ 

例5证明任一 n 级复矩阵 A 与八'相似。 



证明由于 A 是复数域上的矩阵，因此 A 有 Jordan 标准形 7 = diag{/ ri ( A ：) ，人 2 ( A 2 ) ，…， 
Jr ( A m )} ，其中 Ai ， A 2 ，…， A m 可能有相同的 ， n + r 2 十…十 r m = w 。 据例4得， ( D 〜 J r ( A , )'， 且 

^ f / 

可逆矩阵 Pi={£ ri ,£,-i ，…，松，松）使得 Pr7, a)p,=A a)'。 令 , p 2 ，…， pj ，则 

p ^ jpW 。 从而 j 〜 r。 由于 a 〜 j， 因此 a ' 〜/。从而 a 〜 a '。 ■ 

例6证明 ：数域 K： 上任一 n 级矩阵 A 与 A /相 似。. 

证明据推论9得，数域 K 上 n 级矩阵 A 与^相似当且仅当把 A 与 A ' 看成复矩阵 
后相似，于是据例5立即得到结论。 ■ 

点评：我们在本节内容精华的最后 指出： 在上述讨论中，把数域 7 C 换成域把复数 
域换成包含 F 的代数封闭域，所有结论照样成立。因此在例6中，对于域 F 上任一 n 级 
矩阵 A ， 有 A 和 A ' 相似。 


例7设 A 是域 F 上的《级矩阵， E 是包含 F 的代数封闭域。证明 ：如果 A 的特征 
多项式 /(A) 在£：中的全部根是 A lf A 2 ，…， A „ ，那么对于任意尽(又）6^|^]，尽(八）的特征多 
项式 IAI — g ( A )| 在 E 中的全部根是 gUDwa ) ，…， g ( A n )。 从而若 A , 是 A 的 n 重特征 
值，那么 g ( A ,) 是 g ( A ) 的至少 r 重特征值。 
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证明 把 A 看成 E 上的矩阵，则 A 有 Jordan 标准形 /^ diaga ^ U ) ，…， J s U ) ，…， 

J hx ( A , 7^认）}，其中；^，久 2 ，一汰是 A 的特征多项式 /( A ) 在£：中的所有不同的根， 

$ 

tn +^i 2 H - sl -I - 1 - t SUi = r s , r : + r 2 H - hr s = w 0 设 g(A) =b m X m H - h 

匕又+6。，则 


尽 (A) = 6 m A m ~h … + 6! A 十 6 。 J. 

由于 A 〜/，因此存在域 E 上的 72 级可逆矩阵 P ， 使得从而 

P~ 1 g(A)P= b m P~ l A m P H - ^b,P l AP +bj 

=b m {P l AP) m H - ^b x (p- l AP) +b 0 I 

= m + … + 厶 1*7 + ^0 ^ 

于是在 M „( E ) 中， g ( A ) 〜 g ( J )。 

g(J)= b m ] m H - +6] J +6 0 J 

= b m diag { J , ( A ] V rt ，…，人 ( A s ) w } 十… + 

1 J su ^ 

• bi diag { J , ( Ai ) ，-* - ,7, ( A s ) } +b 0 I 

11 su ^ 

=diag{g(.J t (Ai )) ，…， 《（_/, ( A ,)) }. 

i i su ^ 


gilt (A,))= b m J t (X,) m H -十卜人 (A,) + b 0 l t 

u y y u 


发 （ A,) 


^(A e ) 


* 


兒 a) 




因此 e 上的矩阵 g ( j ) 的全部特征值是 


貧 （ A 】） ， … ，发 (Ai ) ，…，，…，尺 （ A 5 ) ; 

、 ^ 、 y 

V v 

r 个 r 个 

1 S 

而入 1 …，，…， A ,， …， 义,是五上矩阵 A 的全部特征值，它们就是 A !， A 2 ，…， A „。 因此£：上矩 

V J 、 __ ^ 

V V 

r 个 r 个 

I S 

阵 g ( J ) 的全部特征值是 ^( A 1 ), g ( A 2 ),-,^( Ajo 由于 g ( A ) 〜 g ( J )， 因此 E 上矩阵 
g ( A ) 的全部特征值是它们是域 F 上矩阵 g ( A ) 的特征多项式 
在£：中的全部根。 ■ 

点评： 例7的证明表 明：在 研究域 F 上矩阵 A 的某些性质时，可以把 A 看成是包含 
F 的代数封闭域£：上的矩阵，研究£:上的矩阵 A 有没有这些性质，然后返回到域 F 上的 
矩阵 A 。这样做的好处是可以利用代数封闭域上的 n 级矩阵有 Jordan 标准形这一结论。 
我们在本套教材上册习题 5. 5的第13题对数域 K 上的《级矩阵 A 证明了例7所叙述的 
结论，现在例7利用 Jordan 标准形来证更容易人手，且更简捷一些。 

例8 证 明：对 于任一 n 级复矩阵 A ， 存在一个可逆的复矩阵 S ， 使得 S ^AS^GH, 
其中都为对称矩阵 ，且 G 可逆。 
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证明由于 A 是复矩阵，因此存在可逆的复矩阵 S ， 使得 S^ASz J ， 其中 J = 
diag { J M] (Ai ) , J „ 2 ( A 2 ) »**• jJn m ( A m ) } ，其中 Ai ， A 2 ，…，可能有相同的， n 】+ n 2 + … + n „ = n 。 

i 5 T„ t = (、，£.-!， …， e 2 ， ei ) ，则： H ,. = & ， ' = 丁〜 。 从例 4 的证明 看出： 
T ~ i j n a ) T „ =人 a )’。 于是 tv 九 a )=/„ a)，iv 。 由于（了„丄 a ))^^ a /丁: 

it ii t t t i i i i t 

九 a )， 因此 a ) 是对称矩阵。 4 G = diag { T rti , T „ ，•••，！； } ，则 G 是可逆的 

i i f i \ L fn 

对称矩阵，且 G 2 = J 。 

GJ = diag { T „ J n (Ai ) ,T / ( A 2 ) ,**• J n ( A m )}. 

i L L L m m 

由于 

( GJY = diag { ( T . J . ( A ! )) / AT . J . ( A 2 J n ( A m )/} 

11 L L m m 

= diag{T J n ( Ai ) ,T J n9 ( A 2 ) ,*** , T n J n ( A m )} 

1 1 4 L m m 

= GJ , 

因此 GJ 是对称矩阵 。 EH = GJ ， 则 

卜 IJ = G 2 J = G ( GJ ) = GH . 

从而 S~ 1 AS = J = GH . ■ 

例 9 设 V 是域 F 上 n 维线性空间 ， char 是 V 上的对合变换，且设 

rank(A + J ) = r 0 试问: A 有没有 Jordan 标准形？如果有，求出 A 的 Jordan 标准形。 

解 A z =l <=^ A 2 -/=0. 

于是 A 2 — 1是 A 的一个零化多项式。由于 char F =2, 因此 A 2 — 1= A 2 +1 = (A + 1) 2 。 从 
而 A 的最小多项式 m ( A ) = (A + l ) 2 或 m ( A ) = A + 1 。由于 A 尹 J ， 因此 m ( A ) = (A + l ) 2 , 从 
而 A 有 Jordan 标准形，且 A 的特征多项式 / Q ) = (A + 1)”。 于是 A 的特征值是 l(n 重）。 
在 A 的 Jordan 标准形/中，主对角元为1的 Jordan 块总数为 

n 一 rank(A 一 I ) = n 一 rank(A + /) — « 一 r ； 

其中 1 级 Jordan 块的个数为 

rank(A — I ) 2 + rank(A — I ) 0 — 2 rank(A — I ) = 0 ~h n — 2 r = n — 2 r . 

由于 w ( A ) = (A + l ) 2 , 因此 J 中每个 Jordan 块的级数不超过2。从而 J 中2级 Jordan 块 
的个数为 （n — r ) 一 （”一 2 r )= r 。 因此 A 的 Jordan 标准形 J 为 


J = diagJ 1，…，1 




( n 一 2 r ) 个、 


rl 1 、 

▲ A ▲ 

1 1， 

] 

0 1 

s J 

WWW 

J ， 

0 1 

、 J 



— v — 

r 个 


例10设 A 是域 F 上的《级矩阵， char F =2。 证明: A 是对合矩阵且满足 rank ( A + J ) + 


rank ( A ~ I ) —n 的充分必要条件是: A 〜 diag 




证明必要性。由于 char F =2, 因此 A_J = A + J 。 从而由已知条件得， 
2 rank(A + I ) = 〜 即 n 是偶数。若 J ， 则 A + f = 21 = 0,矛盾，因此 A 关7。据例9的 
结论， A 的 Jordan 标准形 J 中，1级 Jordan 块的个数为 n ~2 rank(A + I ) = 0。 从而 



« 
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充分性。由于 charF=2, 因此 


从而 



由于 A 〜 diag 




|，因此 A 2 =J。 


A + I 




因此 rank(A + J ) = ~|。 从而 rank(A + J )+ rank ( A — I ) = w 。 ■ 

例 11 设 A 是域 F 上72级矩阵，证明 ：如果 A 有 Jordan 标准形 / = diag{ J n] (Ai), 
A 2 (A 2 ) ，…，人是 F 中两两不等的元素，那么 C(A) 的维数等于口， 

™ S 

且 C ( A ) = F [ A ]。 

证明由于 A 〜/，因此据 8. 3节例7得， C ( A )= C ( J )。 从而据 9. 7节例18得， 
dim C(A) = dim C ( J )= n 0 A 的最小多项式州 （A) 为 


mix ) = (A — Ai) rt > (A — A 2 )"2".(A—A ,)'. 

据 9. 6 节例 10 得， dimF[A] = degm(A) = n。 从而 C(A)=F[A ]。 ■ 

例 12 设 A 是域 F 上 3 级矩阵，证明 ：如果 A 有 Jordan 标准形 J = diag {J x (a), 
Ka)}， 其中 那么 dim CCA) = 5 0 

证明由于 A 〜/，因此据 8. 3 节例 7 得， C ( A )= C (/)。 由于 J^aJ + diagUJO )， 
J 2 (0 )}， 因此 CX^^adiagU^Oh/dO )})。 从而据 9. 7 节例 17 得， 

dim C ( A ) = dim C ( J ) = dim C ( diag {(0) ，/ 2 (0) }) = 5 ■ 

* 例 13 设 A 为域 F 上 n 维线性空间 V 上的线性变换，且 A 的最小多项式 m (A) 在 
F[A] 中的标准分解式为 

mix) = (A 一 Ai ) ；1 (A — 义 2)’ 2 … （A — X s ) ls . (34) 

令 = 存在正整数 r (它依赖于 a ) 使得 G4— 2,/)^« = 0}，/=1，2广.0。 

(1) 证明： V,是 A 的不变子空间，^ = 1，2,…， 5; 

(2) 证明： ㊉…㊉ 

(3) 设 A 在由 V,(f = l，2, …， s ) 的一个基合起来所成的 V 的一个基下的矩阵为 
Jordan 形矩阵 J : 


J = diag {/:,； 2 , 

求的 Jordan 标准形，以及 A 在 V/V, 上诱导的线性变换 A 的 Jonlan 标准形。 
(1 ) 证明 任取则存在正整数 r ， 使得 U — AJYc ^ O 。 若则 

(A-A,!)^ = (A-XjY^iA-XJYa - 0. 

于是 a eKer ( A — AJ # 。若 r > Z ,， 令 

g^(A) == (A — Ai)’ 1 … （A — Ai-i ) /i ~ 1 (A 一 Ai) r ••• (A _ 入 s )~ ， 
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则据 9. 6节例18的第 （1) 小题的结论得 

Ker(A — A I /) r = Ker(A — A ,/)^ . (35) 

从而 a6Ker ( A — AJ )~。 因此 V , GKerG 4 —A 。 显然， Ker ( A—A ， 所以 

Vi = Ker(A — A . J )’， ， f = 1，2,…，夂 (36) 

因此 V , 是 A 的不变子空间 ， f = l ，2, …^。 ■ 

(2) 证明 由 m ( A ) 的标准分解式 （34) 得 

V = KerU - XiI )^ © KerG 4 — hJ )~ ㊉…㊉ Ker(A — AJ )〜. 

由于 V ,= KerC 4 —f = 1 ， 2 ， •••， s ， 因此 

V = W © V 2 ㊉…㊉ V s . (37) 

瞀 

(3) 解 由 （37) 式可得 ■ 

V = K ㊉…㊉ VVi ㊉ VVi ㊉…㊉ V s . (38) 

于是 A 在 V ,，％ ，…， ， V , +1 ，…， V , 的一个基合起来所成的 V 的一个基下的矩阵为 

diag { J , , Ji ，…，, J ，+ 1 ，•"，/,}. (39) 

据 9. 5 节例 8 得，人是在％的一个基下的矩阵，即 J , 是义|%的 Jordan 标准形。 
仍据 9. 5节例8得， A 在 V / V , 的一个基下的矩阵为 

diag { Ji ，…，人—1，7^+1，•••，/*}• (40) 

即 （40) 式是 A 的 Jordan 标准形。 

点 评：例 13的第（1)、（2)小题由于利用了 9. 6节例18的结论，因此很容易地证明了 
V t = Ker ( A ~ X t I ^ ，从而立即得到 V = ㊉ ％ ㊉ … ㊉ V s 。这说明多掌握一些理论，并且 
能灵活运用理论，就能找出解题思路，不至于被一些表面现象所迷惑。例如在例13中， V , 
实际上就是由最小多项式的标准分解式得到的 V 的直和分解式中的 W , = Ker(A — 。 

例13的第 （3) 小题表 明：若 A 有 Jordan 标准形（即 A 的最小多项式 m ( A ) 在 F [ A ] 中能分 
解成一次因式的乘积），则 A 在上的限制 A | 有 Jordan 标准形； A 诱导的商空间 
WW t 上的线性变换1也有 Jordan 标准形。这个结论可以推广到 A 的任一非平凡不变子 
空间 W 上，即有下述例14的结论。 

例 14设 A 为域 F 上”维线性空间 V 上的线性变换。证明 ：如果 A 有 Jordan 标准 
形，那么对于 A 的任意一个非平凡不变子空间 W ， 都有 Al W 有 Jordan 标准形，且 A 在商 
空间 V \ W 上的诱导变换 A 也有 Jordan 标准形。 

证明 由于 A 有 Jordan 标准形，因此据推论 2 得， A 的最小多项式 m ( A ) 在 F [ A ] 中可 

以分解成一次因式的 乘积： 

m(A) = (A — Ai ) /! (A — A 2 V 2 … （A — A; )~ . (41) 

设的最小多项式 SmjA )， 则对任意 yew ， 有 

w(A I W)y = m ( A)y = 0. 

从而爪 （ A | W ) = 0。 因此 m ( A ) 是 A | W 的一个零化多项式。于是 miaWmU )。 从而 
7^ ( A ) 在 F [ A ] 中也可以分解成一次因式的乘积，所以 A | W 有 Jordan 标准形。 

从 (41) 式可得出， A 的特征多项式 /( A ) 可分解成一次因式的乘积。 从可分解 
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成一次因式的乘积 推出 ： A 的特征多项式 /^ A ) 可分解成一次因式的乘积。设 A 的特 

征多项式为 / 2 ( A )。 据 9. 5节例9得 

/( A ) = /!( A )/ 2 a ). 

从而 / 2 ( A ) 可以分解成一次因式的乘积。因此据推论3得， A 有 Jordan 标准形。 ■ 

例 15设 A 为域 F 上 n 维线性空间 V 上的线性变换， W 是 A 的一个非平凡不变子 
空间。证明 ：如果 A | W 有 Jordan 标准形，且 A 在商空间 V /W 上的诱导变换 i 也有 
Jordan 标准形，那么 A 有 Jordan 标准形。 

证明 由于 A | W 有 Jordan 标准形，因此据推论3得， A | W 的特征多项式 ( A ) 在 
F [ A ] 中可以分解成一次因式的乘积。同理，由于 A 有 Jordan 标准形。因此 A 的特征多 
项式 / 2 ( A ) 在 F [ A ] 中可分解成一次因式的乘积。由于 A 的特征多项式 

因此 /( A ) 在 F [ A ] 中可分解成一次因式的乘积。所以 A 有 Jordan 标 
准形。 ■ 

点评：例15是例14的逆命题。 

例 16设 A 为域 F 上 n 维线性空间 V 上的线性变换，且 A 的最小多项式 m ( A ) 在 
F [ A ] 中的标准分解式为 

miX) = (A—AiViGl — … （ A—A ,)、 (42) 

记 W, = Ker(A—AJV』= 1 ， 2 ， ••• ， s。 设 W 是 A 的一个非平凡不变子空间，且 W = W tx 
㊉ w, 2 ㊉…㊉ ，其中， a ，i 2 ，…， l e { 1，2, …， s >， 且两两不等。如果 
在由 ， W, 2 ，…，的一个基合起来所成的 W 的一个基下的矩阵 B 是 Jordan 形 
矩阵， A 在商空间 V7W 诱导的线性变换 A 在 V/W 的一个基下的矩阵 C 是 Jordan 形矩 
阵，求 A 的 Jordan 标准形。 

解 从 （42) 式得 

KerCA - A ：/)^ © Ker ( A - A 2 /)^ ㊉…㊉ KerG 4 — 

㊉㊉…㊉ W,. 

记 Ui 山，…， } = {1，2 ， …， s }\{ fi ， f 2 ，…， f u } ，则 

V = ㊉…㊉' ㊉㊉…㊉= W ㊉ L7 ， 

其中 ㊉ 1 ㊉ … ㊉ 显然1/是 A 的不变子空间。据例14得 ， A IL 7 有 Jordan 
标准形。 

设 A | L 7 在由，…，的一个基合起来所成的 L 7 的一个基下的矩阵 G 是 
Jordan 形矩阵，则 A 在由 W 的上述基和 U 的这个基合起来所成的 V 的基下的矩阵 A = 
diag { B ， G } ，于是 A 为 Jordan 形矩阵。从而 A 是 A 的 Jordan 标准形。据 9. 5节例8得， 
A 在 V / W 的一个基下的矩阵为 G 。由于 G 是 Jordan 形矩阵，因此 G 是 A 的 Jordan 标准 
形。又已知 C 是 A 的 Jordan 标准形，据 Jordan 标准形的唯一性得 ， G = C ，从而 A 的 
Jordan 标准形 A = diag { B , C } 0 ■ 

点评： 在例16中， A 的不变子空间 W = ㊉ … ㊉ 保证了 W 在 V 中有 A 不变补 

空间 ㊉㊉ … ㊉ ％ ，其中{匕，， 2 ，…，〜} = {1，2,…， ， f 2 ，…， U 。 一 般地, 

I & V 

对于有 Jordan 标准形的线性变换 A ， 其任一非平凡不变子空间不一定有 A 不变补空间。 
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我们已在 9. 6节的命题10中证 明了： 如果域 F 上 n 维线性空间 V 上的线性变换 A ，其特 
征多项式在包含 F 的代数封闭域中的全部根都在 F 中，那么对于 A 的任一不变子空间都 
存在 A 不变补空间当且仅当 A 可对角化。 

例17设 A 为域 F 上 n 维线性空间 V 上的线性变换，且 A 的最小多项式 m ( A ) 在 
F [ A ] 中的标准分解式为 

m ( A ) = (A — Ai(A — 又2 V 2 … （A — A s )(43) 
记 W ,= Ker ( A — AJ)。 ，^ = 1，2,…， s。 设 W 是 A 的一个非平凡不变子空间。证明 = 
㊉ W , 2 ㊉ … ㊉当且仅当 A 1 W 的特征多项式 / W (A) 与 A 在商空间 V/W 诱导的线性 
变换又的特征多项式 / w(A) 互素，其中 A ;1 ，A l2 ，…， A, 6 {A:，A 2 ，…， A,} 且两两不等。 

证明 必要性。从例 16 的证明中知道，此时有 

V = W ©1/， 

其中 = ㊉ ％ 2 ㊉…㊉ Wyh A ，…山 }是{心，/ 2 ，…， U 在{1，2，*"，0中的补集。由 
于 A | W ^ 的最小多项式?^(久）=(义一又)）6，_;' = 1，2，“*，5，因此益丨\^的最小多项式 
m w ( A ) 为 

m w ( A ) = [ m t ( A ) ( A ) ? ***， m , ( A )] 

I o t£ 

=(A — A , U—；U … ( A _ A ; )、； (44) 

1 Z u 

A 丨(7的最小多项式 my ( A ) 为 

m ^ CA ) = [_ m , ( A ) ( A ) ? ^ m t ( A )] 

1 Z v 


— (A — A ； ) /f i (A — k t ) lt 2 *•*( A — X t )、• (45) 

] L v 

于是 m w ( A ) 与 m ^； GO 互素。从而 A | U 的特征多项式 /w ( A ) 与 All ； 的特征多项式 A ； ( A ) 
互素。由于 ㊉ L 7, 因此 A 的特征多项式 /( A )=/ w ( A )/ a ( A )。 又由于 

y~(A) — (a)/V/ w ( 入）， （ 46) 

因此 / u ( A ) = / V / w ( A ) ，从而 / V ( A ) 与 / V / w ( A ) 互素。 

充分性。据例14的证明得， m w ( A )| m ( A )。 从而 

m w ( A ) = (A — Xi x ) 9, i ( A —又, 2 ) 9 '2 …（又 一 A 、）、. (47) 

设 A 的特征多项式 /( A ) 在 F [ A ] 中的标准分解式为 

/( A ) = (A — Ai ) ri ( A —久2 )〜… (A — A 5 )。 ， （48) 

则 Ker ( A — A ,/) r > ^ Ker ( A — A ； I )^ } ，j = 1 ，2,…，5。由于 / w ( A ) 与 / ww ( A ) 互素，因此 

从(46)、（47)、（48)式得 

fwiX ) = (A — A ,】 ) r, i (A — Xi z ) r ； 2 … (A — A 、) r； «. (49) 

从 (49) 式得 


由于 


W = Ker ( AlW _ A tl ㊉…㊉ Ker ( A|W - A , u /) r - 


(50) 


a e Ker ( A\W ~ Xi k IY ^ <=> ( A\W - k ^ IY^a = 0 


< ■ > a W 且 （A — A^D^a — 0 



a 6 W 且 a 6 KerU - X tk n \ = W lk 


a e w n , 


_ 
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因此 KerU \ W - X ik IY ^ = WpiW ik ，是=1，2,…，“。从而 

w = (w n ) ㊉ （w n ) ㊉…㊉ （w n )• (51) 

假如有某个 Wfl ，则存在的非零子空间 K ，使得 

W, A = (W n %) ㊉ (52) 

于是 A | U 4 的最小多项式 ( A ) = ( A—Ay )4, 其中从而 AIR 的特征多项 
式/、 （ A ) = ( A — A ，其中 eX 从 （51) 和 （52) 式得 

㊉㊉ … ㊉ =灰 ㊉ 17*. (53) 

从必要性证明过程可看出， A| (W fi ㊉ W, 2 ㊉…㊉) 的特征多项式为 (A—A,,) 〜 （ A—A, 2 )〜 2 … 
(A—A , n ) 〜“。又 Al (W ㊉ LT ,) 的特征多项式为 f w a)fu k U) = a—Aq )、 （A —A, 2 )〜 2 … （A — 
A, n ) r, u (A — \ 。矛盾，因此 W A ^&，A = l ， 2r“ ， M 。 从而 

w - W (1 ㊉ w , 2 ㊉…㊉ w ,“_ ■ 

点 评：例 17 的充分性证明的关键是证明 

w = (w n w lx ) ㊉ n w, 2 ) ㊉…㊉ （w n w, u ); 

然后证明 wn =Wv 4=1，2，〜， m 。 在证明后者时用反证法，并且利用了 A I ( W、 ㊉ 

W , 2 ㊉ … ㊉ W , u ) 的特征多项式去推出矛盾。这一方法是很有趣的。 

从例15、例16、例17立即得到下述 结论： 

设 A 为域 F 上 n 维线性空间V上的线性变换， W 是 A 的一个非平凡不变子空间，如 
果 A | W 有 Jordan 标准形 B,A 在商空间 V / W 诱导的线性变换 A 有 Jordan 标准形 C， 且 

A | W 的特征多项式 / W ( A ) 与叉的特征多项式 / w ( A ) 互素，那么 A 有 Jordan 标准 
形 diag{B，C} 。 

例18设 A 是域 F 上的 /I 级分块上三角 矩阵： 

(A\ A 3 1 

A = ， 

0 A 2 

其中 A^A 2 分别是 m 级， W2 级矩阵。证明 ：如果 AuA 2 分别有 Jordan 标准形乃， J 2 , 且 
A x 的特征多项式乃以）与 A 2 的特征多项式/ 2 (A) 互素，那么 A 的 Jordan 标准形 
为 diagG】，^}。 

证明设V是域 F 上的《维线性空间。定义V上的一个线性变换 A， 使得它在V的 
一个基〜，&，•••，〜下的矩阵为 A 。令 W=〈^，a 2 ，…， ％ >，则 W 是 A 的不变子空间，且 

下的矩阵为 A 1； A 在商空间 V/W 上诱导的线性变换 A 在 
V/W 的一个基《„ 1+1 +W， …， +W 下的矩阵为 A 2 。 由于 A ， A 2 分别有 Jordan 标准形 
入，7 2 ，因此 A|W，A 分别有 Jordan 标准形乃 ，/ 2 。 A | W 的特征多项式就是 A i 的特征多 
项式 ^( A)，^ 的特征多项式就是 A 2 的特征多项式 / 2 ( A )。 由于 /\( A ) 与 / 2 ( A) 互素，因 
此据例17的点评中的结论得， A 的 Jordan 标准形为 diag{ Ji ， J 2 } ，这也就是 A 的 Jordan 

标准形。 ■ 

例19 证明 ：数域 K 上的 r 级 Jordan 块人 （ 1 ) 与它的々次幂厂 （ 1 相似，其 
中 2<々<r* 0 

证明人 （1)* 是主对角元都为1的上三角矩阵，因此人（IV的特征多项式 /U) = 
Q-l) r o 从而人 （1Y 有 Jordan 标准形/。 J 的主对角元为1的 Jordan 块的总数为 
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r — rank (人 （1)* — J )。 由于人 （1) = J +人 （0) ，因此 

人（ 1，= [/ + 人 （ 0)]* = J + ci/ r (o) + c|j r (o ) 2 + … + cL/ r (o)\ 

于是 

r 0 k Cl Cl - C k k 0 … 0 ] 

o o 是 a … ci i a o 

JrW k - I =：：：： : : : . 

0 0 0 0 … 0 0 **• k 

0 0 0 0 — 0 0 … 0 

、 ) 

从而 rank (人 （1)* — J ) =r — 1。因此 r ~ rank (/ r (1)* — /) = r — ( r — 1) = 1 。 

于是人 （ IV 的 Jordan 标准形 J = J r ( l )。 所以人 （ 1穴 〜人 （1) 。 ■ 

例20设 A 是域 F 上 n 维线性空间 V 上的线性变换。证明 ：如果 A 的最小多项式 
m ( A ) 在 F [ A ] 中可分解成一次因式的乘积，且 deg 7? i ( A ) = n ，那么 A 的 Jordan 标准形 J 中 
各个 Jordan 块的主对角元互不相同。 

证明由于 deg m ( A ) = i 因此 A 的特征多项式 /( A ) 等于 / n ( A )。 设 /( A ) 在 F [ A ] 中 
的标准分解式为 

/( A ) = ( A - Ai) r i ( A - A 2 ) r 2 -"( A - A ,) r ' , (54) 

其中 AhA 2 ，…， A , 是 F 中两两不等的元素。从 （54) 式得 

V — Ker(A — Ai /) r » © Ker(A — A 2 /) r2 ㊉…㊉ Ker(A — X s I ) r ^ . 

记 W , = Ker ( A — ，令 是 W , 上的幂零变换，其幂 

零指数为又由于 A 的根子空间的维数等于七的代数重数 r ,， 因此的幂零指数 
r , 等于 dim %。 从而尽在％的一个适当基下的矩阵仏是一个 Jordan 块人 /0)。于 
是在％的这个基下的矩阵 ( A ,)。 因此 A 在由，…， 

的一个基合起来所成的 V 的一个基下的矩阵 J 为 3 

J = diag { J ri (Ai ) , Jr 2 ( A 2 ) ，…， ( A s ) }• 

J 是 Jordan 形矩阵，其各个 Jordan 块的主对角元互不相同。 ■ 

例21 求人（0) 2 的 Jordan 标准形 （ w > l ) 。 

解由于 rank (九 （0 ) 2 )=n — 2 , 因此 J „(0) 2 的 Jordan 标准形 J 中，主对角元为0的 
Jordan 块总数为 n —( n _2) = 2。(0) 的幂零指数为心 

当 n = 2 m 时，由于 [九 （0 ) 2 ] m = 人 （0) 2 m =0, 而[人 （0) 2 ] m — 1 = J „(0) 2 m — 2 关0,因此 
九（0) 2 的幂零指数为 m D 于是据习题 9. 7的第9题得，九（0) 2 的 Jordan 标准形/中有 m 
级 Jordan 块 J m (0)， 从而 / = diag {/ m (0) ，/ m (0) } 0 

当 n = 2 m -\~ l 时，由于 [人 （0) 2 ? +1 =人（0产 +2 =0,而[九 （0) 2 ] m = 九 （0 产 弇0,因此 
九（0) 2 的幂零指数为 m +1。 于是人（0) 2 的 Jordan 的标准形 J 中有 m 十1 级 Jordan 块 
J m +i (0) ，从而 J = diag { J m+1 (0) ， J m (0) } 。 

例22设 a 是域 F 中非零元，求几 U ) 2 的 Jordan 标准形。 

解人（幻=以+人（0)，于是 [ J r U)] 2 =VJ + 2 a _ M 0)+ 人（0) 2 。从而入 U ) 2 的特 
征多项式 / ( A ) = (A — < 2 2 )「。于是 J r ( a ) 2 有 Jordan 标准形_/。由于 a #0 ，因此 


• 362 • 第 9 章线性映射 

rank (人 U ) 2 — a 2 J ) = rank (2 a J r (0)+ 人 （0) 2 )= r — 1。从而 J 中主对角元为 a 2 的 
Jordan 块总数为 r —( r — 1) = 1。因此 J = J r U 2 )。 即 / r U ) 2 的 Jordan 标准形为入 U 2 ) 。 

例 23 设 a 是非零复数。证 明：人 U ) 有平方根，即存在 r 级复矩阵 B ， 使 
得 B 2 =/ r U) a 

证明 据例22得，人(士) 2 〜九 U )。 因此存在 r 级可逆复矩阵 P ， 使得人(在) 2 
P ^ J r ( a ) 0 从而 

人 U) = P~ l J r (^)PP~ l J r (^)P = [n(V^)P] 2 . 

令丑=尸—则 B 2 = JAa ) 0 u 

例 24证明 ：任一 n 级可逆复矩阵 A 都有平方根。 

证明 设 A 的 Jordan 标准形为 

J = diag{/ r (Ai ) ，/、 （ A 2 ) ，…， Jr ( A m )} ， 

1 i m 

其中 ，…， A m 是 A 的特征值（它们中可能有相同的）。由于 A 可逆，因此 A , 关 = 

2,…， m 。 据例23得，存在 r , 级复矩阵氏，使得莰=入 1 认），纟=1，2，_“，撕。令5 = 
diag{Bi , B 2 »"• ，^}，贝 ！ j 

B 2 = diag{B ?， 玟 ，…， 忠} = diag{7 ri (A 2 ),-,；. Q w )} = J. 

由于 A 〜/，因此存在 n 级可逆复矩阵 P ， 使得从而 A = P ~ l B 2 P = 
( np ) 2 , 即 a 有平方根。 ■ 

点 评：例 24中利用 n 级复矩阵都有 Jordan 标准形，水到渠成地证明了任一 n 级可逆 
复矩阵 A 都有平方根，其中关键是证明复数域上主对角元不为0的 Jordan 块有平方根 
(即例23)。在 9. 7节例13中，我们证明了幂零指数等于级数的幂零矩阵没有平方根。 
由此看出，不可逆的 n 级矩阵有可能没有平方根。不可逆的〃级复矩阵 A 需要满足什么 
条件才能有平方根呢？从例21看岀，如果 A 的 Jordan 标准形 J 中主对角元为0的 
Jordan 块按照{入（0)，人（0)}或{人 +1 ( 0 ) ，人 （ 0 ) } 成对出现，那么由于几 （ 0 ) 2 〜 
如 8 {人（0)，人（0)}，/ 2 4 1 (0) 2 〜出叫{人 +1 (0)，人（0)}，因此八有平方根。先看下面的 
例25。 

例 25设数域 K 上的3级矩阵 A 为 ▼ 

— 210， 

A = — 4 2 0 . 

- 2 1 0 

试问： A 是否有平方根？如果有，求出 A 的一个平方根。 

解 把例1第 （2) 小题的矩阵记作 B ， 则 A = B — 27。从而 A 的 Jordan 标准形 J = 
diagU ^ O ^ JJO )}。 例2的第 （2) 小题已求出可逆矩阵 P ， 它使得 = 其中 



据例21的结论得 J 3 (0) 2 〜 J 。 设5=0^ ，匕， Y 3 ) 使得 S ~ 1 J 3 ( 0 ) 2 S = J，m 
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(/ 3 (o) 2 yw 3 (o) 2 yw 3 (o) 2 y 3 ) = (o,o,y 2 ) 


从而 j 3 (0)^=0, j 3 ( o ) 2 y 2 = o ,73( o ) 2 y 3 ^ v 2 


o 


解齐次线性方程组 / 3 ( o ) 2 z = o , 得一个基础 解系： 

Y , = (0 ， 1 ， 0) ，， Y 2 = (1,0,0)' 

解线性方程组 / 3 ( o ) 2 z = Y 2 ，求出一个 特解： 

y 3 = (o,o,i)'. 


于是 


0 ,s— 1 = s. 


综上所述得 


PJP 


p(s 1 j 3 (oys)P l = (ps^jao)sp- 1 ) 


计算 


0 — 冬 1 


PS ~ l JA 0 )SP 


PI 


OP 


- 1 2 


(55) 


— 2 


(55) 式所示的矩阵就是 A 的一个平方根 a 

例26证 明：不 可逆的 n 级复矩阵 A 有平方根当且仅当 A 的 Jordan 标准形 J 中主 
对角元为0的 Jordan 块按照 { JJ 0)， 人（0)}或{人（0)，人 +1 (0)}成对出现，只有1级 
Jordan 块人 （0) 可以单独出现。 

证明充分性。把 A 的 Jordan 标准形中主对角元为0的 Jordan 块调至前面，组成 
一个 Jordan 形矩阵 J 3, 把主对角元不为0的 Jordan 块调至后面，组成一个 Jordan 形矩阵 
C ， 则 

J - diag { B , C }, 

其中 B 是&级幂零矩阵， C 是 n 2 级可逆矩阵。据例24得，存在〜级可逆复矩阵 G 使得 


G 2 = C 0 已知 B 中 Jordan 块按照{人（0)，人（(^丨或丨人⑺^人^⑺”成对出现^^有^⑺） 
可以单独出现。由于 

/ 2r (0) 2 〜 diag{J r (0)， 人（0)}， J 2 ^(0) 2 〜 diag { J r (0), J r +1 (0)}, J ：(0) 2 -乃（0)， 

因此存在〜级复矩阵 h ， 使得 h 2 h 而 

(diag{H,G }) 2 = diag{B,C } - ]. 

由于 A 〜/，因此存在 rz 级复矩阵 P， 使得 A = PH/P。 从而 

A = P~ l ( diag { H , G }) 2 P =( P~ l d \ ag { H , G } Py . 

必要性。设 A 有平方根 A^BPA^^A。 设 iVf 的 Jordan 标准形为 J M ， 把中的主 
对角元为0的 Jordan 块调至前面组成 Jordan 形矩阵 N; 其余的 Jordan 块调到后面，组成 
Jordan 形矩阵 L， 则 J M = diag{iV，U ，其中 N 是幂零矩阵， L 是可逆矩阵。由于 M 〜 J M ， 

因此 M 2 〜 J 2 m 。 从而 A 〜 J 2 m 。 由于 A 〜 J ， 因此 J 2 m 〜 J 。 即 
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diag { N 2 , L 2 } - diag { B , C }. 

由于 N 2 是幂零矩阵， L 2 是可逆矩阵，因此 iV 2 〜 B ， L 2 〜 C 。 从而 N 是… 级矩阵， L 是& 
级矩阵。假如 B 中有一个 w 级 1) Jordan 块九（0)，没有另一个 Jordan 块九 （0) 或 
九 +] (0)与它匹配，那么 N 中需要有一个 w 级 Jordan 块 L (0)， 使得(0) 2 〜九 （0) 。但 
是 rank ( L (0) 2 ) = u -2, rank (7 u (0)) = M - l o 这与相似的矩阵有相同的秩矛盾，因此 B 
中的 Jordan 块一定是按照{人（0)，人 （0)} 或彳人 （0) ，人 +1 (0)}成对出现，只有人 （0) 可以 
单独出现。 ■ 

例27对于例1第 （1) 小题的 A ，计算 A 1 ' 

解从例1第 （1) 小题知道， A 的 Jordan 标准形是 


diag (1) ， 


0 


从例2第 （1) 小题知道，可逆矩阵 


P 


0 

-1 


1 


使得 F」AP = J 。 从而 — 


-I 


1 1 

0 
0 


计算出 


JP 


-I 


0 

0 


2 -li 
1 0 


-1-5-2 


0 


3 J 


0 1 
0 0 


/ + 10 • 3 


9 


0 1 
0 0 


「3 


10 


0 


10 • 3 

o 10 


9 


因此 


A 


P 


0 


0 3 


10 


0 

10 • 3 


9 


0 0 


P 


— 7 • 3 9 — 38 • 3 9 — 4 — 14 • 3 9 — 2 


10 • 3 9 
- 20 • 3 


53 • 3 


9 


20 • 3 


9 


9 


106 • 3 9 十2 — 40 • 3 9 十 1 


例28设 


求 A 1 。。 十 2 A 9 °+3 A 60 。 


1 0 0、 

A = 1 0 1 

0 1 0 


解令 g ( A )= A _ 十 2 A 9 °+3 A s °。 计算 A 的特征多项式 

/( A ) = | A / - A | = (A — 1 ) 2 (A + 1) = A 3 - A 2 — A + l _ 

用 /( A ) 去除 g ( A )， 作带余 除法： 


(56) 
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g ( A ) = hix) fix) + r ( A)，deg r ( A ) < deg /( A ) = 3. 

设 r ( A ) 二 r 2 A 2 +GA + g ，其中 Q ， c D 待定。 

A 100 + 2 A 90 十 3 A S ° = giA ) — r ( A ). 

入分别用 A 的特征值 1, —1 代入，从 ( S 7) 式得 

6 = c 2 + Ci + Co , 

6 = c 2 — ci + c、 0 . 

在 （57) 式两边求导数，得 

g ， （A) = // U )/ U ) +/ KA )/( A ) + r ’( A ). 


100又 99 + 180 A 89 十 180 A 59 = / i / ( A )/( A ) +/ i ( A )/( A ) +2 c 2 A + Cl . 

A 用 1 代入，注意 1 是 /( A ) 的2重根，因此/'( I )二0。从 （61) 式得 

460 = 2 c 2 十 c ! . 

联立（59)、（60)、 （62) 式，解得 

c t — 230， c'i =0， c 0 = — 224. 

因此 


A 100 + 2 A 90 十 3 A 60 = 230 A 2 — 224/. 



「1 0 0、 


rl 0 0 、 


rl 0 0、 

A 2 - 

1 0 1 


1 0 1 


1 1 0 


0 10 


0 1 0 

k J 


0 0 1 


于是 

6 0 O '! 

A 100 -h 2 A 90 + 3 A 60 = 230 6 0 • 

230 0 6 

v / 

例29设 A 为例28中的3级矩阵。证 明：当 时，有 

A k = A k ~ l -f A 2 — J . 

然后利用这个公式计算 A 1 。。 ， A 9 ° ， A ' 以及 A 10 ° 十 2 A 9 。 十 3 A 6 。 。 
证明 在例 28 中已计算出 /( A )= A 3 — A 2 —X + 1， 因此 

A 3 = A 2 + A — J . 


于是当々= 3时，公式（6 4 )成立。 

假设 ^03) 时公式 （64) 成立，来看6 + 1的情形。 

八…= A ( A ^ 2 + A 2 — J ) = A 卜 1 + A 3 — A 

- A ^ 1 + ( A 2 + A - /) - A - A ^ 1 + A 2 - 

据数学归纳法原理，公式 （64) 对一切大于 2 的整数纟成立。 

A 4 — A 2 + A 2 — I — 2 A 2 — L 


猜测 


A Zr = rA 2 — ir — 1 ) /. 


当 r =2 时，公式 （66) 成立。假设 r (>2) 时公式 （66) 成立，来看 r +1 的情形。 

^2(h 1) = /\ 2 ^ 2 = (rA 2 —(r~l)/)A 2 = rA 4 — (r — 1 )A 2 


(57) 

(58) 

(59) 

(60) 

(61) 

(62) 


(63) 


(64) 


(65) 


(66) 
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= r(2A 2 — J) — (r — 1)A 2 = (r + 1)A 2 一 rl• 
因此对一切大于1的正整数 r ， 公式 （66) 成立。从而 






r 1 

0 

0、 


^ 1 

0 

0、 

A 100 : 

= 50 A 2 

— 49 J = 


50 

1 

0 

， A 90 = 45 A 2 -44 / = 

45 

1 

0 





50 

0 

1 ! 

J 


45 

0 

1 

J 




f 

1 

0 

01 


j 

6 

0 

o ' 

A 60 = 

: 30 A 2 - 

-291 = 

30 

1 

0 

1 

i 

， a 100 + 2 A 90 + 3 A 60 - 

230 

6 

0 




30 

\ 

0 

1 

J 



230 

0 

6 

J 


点 评：例 28 和例 29 给出了计算 A 1 。。 十 2 A 9Q + 3 A 6Q 的两种方法，这两种方法都利用了 
Hamilton-Cayley 定理； 例 27 是利用 A 的 Jordan 标准形计算 A 的方幂。计算 A 的方幂 
的这 3 种方法究竟选用哪一种，应具体问题具体分析。用 Jordan 标准形计算 A 的方幂的 
难点在于过渡矩阵 P 有时不是很容易求出。 

例 30 设 A 是域 F 上 n 维线性空间V上的线性变换， A 的特征多项式 /(A) 在 F[A] 中 
可以分解成一次因式的乘积 A，A 2 ，…， A, 是 A 的所有不同的特征值。 证明: A 的 Jordan 标 
准形/恰好由 s 个 Jordan 块组成当且仅当对于 A 的每个特征值有 dim V Aj = 1 。 

证明 A 的 Jordan 标准形 J 中，主对角元为 A , 的 Jordan 块的总数为/ 

n — rank(A — A >/ ) = n — dim ( Im(A — Xjl )) 

= dim Ker(A — A ；/) = dim V A .. 

因此 ' 

A 的 Jordan 标准形 / 恰好由 s 个 Jordan 块组成 
<=^ J 中主对角元为 A』 的 Jordan 块恰有 1 个 ,j = l，2, …， s 

< > dim V Xj = 1 ,7 = 1,2 , *•* ,5. ■ 

例 31 设 A 域 F 上 n 维线性空间 V 上的线性变换，且 A 有 Jordan 标准形 J = 
diagiJ ^ ( A 2 ),*•*, A ( AJ } 0 证明： V 中恰有 s 个 1 维 A 不变子空间当且仅当 Ah 

义2， …义 两两不等。 

证明 V中1维 A 不变子空间是由 A 的一个特征向量生成的子空间，从而它是 A 的 
某个特征子空间的一个1维子空间。 

充分性。设 Ai ， A 2 ，…， A 5 两两不等。由于 A 的 Jordan 标准形 J 恰由 s 个 Jordan 块 
J 、 ( AD ，人 2 ，…，/~ ( A ,) 组成，因此据例30的必要性得，对于 A 的每个特征值 々，有 
dim V Aj =1。由于每个1维 A 不变子空间是某个\^的1维子空间，因此1维 A 不变子空 
间恰个 ，…， \。 

必要性。设V中恰有 s 个1维 A 不变子空间。设 A 在V的一个基 ail ， …，，…， 
⑹…， a' 下的矩阵为 Jordan 形矩阵 J = diag{ J ni (Ai ) , J„ 2 (A 2 )，•••，*/' (A,) } 。对于 Jordan 

块九 a )， 有，于是如是 A 的属于特征值 A , 的一个特征 b 量。从而〈^一是1 

t 

维 A 不变子空间。因此V中至少有 s 个1维 A 不变子 空间： 〈 ail > ，〈的!>，…， <« sl >。 假如 
Ai ? A2 ^ *** » Aj 中有相同的，不妨设 Ai = A2。 由于〈0；11〉^^ 1 ，〈021 〉^V\ 2 — V x x ?因此 
dim V A] >2。由于 au +0f2i 6 V Ai ，且 an +c?2i #0，因此 <cri】 +c?2〗 〉也是 1 维 A 不变子空间， 
于是V中1维 A 不变子空间至少有 s + 1 个。矛盾。因此 ；U，A 2 ，…， A , 两两不等。 ■ 
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点评： 从例31的必要性的证明中看到 ：如果 A 在 V 的一个基 aii ， …， aini ， a21 ，…， 
a 2 n 2 ，… ， a s i ，…下的矩阵是 Jordan 形矩阵 / = diag { J ni ( A 2 ) ，… ，九 s ( A s )} ，那么 

对于其中的每个 Jordan 块人 ; （ A ,) ，基向量❿是 A 的属于特征值 A , 的一个特征向量， 
f = l ，2, … ， s 。 从而 V 中至少有 s 个1维 A 不变子 空间： 〈如>，〈《 21 >，…，〈⑹>。 


习题 9.8 


1- 求下列数域 K 上的矩阵 A 的 Jordan 标准形 


r 4 -5 
(1) 5 -7 

6 -9 


( 2 ) 


(4) 


一 1 


(5) 


1 —3 4、 

4—78； 
6-7 7 

3 -4 0 

4 ——5 —2 


13 16 


16 


(3) —5 —7 —6 

6 —8 -7 


— 2 


— 5 


—1 


2. 对于第1题的第（1)、 （2) 、（4)小题中的矩阵 A ，求可逆矩阵 P ， 使得 jRHAPsJ 。 

3. 设域 F 上的《级矩阵 A 为上三角矩阵，其主对角元都为^，且 a 2 ^0, 求 A 的 


Jordan 标准形 


a 2 a z 




<^n-\ 




a z 


4. 设 A 是 n 级复矩阵，72〉1。如果 rank ( A ) = 1，求 A 的 Jordan 标准形。 

5. 设 A 是 w 级复矩阵， w > l 。 如果 tr ( A ) = rank ( A ) = 1，求 A 的 Jordan 标准形。 

6. 设 A 是数域 K 上的 n 级矩阵，证明 ：如果 A 的特征多项式 /(A) = (A — 1)% 那么 
A 〜其中々= 2,3,…， a 。 

7. 设域 F 上的 n 级矩阵 A 有 Jordan 标准形。 证明： A 可对角化当且仅当对于 A 的 
任一特征值 A , 有 

rank (A — A；/) 2 = rank(A — A,I). 

8. 设 A 是域 F 上 n 级上三角矩阵 


求 A 的 Jordan 标准形。 

9. 对第1题的第（1)、（3)小题中的 A ， 求 A ie 


o 
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10. 设 A =(_? :)，求 A 1 d °+3 A 23 + A 2 °. 

(2 2 l'l 

11. 设 A= 1 3 1，求 A _。 

1 2 2 

V > 

12. 设1<々<”，求九 （0)* 的 Jordan 标准形。 

13. 证明 ：如果 〜级复矩阵与 n 2 级复矩阵没有公共的特征值，那么对任意 
〜\/2 2 复矩阵仏(：，有 


A 

B ] 


A 

c ] 

0 

a 2 

J 


0 

^2 

J 


14. 下列复矩阵 A 有没有平方根？如果有，求出 A 的一个平方根。 



4 5 2' 


rl 

一 3 4、 

(1) 

5-7 3 

； (2) 

4 

-7 8 


6-9 4 

k j 


6 

N 

— 7 7 

J 


* 9. 9线性变换的有理标准形 


9.9.1 内容精华 

设 A 是域 F 上 n 维线性空间 V 上的线性变换，如表 9-1 所示。如果 A 的最小多项式 
7«( A ) 在 F [ A ] 中不能分解成一次因式的乘积，那么 A 的最简单形式的矩阵表示是什么样 
呢？我们采取类比的方法来探讨这个问题。表 9-1 中左半部分是 A 的最小多项式 w ( A ) 
在 F [ A ] 中能分解成一次因式乘积的 情形； 右半部分是 m ( A ) 在 F [ A ] 中不能分解成一次因 
式乘积的情形。右半部分所叙述的结论是根据 9. 6节的例17、例7及其后面的点评。 


表 9 1 

设 A 是域 F 上《维线性空间 V 上的线性变换 

w ( A ) = ( A-Ai ( A - A 2 )〜 … （A — ，其中 

Ai ， A 2 ， … ， A, 是域 F 中两两不等的元素 

m ( X ) = p ^ ( X ) p l 2 2 ( A ) — />/ U ), 其中 p } ( A ),/> 2 ( A ), 
…， A ( A ) 是域 F 上两两不等的首一不可约多项式 

V = ㊉ Ker(A — 。记 — AJ ): ， 

_； = 1 

V - ® Kerp l J ( A ) ，记 W,=Ker 沁 （4)， A | W , 的最 

j = 1 

A W, 的最小多项式为 (A — A, A 

小多项式为必（又） 

令 B,=A|R— 是％上的幂零变换•其 

幂零指数为 

令九 （ A|W,) ， B, 是 ％ 上的幂零变换 ，苒 幂零 
指数为6。令是上的线性变换 • 

C } 的最小多项式为义 （ A ) 


在 m (A ) 可以分解成一次因式乘积的情形下，从的表达式可以很 


容易 解出： 因此只要把尽的最简单形式的矩阵表示研究清楚了，便可 
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立即得到 A | W , 的最简单形式的矩阵表示，进而得到 A 的最简单形式的矩阵表示。但是 
在 m ( A ) 不能分解成一次因式乘积的情形下，从晃=九（4|\^)不容易解出4|\^，因此我 

们直接研究 A | W ; ，把它记作 C ,。 C , 是 W , 上的线性变换， C , 的最小多项式是 />> a )， 其 
中九 （ A ) 在 F 上不可约。只要把 C , 的最简单形式的矩阵表示研究清楚了，就可得到 A 的 
最简单形式的矩阵表示。在表 9-2 中继续进行类比。 

表 9 2 


设 W 是域 F 上 m 维线性空间 


B 是 W 上的幂零变换，其幂零指数为于 
是 B 的最小多项式 m ( A )= A / ，从而 VaGW ， 
有 = 0 

若存在且有正整数 h 使得逻-、关0, 
及” = 0，则称子空间< — 1 77 ，…， B77 ，^〉是由 rj 
生成的 强循环子空间。 

B \ (^-、，•••，々，…在基 B ] v ，…， B V ， V T 
的矩阵是 

<0 1 0 … 0 0、 

0 0 1 — 00 

0 0 0 *■* 0 0 

4 _ _ # _ 

• « » • • 

« ■匮 # 4 * 

0 0 0 — 1 0 

0 0 0 … 0 1 

0 0 0 … 0 0 

V J 

称这种形式的矩阵是主对角元为0的一个 f 
级 Jordan 块 ，记作人（0)。其特征多项式为 

A f ，其最小多项式也为 V 


定理1 设 B 是 W 上的幂零变换，其幂零指 
数为/，则 W 能分解成 dim 个 B - 强循环 
子空间的直和，其中 W 。 是 B 的属于特征值 
0的特征子空间 


C 是 W 上的线性变换， C 的最小多项式 m ( A ) = ^( A ), 
其中 P ( A ) 是域 F 上不可约多项式，从而 VaGW ， 
有 〆 （ C) g = 0 _ 

若存在 eew 且有正整数 r , 使得 …， C f j 线性 
无关，且 C 7 可以由 $， CS , …， j 线性表出，则称子 
空间0是由6生成的 C - 循环子空间。 
cue ， c $， …， 1 &在基 j 下的矩阵是 

r 0 0 … 0 — 如、 

1 0 … 0 — a \ 

0 1 … 0 1 2 

■ ■ 拳 • ? 

• • » _ 

• * .參 

0 0 … 0 ~ a t -z 

0 0 … 1 

V 1 1 y 

其中 — 4- a ^~ a ^ 0 称上述这种 

形式的矩阵是一个由 $ 生成的 /级有理块 ，记作 CA0 . 
其特征多项式 Q ) 为 / e ( A ) = A ( A f_1 +… +〜 A + 
a 。， 其最小多项式 m e ( A )=/ f ( A )。 由于 C 的最小多项式 
m ( A ) = 〆 （ A ) ，因此 m e U ) = p k iX ) ,々</。称上述有理块 
是多项式 / f ( A ) 的 友矩阵 

猜想1 设 C 是 W 上的线性变换， C 的最小多项式 
ma ) = p l a ) ，其中 >( A ) 在域 F 上不可约，则 W 能分解成 

— dim 个 C ， 循环子空间的直和，其 * r=deg p ( A ) , 

r 

W 。 是 p(c) 的属于特征值 0 的特征子空间 


定理2条件同定理1，则 w 中存在一个基，猜想2条件同猜想1，则 w 中存在一个基，使得 C 在 
使得 B 在此基下的矩阵是 Jordan 形矩阵，称此基下的矩阵是由有理块组成的分块对角矩阵，称它 
它是 B 的 Jordan 标准形。除了 Jordan 块的排为 C 的有理标准形。除了有理块的排列次序外， C 的 
列次序外, B 的 Jordan 标准形是唯一的 有理标准形是唯一的 


下面围绕猜想1来讨论。 

设 C 是域 F 上 m 维线性空间 W 上的线性变换， C 的最小多项式772(义）=夕以），其中 
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/>( A ) 是域 F 上不可约多项式，从而 VaGW ， 有 p l { C ) a ^0 o 由此受到启发，引出下述 

慨芯： 

定义 1 设 W 是域 F 上的线性空间，(:是 W 上的线性变换，对于 W ， 如果存在 
g ( A ) 6 F [ A ] ，使得 g ( C) a = 0, 那么称 g ( A ) 是 or 的一个零化多项式。 

显然， C 的最小多项式 m ( A ) 是 W 中任一向量 a 的一个零化多项式。 

定义 2条件同定义 l ， a 的所有非零的零化多项式中次数最低的首一多项式称为 ct 
的最小多项式 ，记作 m a CX ) Q 

利用带余除法，容易证明 a 的最小多项式 m a ( A ) 能整除 a 的任一零化多 项式； 特别 
地， m / A ) 能整除 C 的最小多项式 mGO 。 

对于 aGW 且 a 关0,设 a 的最小多项式 m a a ) 为 

m a (A) = A r H - -h … 十 6】 A 十 6 。， (1) 

则 ( C ) a = 0 ，从而 

C r a = — b 广' C^ l a — ••• — b \ Ca — 6 0 a . 

假如…， Crk 线性相关，则与 m a ( A ) 是 a 的最小多项式矛盾，因此心 &，…， CrS 
线性无关。从而 

〈 a ， Gt ， … fC ^ 1 a ) 

是一个 C - 循环子空间。从表 9-2 中的内容知道， C |〈 a ， C ^， …， 的特征多项式与最 
小多项式都等于 

A r + + + 6 iA + » 

即都等于 a 的最小多项式 m tt Q )。 于是我们证 明了： 

命题 1设 C 是域 F 上线性空间 W 上的线性变换。对于 aGW 且 a 关0,如果 a 的最 
小多项 Sm a ( A ) 为 

tn a (A) = A r + A 广 1 + … 十 A 十 6 0 ， 

那么子空间 〈 a ， Cb ， 是由 a 生成的 C - 循环空间，并且 C |〈 a ， Gr ， …，的特征 
多项式与最小多项式都等于生成元 a 的最小多项式 m a ( A ) 。 ■ 

利用命题1可以得到下述 结论： 

定理 1 设 C 是域 Fin 维线性空间 W 上的线性变换，如果 C 的最小多项式 
m ( A ) = />( A )， 其中 / KA ) 是域 F 上的不可约多项式，那么 W 能分解成^个 C - 循环子空间 
的直和，其中 m 是 C 的特征多项式 /( A ) =，（ A ) 的幂指数。 

证明 对线性空间的维数作第二数学归纳法。若 W 的维数讲=1，则 W =<«>。 由于 
因此对某个从而〈《>是 C - 循环子空间。由于 C 在 W 的基《下的 
矩阵为（《，从而 C 的特征多项式为 A — 々，于是 C 的最小多项式也为 A — 々，即 p ( X ) = 
A — I W 分解成的 C - 循环子空间的个数1等于 C 的特征多项式 A —々的幂指数1。于是 
wi == l 时，命题成立。 

假设对于维数小于 m 的线性空间命题成立，现在来看 m 维线性空间 W 的情形。任 
取且 a ^0 o 由于 a 的最小多项式 m fl ( A ) 丨 m ( A ) ，而 m ( A )=/ KA ) 是域 F 上不可约多 
项式，因此 = />( A ) 。设 ^( A )= A r +6 r - iA r ~ 1 + …十 + b 0 ，据命题 1 得， 〈 a ， Cbf ，…， 
CT —、〉 是由 a 生成的 C - 循环子空间，记作，于是 dim W / W , =m — r < m 。 （：在 
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上诱导的线性变换记作对于任意，有 

+ = p { C ) p ^ rW x = 

因此 〆 £)=0。从而 / KA ) 是亡的一个零化多项式。于是 d 的最小多项式 G ( A )| p ( A )。 
由于 / KA ) 不可约，因此 S ( A )=/ KA )。 由于<：|\^的特征多项式和最小多项式都等于生 
成元 a 的最小多项式 '( A )， 而 m a ( A )=/ KA )， 因此 CIW 的特征多项式等于 pU ) Q 又由 
于 C 的特征多项式 /( A ) =，（ A )， 因此£的特征多项式等于 pH ( A )。 记 w—l = s 。 对 
w/w x 上的线性变换 d 用归纳假设得， W / Wi 能分解成5 个匕 循环子空间的 直和： 

W / W x =© <$, + W , , C (? ; + W 1 ),-, C ^ 1 ( e , (2) 

据命题 i 得， dl 〈$+%，£($+ w ) ，…，心厂 1 ($+%)> 的最小多项式等于 e ,+ w 的最 
小多项式 ( A ) 。由于 ( A ) | m ( A ) ，而 m (；0 = /?( A ) ，因此 ( A ) = 々（ A ) 。从而 = r 0 
于是 （2) 式^为 ’ 3 


w/w, =© <e, +w : ,cce ; +w 1 ),-,c- i (? J +W,)). 


(3) 


由此得出 


^ + Wi ,Q X + \^ ，…，，… 屹 + W! ， Q S + 灰丄，…， + \^ 


是的一个基。令 


<?1 必 ，…，，…， e ， Q ,， …， CD ， 


(4) 


据 8. 4节命题1得 


^ = ^©17， (5) 

且右 ， c ^ ，…， ct - a ，…， fs ， c ?^.， cr 一4是 |7的一个基。 

由于 c 的最小多项式饥（又）=/>以），因此 p { C )= 0 o 从而研，有 o = MC)y 
= C >+6 r — 1 cn ) H ■…+^0 + 6。/。即 C *> = — - b } Cy ~ b 0 y o 由此得出 

是由乞生成的 c - 循环子空间 ， j = l ，2, …， s 。 于是由（5)、（4)式得 

W = < 。 ,(^ ， … ， C 广 1 a > ㊉ 〈 fuC?" …， CD ㊉…㊉ <6, ， C?w ， CD ， (6) 

即 W 分解成了 S + 1 个 C - 循环子空间的直和。由于 s+l = M ， 因此分解成的 C - 循环子空 
间的个数等于 c 的特征多项式 />“( A ) 的幂指数 I /。 

据数学归纳法原理，对一切正整数 m ， 命题成立。 ■ 

从定理1的证明过程中看出，如果 W 上线性变换 C 的最小多项式是一个不可约多项 
式 / KA )， 那么 W 能分解成 W 个广维 C - 循环子空间的直和，其中 r = deg 的特 

征多项式 〆 （ A ) 的幂指数。于是 dimW = m 。 从由于 W = Ker p ( C )， 因 


此 W 是 〆 C ) 的属于特征值0的特征子空间。 

定理 2 设 C 是域 F 上 m 维线性空间 W 上的线性变换，如果 C 的最小多项式 

m ( A )=//( A )， 其中 />( A ) 是域 F 上的 r 次不可约多项式，那么 W 能分解成 + dimW 。 个 C - 


循环子空间的直和，其中 W 。 是 〆 <：)的属于特征值0的特征子空间。 

证明 对线性空间的维数作第二数学归纳法。若 W 的维数 m = l ， 则 W =〈 W D 由于 
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Gew ， 因此对某个 agf 。 从而是 c - 循环子空间。于是时，命题成立。 
假设对于维数小于 m 的线性空间命题成立，现在来看 m 维线性空间 W 的情形。 

C 的最小多项式 t /2( A )= Y ( A )， Z =1 的情形在定理1中已证。下面设/>1。此时 
MC ) 是 W 上的幂零变换，其幂零指数为 Z 。 用 W 。 表示 />( C ) 的属于特征值0的特征子空 
间，则 dim W /\ R<dim W = m 。 由于 Z >1 ,因此 W 。 关 W 。 从而 dimW / W。：^)。C 在 

w / w 。 上诱导的线性变换记作亡。对于任意 p + w 。 eW / W 。 ，有 

^(C)(^+W 0 ) = y (c) p 十 = w o . 

因此 〆 （£)=0。从而/) ; (2)是£的一个零化多项式。于是£的最小多项式 G ( a ) = 
//( A )， 其中々从而可以对 W / W 。 用归纳假设得， W / W 。 能分解成 £- 循环子空间的 
直和： 


W/W 0 =© 〈乞十 W 0 ， e(f ; + W 0 C^- 1 (f ; + Wo) >. (7) 

由此得出 

$1 + W 0 , Q 1 + w 0 , -，e + Wo , Q , + Wo , - , C ! ~ X e + w 0 

是 w / w 。 的一个基。令 

u = ， c ? i ，…，，…， e 、， Q ,， …， c f 厂 1 e 〉， (8) 

据 8. 4 节命题 1 得 

W = L/©W 0 ， (9) 

且芒1 ，…， C (i 一 1 右，…，& » Cf s , C /j *" 1 是 1/ 的一'个基。 

由于对任意占 ew 0 , 有 p ( c ) 谷 = o , 于是 〆 c | w 0 w = o 。 从而 〆 c | w 0 )= o D 因此 
C | W D 的最小多项式 _( A )|/>( A )。 由于 〆 A ) 在域 F 上不可约，因此叫（义）=/>(又）。对于 
任意占 6W 0 ，且^^0,由于谷的最小多项式… （ A ) | m 0 ( A )， 因此 m 5 U ) = />( A )。 设 p ( k ) = 
A r + 6 r - iA r_1 +… + 61A + 6 。 。据命题1得，〈占。 ， C ^。 ，… ， C r ] do 〉是由占。生成的 C | W 。- 循环 
子空间，它也是由私生成的 C - 循环子空间。 

设 €|〈6+\^，亡($_ / + 1 ^。），-"，6 — 1 (? ; + 1 ^。）>的最小多项式为 

m } {X) = + a Jtt 卜 ' A^— 1 + …+ + ^。， （ 10) 

于是 f , + W 。 的最小多项式等于 ( A )。 由于亡的最小多项式叾 （ A ) = 〆 （ A )， 因此 
A ( a ) = / A ( a )， 其中是。于是 / A (£)( s + w 0 )= w 0 。 从而 p 〜 ( c )$, ew 0 ，且 / A ( c ) 
$关 0( 否则， / A — UOftGW 。， 由此得出 / A — 1 ( d )(6+ w C ) )= w 。， 进而得出厂 Ud ) 在子 
空间％ +%>，£(?； + W 。），" •，卜厂穴乞+琢。）〉上是零变换，这与 4( A ) =妁 （ A ) 矛盾）。因 
此 

< ， coe ； ， cp h ) (c)f” … 广 > 〜 (c)ft> 

是由 p h > ( C )^ 生成的 C | W 。- 循环子空间，它也是由 / A ( c ) 色 生成的 o 循环子空间。由于 
7Yi } (A) — p h} (A) ，因此从 （ 10) 式得 

p hj (A) = + <2j,r-l ~ 1 + …+ <2 以 +〜 0 . (11) 

于是 …，5。由 （11) 式得 

/A ( C )^ = C ^ ; + a J ，〜— 1 C0— 4 H - ha ^ Cf , ( 12 ) 

Cp h Dt = C^ +1 ^ H - ha.iC 2 ^ , (13) 


线性变换的有理标准形 




373 




cr 1 (0色=+ … +% c r f ; + 〜 0 c 广 1 f " (14) 

由此得出 ' 

<e ， c[ ， … ， cv 1 芑 ，以 ”…，= (e, ， ct ，•"，(：、-％々 (o$” … ， c 广 1 ^ (oe>. 

由于 ，•••，<：/% 是 L / 中线性无关的向量组，而 /A ( C ) ft ， …， Cd / A ( C ) e 是 W D 
中线性无关的向量组，因此据 （9) 式得，$ ，(: 6，…， d 1 乞 ，〆 （ C ) f , ， …， Cr 1 〆 』（ C ) 乞线 
性无关，从而乞 ，…，…， Cf _ %线性无关。由于 

C r p h } ( C )^ = C 竹 A + … + a ;1 CWe + a , 0 CA ， (15) 

且 C7 ^( c ) 6 可以由 / A ( c )$， c /^( c ) e /"， c "（ c ) e 7 线性表出，因此 cv 飞可以 
由 t ， c 乞，…，线性表出，从而 

〈 e ，<^，".，€"厂 1 乞，<：%，…， C 0 +U (16) 

是由$生成的 C - 循环子空间 ，J = 1，2, …，^设 

a 

2 [‘/A (C)f ; +d A Cph (C)$ + … (OfJ = 0, 

} = 1 

J = 1 

从而 E [心， _1( C ) $+^ C 〆 厂 1(C) 6 + … 厂 1(C) $] 6 Wo . 

J = 1 

于是 

5 

Xl ^ oC ^ ^ oe , + w 0 ) + ^ ;1 ( cp '， l ( o ^ + w 。）+ … 

尸 1 

+ ^_ 1 ( C ^ 1 /> A r 1 ( C )$ J + W 0 )] = Wo . (17) 

由于因此 

/A — 1 ( C ) f , = ( C r 十 b r -, C - 1 ^ - h MC 十 6 0 J) 〜 A 

=( d r + e } , t -^- iC ! } _r_1 + … -\- e } iC ~ {- e } 0 l )^ } , 

Cp h ，- 1 ( C)$j = ((7。-^^+ e } , { - C 。- r + … + 〜 C 2 + e ; 0 C )^ } , 

_ « 攀 

C 广 1 p h r ] (C)$ = (C f ，- 1 + 〜 -HC r f 2 + … + q 0 C 广 1 )&. 

由于 6 i + W 0 ,CJi + W 。 ，…， — ％ + W 。 ，…， f , + W 。， C ?, + W \, ，… jC ^ ~ ^,+ W 0 线性无关， 
因此从 （17) 式可依次推出 

d).j~\ = 0 ， c/.,, 广 2 ~ 0, …， dji = 0 ^ djQ — 0 ? 

其中 j = l ，2, …，5。 从而 

p h ' ( C )^ ， Cp h ' (06 ，…， Cr 1 ，( C )?! ，… ，圹 （ C ) f " …， C 广 1 ， （ C ) f s 

线性无关，把它们生成的子空间记作 W 。,。 取^^在研。中的一个补空间，记作则 

把 C | W Q , 的最小多项式记作 / n Gi ( A ) d = l ，2, 则从 m 0 ( A ) = [ m 01 ( A ), 
m Q2 ( A )] 得出 ， m 。, ( A ) = p ( A ) ， i = 1 ， 2 。 据定理 1 得， Wo 2 可分解成 CI W 02 - 循环子空间的 
直和： 
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W02 ，…， C 广 1 % >， 

I == 1 

其中每一个子空间也是 C - 循环子空间。于是 

\^ 0 = [©〈/ Moe ， c />〜（ c ) e ，“-， e ^，（ c )6>]©[^) 〈〒，(^，…，(:广-、〉]. (18) 

j = 1 i = i 

从而 

[© < e ,， c ?” …，(^厂 1 （ Of )， c〆 （ c )$” …，(:广 1 p 〜 ( c ) e ,>] 

)=1 

㊉[ 南 ( Vi ， c Vi ， … ， c^)] 

i — 1 

=[©c^c^, ，…， C 广 、>]• (19) 

j = 1 i' — 1 

即 W 分解成了 c - 循环子空间的直和。 

从 （18) 式和 （19) 式看岀， W 分解成的 C - 循环子空间的个数等于5十9。由于 sr+qr = 

dim W 。 ，因此 s 十尸 “ ％ 。 

r 

根据数学归纳法原理，对一切正整数 m ， 命题成立。 ■ 

定理3 设 C 是域 F 上 m 维线性空间 W 上的线性变换，如果 C 的最小多项式 
m ( A ) = /> / ( A )， 其中 p ( A ) 是域 F 上的不可约多项式，那么 W 中存在一个基，使得 C 在此基 

下的矩阵 V 是由丄 dim 个有理块组成的分块对角矩阵，其中 r=deg p ( X ) , W 0 是 p(C) 

r 

的属于特征值 0 的特征子 空间； C 中每个有理块的级数是 r 的倍数，且不超过 Zr ; hr 级有 
理块的个数 iV ( Ar ) 为 

N(hr) = — [ ranked 1 (C) + rank (^ +1 (C) - 2 rank (// (C) )] ， (20) 

r 

特别地，化级有理块的个数 iV ( Zr ) 为 

N (/ r ) = — rankCp ^ CC )). (21) 

r 

这个分块对角矩阵 C 称为 C 的有理标准形。除了有理块的排列次序外， C 的有理标准形 
是唯一的。 

证明据定理2得， W 能分解成 C - 循环子空间的直和。任取其中一个 C - 循环子空间 

〈 e ， Q ， C 2 $，."， CHe >， (22) 

把它记作 w ,( e )。 设 

C 1 ^ =— a 卜 iC 卜 1 f —… 一 ci\C^ — a 0 f » (23) 

则？的最小多项式 … +〜A + tz 。， 且 C | W ,( f ) 的特征多项式和最小 
多项式都等于 m f ( A )。 由于 C 的最小多项式且 m f ( A ) | m ( A )， 因此 

m ? (A) = p k ( (A) ^ L. (24) 

于是 = 从而 k e = +。 这表明对于 W 的直和分解式中任一 i 维 C - 循环子空间 
灰,（$)，(：|\^(0的特征多项式和最小多项式都等于 p +( A )， 与生成元 f 无关。记1 =丄。 

r 



* 9. 9 线性变换的有理标准形 


_ 


375 




由于 dim \^(6)=卜因此(：|\^($)在％(0的一个基？，€?，<： 2 &“，<^一 1 ?下的矩阵是一个 
由$生成的〖级有理块 C ,( f )， 其中 t = k t r 0 

由于 W 分解成了 C - 循环子空间的直和，因此 C 在由这些 C - 循环子空间的上述基合 
起来所成的 W 的一个基下的矩阵 C 是由有理块组成的分块对角矩阵。由于 W 分解成的 

O 循环子空间的个数为丄 dim W 。 ， 因此 C 中有理块的总数为丄 dim W 。 ，其中 W 。 是 p(C) 

r r 

的属于特征值0的特征子空间。 

从 （24) 式知道，因此 C 中任一有理块的级数 Lr 不超过化。用 mk t r ) 表示 C 
中々，级有理块的个数，其中 t ^ k t r 0 从前面的讨论知道，由 f 生成的 f 维 C - 循环子空间 
的生成元$的最小多项式 7^ a )=/^ a )。 从 （ 22 ) 式得 

pdOWriO = (p(C)e，Cp (C) 每， … ， CT 1 p(C) 每） . (25) 

显然 〆 c )\^($) 是由 〆 C ) f 生成的 C - 循环子空间。由于 

0 = ^ ( C)e = p k r l ( C ) p ( C ) e ， 

因此 f ^ a ) 是 p ( c )$ 的一个零化多项式。由于 ， a ) 是$的最小多项式，因此 p〜-uv 
是 / KC ) f 的最小多项式，从而 C |/>( OW £ ( f ) 的特征多项式等于 ^- ] ( A ) 0 于是 


dim(MC)W,(e))= 

(k t - 

—l)r. 

(26) 

同理，由于户 2 (0$ 的最小多项式是 p- 2 (A )， 因此 




dim (/ > 2 (C 肌 （?)） = 

ik t 

— 2)r. 

(27) 

同理，对于，由于 p h (C) 安 的最小多项式是 〆< 

^(A )， 因此 


dimC^CO^Ce)) = 

ik t 

—h)r. 

(28) 


当由于，（0$=0,因此， （ C ) W ,(6)=0。 

用表示 W 的直和分解式中 i 维 C - 循环子空间的直和，由于每一个£维 C - 循环子 
空间对应于一个々'级有理块，因此 W , 中 〖维 C - 循环子空间的个数为 NU ')。 从而 



w r 

NU t r) 

= ㊉ w f ( e ). 

i= 1 

(29) 

从 (29) 式得 


N(k t r) 



p h ( C } W t 

—㊉ ^( ow £ ( e ). 

i— 1 

(30) 

从 （30) 式和 （28) 式得 

N(Jfc r> 

N(k t r) 



dim ( p A ( C ) W t ) - 2 dimcp ^ caw ^ e )) = 2 J (^-^ r = - h)r N ( k t r ) 9 (31) 


其中 h<k to ^h>k t 时， 〆 （ C)W t = 0 。由于 t = tr ， 因此 I 也可记成 W *, r 。 于是 W = 
® 。从而 

^(C)W-® p h {C)W kr = © P A (C)W V . (32) 

k t ^l 1 k t = h+l 1 

于是从 （32) 式和 （31) 式得 

l 

dim(//(C)W) = 2 (k t -h)rNik t r). (33) 

k ( — h ^ 1 




376 




第 9 章线性映射 


由于 dim ( p h ( C ) W ) = rankC / j * ( C )) ，因此从 （33) 式得 

rank (/ > A (C)) - rN{{h + l)r) + 2rN ( (^ + 2)r) H - (J — h)r N(lr) • (34) 

在 （34) 式中，当 A 〉1 时，把 A 用 A — 1 代替，得 

rankC/)^ 1 (C)) = r N { hr ) + 2rN ( (/i + 1 ) r) H - h (/_ (" — 1)) N(Zr). (35) 

当 A = 1 时， （35) 式的右端是 W 的直和分解式中所有 C - 循环子空间的维数之和，从而等于 
dim W = m = rank ( J )， 即等于 （35) 式的左端，因此 （35) 式对于都成立 
把 （35) 式减去 （34) 式，得 

rank(/> ft_1 (C)) — rank(//(C) ) = rN ( hr ) 十 rN((h + Ur ) H - hr N(Zr) 

=r[iV(/ir) 十 A/((A 十 l)r) H - hN(Zr)]. (36) 

当 h^l 一 1 时，在 （36) 式中把 A 换成 /i + l ， 得 

rank( 〆 （ C)) — rank( p h ^ 1 (C)) = r[N(A + 1)r) + iV( (A + 2)r) + … + N( 卜 ）]• (37) 

当 h ^ l - l 时，把 （36) 式减去 （37) 式，得 

rank(〆—](C)) +rank(^ 1 (C>) — 2 rank(//(C)) - rN ( hr ). (38) 

当 h = l 时，利用 （33) 式， （38) 式的左端为 

rankC/? 7 ] (0) - 1 (C)W) = r N(/r), 

这与 （38) 式的右端相等，因此 （38) 式对于1<6</都成立。于是 

N ( hr ) = — [rankCp^ 1 (O) +rank(// H (C)) —2 rank(//(C ))]， (39) 

r 

其中 

由于 c 的有理标准形 C 中，有理块的总数以及各级有理块的个数都由 C 和它的最小 
多项式/ >/( A ) 唯一确定，因此 C 的有理标准形除了有理块的排列次序外是唯一的。 ■ 

在定理 3 的证明中，思路是想类比 9. 7 节的定理 2 的证明方法，去计算 rank(^ (C)). 
但是在求 m n k(//(C)) 时无法像 9. 7 节的定理 2 那样去计算，而是从另一个角度，即 
rank(p A (C))=dim(^(C)W) 0 这就是去计算 〆 （ C ) W 的维数，其中的关键是先要计算 
dim(//(C)W f (e ))， 为此要去求 p k ( C ) e 的最小多项式。由此看出，线性变换的最小多项 
式以及向量的最小多项式起着重要的作用。 

定理4设 A 是域 F 上72维线性空间 V 上的线性变换， A 的最小多项式 mU ) 在 FDO 
中的标准分解式为 

miX ) = p[ l ( A ) p [ 2 ( A ) •*•/?； ( A ) » (40) 

其中 deg = = 中存在一个基，使得 A 在此基下的矩阵 C 是由有 

理块组成的分块对角 矩阵； C 中对应于义 U ) 的有理块的总数 N , 为 

N ; = 丄 [” 一 rank((A) )] ， （ 41) 

r ) 

其中 / ir , 级有理块的个数为 

( hr } ) = 丄 [rank(/>; 1 (A) ) + rank( p : 十 1 ( A )) _ 2 rank( p h } (A) )] , (42) 

其中 h < Z , u + = l ，2, …^。这个分块对角矩阵 C 称为 A 的有理标准形，除去有理块的排列 
次序外， A 的有理标准形是唯一的。 

证明 从 A 的最小多项式 m ( A ) 的标准分解式得 
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學 


V =© Ker / >/( A ). (43) 

>= I 

iE W , - Ker /^ G 4)，4 C ,= A | W ; J !] C , 的最小多项式为义 （ A)，j = 1 ， 2 ，… o ’。 据定理 3 
得，在 W , 中存在一个基，使得 C , 在此基下的矩阵 C , 是由有理块组成的分块对角矩阵， 
其有理块的总数 M 为 

Nj = —dimCKer pj {C } ) ) = —dimCKer p } (A | W, ))• (44) 

r j V J 

据 9. 6 节例 18 的第 （2) 小题，对任意正整数 “有 

Ker />^ ( A | W > ) = Ker p l } (A) , j = 1,2 , *•* ,5. (45) 

于是 

N , = 丄 dim(Ker p . (A))= 丄 [” 一 rank( p } (A) )]. (46) 

n n 

其中 h 。 级有理块的个数为 

N ; ( Zir ) ) = l [ rank ( 1 (Q ) ) + rank ( (Q )) — 2 rank ( p ) (C, ))] 

r ) 

= 丄 [dim — dimCKer p } 1 ( C ,)) + dim W } — dimCKer (C } )) — 

r j 

2 (dim W } - dimCKer /) J ( C ,))] 

= 丄 [2 dimCKer ^ (A | W ; ))-dimCKer p h ~\ A \ W ,)) - 
r ) 

dimCKer ^ +1 (A|W ; ))] 

= 丄 [2 dimCKer (A) ) — dim(Ker p h ~ x (A) ) — dimCKer p^ +i (A) )] 

r j 

= 丄 [ rank ( p h ~ x (A) ) + rank ( pj +1 (A) ) — 2 rank(/>J (A) )] , (47) 

其中 h ^ l JO 

把 W , (j = l ， 2, •••，$) 的上述基合起来就成为 V 的一个基， A 在此基下的矩阵匸= 
diaglCpq ，…， C ,}。 于是 C 是由有理块组成的分块对角矩阵。由于 C 中有理块的总数 
以及各种级数的有理块的个数都由 A 和它的最小多项式 m ( A ) 的标准分解式所决定，因 
此 A 的有理标准形除了有理块的排列次序外是唯一的。 ■ 

由定理4立即得到下述 结论： 

推论 1设 A 是域 F 上的 n 级矩阵， A 的最小多项式 m ( A ) 在 F [ A ] 中的标准分解 


式为 


m(A) = p l i (A) p l i (k) m "p l s s (A) ? 


(48) 


其中 deg 九 （ A ) ，则 A 相似于一个由有理块组成的分块对角矩阵 C ， C 中对应于力 U ) 


的有理块的总数 iV , 为 


Nj — — \_n — ranker (A))] , 
其中 / ir , 级有理块的个数 N , Ur ,) 为 


(49) 
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Nj ihr } ) = 丄 [rank(/>; 1 (A) ) + rank( p; 十 1 (A) ) — 2 rank(/>; ( A) )] , (50) 

r j 

其中/= … C 称为 A 的有理标准形。除去有理块的排列次序外， A 的有理 

标准形是唯一的。 ■ 

从定理 4 的证明过程看出， dim 等于 C, 的特征多项式 //A) 的次数。由于 C, 的 

最小多项式为 &( A )， 因此 / 7 ( A ) = A ( A )， 其中 k】 冰。 于是 A 的特征多项式 /( A ) 为 

/(A) = /i (A)/ 2 (A)-*-/,(A) = p\ l iX)p k 2 2 (A)--/ (A). 

从而 dim W,=deg / 7 (A)=^deg 九 （ A )。 我们曾在 9.6 节例 20 证明了这个结论，当时采 
用的证明方法要求域 F 的特征为 0 。 现在用定理 4 来证明这个结论，去掉了 “char F-0" 
这个条件。 

对于域 F 为实数域 R 的情形，从定理4和 9. 8节的定理1可得到下述推论2;从推论 
1和 9. 8节的推论1可得到推论3。 

推论 2 设 A 是实数域 R 上 n 维线性空间 V 上的线性变换， A 的最小多项式 m (A) 在 
R[A] 中可分 解成： 

m{X) = (A — Ai )** •** (A — X m ) km ( A 2 + p[X qi ) 1 ' **• ( A 2 + p , A 十 A )’、 ， （51) 

其中 Ai ，…， A w 是两两不等的实数， A 2 +AA + w ，…， A 2 + A 3+ A 是 R 上两两不等的不可 
约多项式（即<4 (/ ; ， j = 1，2，…， s ) ， h ，…，々,„， A ，…，是非负整数，则 V 中存在一个 
基，使得 A 在此基下的矩阵 C 是由 Jordan 块和有理块组成的分块对角矩阵。当 A 有特 

征值夂时，主对角元为1的 Jordan 块总数免为 

N j = n — rank (A — A,J )， （ 52) 

其中〖级 Jordan 块的个数 N t (t、 为 

Ni(t) — rank (A — A,/) rfl + rank ( A — AJ ) 卜 1 — 2 rank ( A — A , J )’， (53) 

其中当 mQ ) 的分解式中有二次不可约多项式 A 2 + 久 A +% 时，对应于它的有理块 
的总数 N , 为 

Nj = +[” — rank(A 2 + p } A + ^!)] , (54) 

其中 从级有 理块的个数 iV , (2/0 为 

Nj(2h) =~^~[ rank ( A 2 + p } A + qjl) h ~ l + rank ( (A 2 + pjA + qjl) h+1 ) — 

2 rank ( (A 2 + p } A + q } l^> h ) ] » (55) 

其中称为 A 的有理标准形。除去 Jordan 块和有理块的排列次序外， A 的有理标 

准形是唯一的。 ■ 

推论 3 设 A 是实数域 R 上的 n 级矩阵， A 的最小多项式 m ( A ) 在 R[A] 中可分解成 
m{X) = (A _ Ai )* 1 … （A — A m )* m (A 2 + piA + gi )~ … （ A 2 十九 A + qO ' ， （ 56) 

其中 Ai ，…， A m 是两两不等的实数 ， A 2 + piA 十％ ，…， A 2 + 久 A +g 5 是 R 上两两不等的不可 
约多项式（即 pj 〈4% = … k m ，“，…， l s 是非负整数，则 A 相似于一个由 

Jordan 块和有理块组成的分块对角矩阵 C 。 当 A 有特征值 A , 时， C 中主对角元为； U 的 
Jordan 块总数 N , 为 
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Ni = n — rank(A — A,/). (57) 

其中 t 级 Jordan 块的个数况⑴为 

Ni ( t ) = rank(A — A ,/) f+1 十 rank(A — Aj ) 卜 1 — 2 rank(A — kj ) 1 » (58) 

其中;当 m ( A ) 的分解式中有 A 2 十十％时， C 中对应于它的有理块的总数 N 7 为 

Nj = y[n — rank ( A 2 + p } A 十％ /)] ， (59) 

其中 2/ i 级有理块的个数 N ,(2/0 为 

N ; (2/i) =~[rank(A 2 +^A +rank((A 2 + ) A+1 ) 

— 2 rank (( A 2 -\~ p } A + g ; /) A )], (60) 

其中/称为 A 的有理标准形。除去 Jordan 块和有理块的排列次序外， A 的有理标 
准形是唯一的。 ■ 

我们也可以用 A - 矩阵的方法求 A (或矩阵 A ) 的有理标准形。这需要把 A - 矩阵 A ( A ) 
的初等因子的概念加以拓宽。 

定义 3设 A ( A ) 是 F [ A ] 上的 n 级非零矩阵， AU ) 的每个次数大于0的不变因子分 
解成两两不等的不可约多项式的方幂的乘积，所有这些不可约多项式的方幂（相同的必须 
按出现的次数计算）称为 A ( A ) 的初等 因子。 

用与 9. 8节中类似的讨论可得出 ：满秩 A - 矩阵 A ( A ) 的不变因子与初等因子互相唯一 
确定，从而 得出： 

定理 5 F[A] 上两个满秩的 n 级矩阵相抵当且仅当它们有相同的初等因子。 ■ 
用与 9. 8节定理6类似的证明方法可证明下述 结论： 

定理 6设 Aa ) 是 F [ A ] 上的 n 级满秩矩阵，通过初等变换把 A ( A ) 化成对角形，然后 
把主对角线上的每个次数大于0的多项式分解成两两不等的不可约多项式的方幂的乘 
积，则所有这些不可约多项式的方幂（相同的按出现的次数计算）就是 A ( A ) 的初等因子。 

由 9. 8节的定理4和本节的定理5立即 得到： 

定理 7 域 F 上两个〃级矩阵的特征矩阵相抵的充分必要条件是，它们有相同的不 
变因子，或者它们有相同的初等因子。 ■ 

今后我们把域 F 上 n 级矩阵 A 的特征矩阵— A 的不变因子和初等因子分别叫做 

A 的不变因子和初等因子。 

9. 8节定理8的证明对于域 F 上的〃级矩阵也适用，因 此有： 

定理8 域 F 上两个 n 级矩阵 A 与 B 相似的充分必要条件是它们的特征矩阵— A 
与 AI — B 相抵。 ■ 

由定理7、定理8立即 得到： 

定理 9 域 F 上两个72级矩阵相似的充分必要条件是它们有相同的不变因子，或者 
有相同的初等因子。 ■ 

这样我们得到 了：在 M n ( F ) 中，不变因子是相似关系下的一组完全不 变量； 初等因子 
也是相似关系下的一组完全不变量。 

设 V 是域 F 上的 rz 维线性空间， A 是 V 上的线性变换， A 的最小多项式 m ( A ) 在 
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中的标准分解式为 

m ( A ) = p ; 1 ( A ) p ; 2 ( A ) …（又）， (61) 

其中 deg />,( A )= r,，j = l ，2 r "， s 。 对应于# ( A ) 的一个 i 级有理块 ( f ) ，其特征多项式 

和最小多项式都等于$的最小多项式 ( A ) = < ( A )， 怂且 k t = 芒 。于是 

r j 

| A / — C ,(0 I = p k j t ( A ) ，因此 ；U — ( f ) 的 z 阶行列式因子 D t ( A ) = ( A ) 。注意到 

AI — C ,(0 的左下角的 t ~\ 阶子式为 （_1 广 1 ，因此 A — 1 ( A ) = 1， 从而 D t — 2 ( A ) = 1， …， 
D 1 ( A ) = lo 进而有 

d t { X ) = = p ) 1 ,^1 ( A ) = 1 ， …(又） =1. 

V A ) 

因此 AJ _ C ,(6) 的初等因子只有一个 ( A )， 即有理块 C , (幻的初等因子等于它的最小多 
项式 p >( A )。 由于一个有理块 Q ($) 完全由它的最小多项式决定，因此一个有理块完全由 
它的初等因子决定。 

用与 9. 8节关于求 w 级 Jordan 形矩阵 J 的初等因子类似的方法 可得： 由有理块组成 
的级分块对角矩阵 C 的初等因子是由它的全部有理块的初等因子 组成。 于是矩咗 C 
完全由它的初等因子唯一决定，除其中有理块的排列次序外。 

用与 9. 8节定理10类似的方法可证明下述 结论： 

定理10 域 F 上任一 n 级矩阵 A 都相似于一个由有理块组成的分块对角矩阵 C ， 除 
去其中有理块的排列次序外， C 由 A 唯一决定，称 C 是 A 的有理标准形。 ■ 

用与 9. 8节推论7类似的证明方法可证明下述 结论： 

推论 4域^上?！级矩阵 A 的最小多项式 m ( A ) 等于 A 的最后一个不变因子 ( A )。 
用与 9. 8节推论9类似的证明方法可证明下述 结论： 

推论 S 设域 E 包含域 F ， 则域 F 上两个 n 级矩阵 A 与 B 相似当且仅当把它们看成 

域 E 上的矩阵后相似。 ■ 

推论5告诉我们，域 F 上《级矩阵之间的相似性不随域的扩大而改变。 

9.9.2 典型例题 

例1设 A 是实数域上 n 维线性空间 V 上的线性变换， A 的最小多项式 m ( A ) 在 R [ A ] 
中的标准分解式含有 ( A 2 +/>: c + g )、 设在 A 的有理标准形 C 中对应于这个不可约多项式 


方幂的一个有理块 C 2A (f ) 为 

r 0 

0 

… 0 

— a 0 、 




1 

0 

… 0 

— A 




0 

• 

• 

• 

1 

m 

• 

蠡 

… 0 

參 

• 

蠡 

一 az 

• 

• 

鲁 

5 

(62) 


0 

0 

… 0 

— 卜 2 



1 

1 

0 

V 

0 

, .• 1 

— ^ 



其中 x 2h +a zh - 

lA 2A " 

1 +•••+〜 义 + a < 

) = (A 2 + /> 又 +9)' 

(63) 
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证明： 


C 2 A ( f ) 〜 



(64) 


[ : :1 _ p j 

证明对应于有理块 C 2 A ( f ) 的循环子空间是 W ， V ， A 2 e ， …，4>，把它记作 
W 2h iOo A | W 2 A ( f ) 在基…，下的矩阵就是 C 2 A ( f )。 把 （64) 式右端的矩阵记 
作 G 2 a ( A 2 +/) A +<?)。 令 


A = f ， 译 = 却 1 = 

啟 = 矽】 + 邺 2 + 邱 2 = <^ + pA^+A 2 ^= (A 2 +pA+ q n^, 
"4 = — (A 2 -\- pA-\- qI)A^, 

^5 = q9 3 + Pp\ + = 0^3 + pApz + A 2 

=(A 2 + pA + ql)^ z = (A 2 + pA + ql) 2 ^f 

择 =^4^5 = (_A 2 + />A + qI ) 2 * 


Pzh~z = A ^2 a -3 = ( A 2 + pA + qI) h ~ 2 A^j 
j^ 2 h-l — <J^Zh-Z H - PpZh-Z + Aj 3 2h - 2 
= 姑 2 A -3 十 3 + A 2 ^2 ft -3 
=( A 2 ~\~ pA~\~ ql)^z h ~3 = ( A 2 + pA + 

^ 2 h = Aj 32 h-i = ( A 2 + pA+ qlY~ l A^, 

由此得出，译 ，爲， 择， …，％ 可以由…， A 2/ l - 4 线性表出，且 $， V ， A 2 e， …， Atj 
可由沁，择，… ，如线 性表出，因此 

W 2h (0 = <$，¥，々 2 ?，…， A 2 Hf > = 〈呙 ，疼，…，如 >• 

从而呙，爲，…，知是界“?)的一个基。由于 f 的最小多项式 m f ( A ) 等于 C 2A ($) 的特征多 
项式 ( A 2 +/>A + g ) A ， 因此 U 2 + M + 以）呤= 0。从而 ( A 2 +/> A + 以)如-于是 

邱 2h = A 2 p2 h ^i =— pAp 2 h-\ — Q^zh-i =— P^2h — ofiih-i . ( 65 ) 

从 A ， A ， …，知的定义以及 《5) 式立即得到 

A (戶1， 体，…，知 ） = ( 卢1，/?2，…，如） G 2a ( A 2 + pk + <?). (66) 

因此 A | W “ f ) 在基戽，决，…，知下的矩阵是 G 2 A ( A 2 +pA + g )。 由于 A | W 2 A ($) 在 W 2 A ( e ) 
的不同基下的矩阵是相似的，因此 

C 2 k (?) ~ Gzh ( A 2 + />A + qO . ■ 

点评：利用例 1 的结论，可以把本节推论 2( 或推论 3) 的 A (或 A ) 的有理标准形中每 
一个有理块用相应的矩阵 G 2 A ( A 2 +/> A + g ) 代替。 G 2 h ( A 2 +M + g ) 称为广义 Jordan 块。代 
替后的分块对角矩阵称为 A (或 A ) 的广义 Jordan 标准形。用广义 Jordan 块代替有理块 
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的好处是可省去计算 （ A 2 +^ + (?) A 。 

例 2设 A 是域 F 上72维线性空间 V 上的线性变换，如果 A 的最小多项式 m ( A ) 在 F [ A ] 
中的标准分解式中含有 ( A — A , V ，即 A ( A )= A — A ,。 那么 A 的有理标准形 C 中对应于# GO 
的所有有理块组成的分块对角矩阵 G 可以用 Jordan 形矩阵 A, 代替，即(^〜八^ 

证明 在定理 4 的证明中， Ker p 1 ^ ( A ) = Ker (A _ A,J )《 ， 令 C i = A \ W i , B ,-= 
4|\^一2,7，则玖是％上的幂零变换，其幂零指数为 [。据 9. 7 节的定理2得，在 W , 中 
存在一个基，使得 B , 在此基下的矩阵氏是一个 Jordan 形矩阵，其中每个 Jordan 块的主 
对角元为 0 。 于是 C ,= A | W 在 W , 的这个基下的矩阵 A, = B,+AJ 是一个 Jordan 形矩 
阵，其中每个 Jordan 块的主对角元为 A ,。 又据本节定理 4 证明中指出的事 实：在 中存 
在一个基，使得 C , 在此基下的矩阵 C , 是由有理块组成的分块对角矩阵，因此 C , 〜九。从 
定理 4 知道， C t 中有理块的总数为 

= n — rank( pi (A) ) = n — rank(A — A,J ) ， 

据 9. 8 节定理1，这个数正好是主对角元为 A , 的 Jordan 块的总数。从定理4知道， C , 中々 
级有理块的个数 N t ( h ) 为 

Ni ( h ) = rank(A — A , J) A 1 十 rank(A — A,J 严 ] — 2 rank(A — A ,/)^ » 

据 18 节定理1，这个数正好是主对角为 A , 的/^级 Jordan 块的个数。因此可以把 A 的有 
理标准形 C 中对应于# ( A ) 的分块对角矩阵 C , 用 Jordan 形矩阵人代替。 ■ 

例 3设 A 是域 F 上 n 维线性空间 V 上的线性变换， A 的最小多项式 m ( A ) 在 F [ A ] 
中的标准分解式含有/^ ( A ) ，其中 p ( A ) = X r ~\~ b r - 十…十 &A + 6。 ， r > l 。设在 A 的有 

理标准形 C 中，对应于/ /( A ) 的一个有理块为 


'0 0 … 0 — a 0 ^ 

1 0 … 0 — a ： 

0 1 … 0 — a 2 

. 畢 . • » 

_ 攀 雩. 

0 0 … 0 — ahr-2 

0 0 … 1 — av— 1 

、 j 

其中 - hAA + ao ^/ a ). 

用 C (/> a )) 表示 / KA ) 的友矩阵，即 


0 



0 

C (/>( A )) -, 

争 

0 

0 


0 0 — b Q 、 

0 0 — bi 

1 … 0 — b z 

% m m 

• 霉. 

0 ••• 0 — b 广 2 

0 … 1 — h 


(67) 


( 68 ) 


(69) 


令 


H = 


r 0 


0 


(70) 



证明： 
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rC (/)( A )) 、 

H r C (户⑴ ） 

QAe ) 〜 . . - (71) 

♦ • 

♦ « 

H r C (/>( A )) 

s . J 

证明对应于有理块 CvG ) 的 A - 循环子空间是 

把它记作 WJf )。 AlWJf ) 在基 f ， Ae ， …， 下的矩阵就是 CJe )。 把 （71) 式右端 
的 Ar 级矩阵记作 G ^(/>( A ))。 令 

戽=?， 和== Af , 私= A/h = A 2 e ， …，仄=邻广 1 = A ^ l e ， 

^ r +1 —邻 r + ^ oj 3 l + b ' p 2 + … + H 

= A r f + b ^ A ^ 1 f + … +^>1^ + 6(^ = />( A )$, 

j3r+2 = 邱 H~i = />(A)Af , 

Pr^Z = A^r^z == A 2 /?h-i ^ />(A)A 2 $, 

争 ♦攀 

咏 r = 邻2广1 = A - 1 ^ = ^( A ) A ^ 1 ^, 

^2 r+l —哗十 b^lplr + br - zj 3 zr^l 十… + h 十6。尽 +1 

=A r ^H-l 广 + …+ 6i/4^h- 1 + ^o/?rfl 

= { A r + Ar 1 十… -(- 6] A + boDpr^i — p 2 ( A )$, 

• # • 

体 A-l)rM = =A/3 U - IV + &r-l 卢 + ••• + ^l^(h-2)r+2 + 办 0 如 -2)r+l 

=A r /3( A -2)r^l + ^-1 A 广 广 H + …+ biA/3 (h -2)H-l + ^oA^™2>H-1 

= p(A)/3 (f> -2)H-i = p b l (A)f, 
j^ih— 1) H~2 - — ^S</i-i)H-i — p h 1 (A) Af, 

^(A-l)r+3 ~ ^^(h—UH~2 = p h 1 (A)A 2 

« • » 

Phr = ^^kr~l = ^(.h-DH-l = P b 1 ( A ) A ^ 1 ^. 

由此得出，说，体，…， ~ 可以由$，¥，…，^线性表出，反之亦然。因此 

w &($) = 〈芒， V ，…， A&—w =〈负，卢2，•••，〜 >• 

从而体 ，你，…，~是的一个基。由于 f 的最小多项式 m f ( A ) 等于 C Ar ( f ) 的特征多 
项式 + a ^ iA ^ -1 + … + AA + a 。 ， EP 等于 / ( A ) ，因此 〆 1 ( A )$=0。 于是 

p h -' (A) (A r e + AH - ^b.A^ + boO = 0 ， 

BP ^9ftr + 6 广 1~ + … + 心如 ― "H2 + 〜 Ah)H~1 = 0. 

从而 = — b r - ! j 3 kr - 办1 卢 u - l)r — 2 _ ^0 j 9( / - 1 ) r + 1 • (72) 

从 A ，和， … ，~的 定义和 （72) 式立即得到 

A ( j 3 l ，扣，…， ghr) = (jSl ， 择 ，…， ^ r ) G Ar (/>( A )). (73) 

因此 A | W ^( f ) 在基负，你，…，洛下的矩阵是 GJp ( A ))。 所以 

c hr (0 〜 G kr (pa)\ ■ 
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点评： ^(/ KA )) 称为广义 Jordan 块。 利用例3的结论，可以把本节定理 4( 或推论 
1) 的 A (或 A ) 的有理标准形 C 中对应于 （ A ) (其中 deg 九 （ A )= r ,> l ) 的每一个 Ar , 级 
有理块用相应的广义 Jordan 块(九 （ A )) 代替。再利用例2的结论，可以把对应于 
( A - A ,)^ 的各个有理块组成的分块士角矩阵 C , 用 Jordan 形矩阵 A , 代替。代替后的分块 
对角矩阵称为 A (或 A ) 的广义 Jordan 标准形。 用广义 Jordan 标准形的好处是可以省去 
计算 A ( A ) ，当 deg / > jf ( A )> l 0 

例4 求下述实矩阵 A 的有理标准形 C 。 

r 6 - 3 一2) 

A = 4 — 1 — 2 . 

10 —5 —3 

解 


1 AI - A | = 

A — 6 

— 4 

3 

A + 1 

2 ] 
2 


A — 6 3 2 

— A 十 2 A — 2 0 


—10 

5 

A + 3 

> 


— 10 5 A 十 3 

j 


= (a — 2)a 2 + 1 乂 

于是实矩阵 A 恰有一个特征值2,且 A 的最小多项式 m ( A ) 等于 A 的特征多项式 
(A —2)( A 2 + 1)。 对于 A 2 + l ， 有理块的级数是2的倍数，因此只有一个2级有理块。于是 
A 的有理标准形 C 是 



C = 0 一 1 ， 

、 1 0 

其中空缺位置的元素都是0,今后同此约定。 

例 5设 n 级实矩阵 A 满足 A 2 + J =0。 

(1) 求 A 的有理标 准形； （2) 证明： n 是偶数，且 


A 





(1) 解 由于 A 2 + 1=0,因此 A 2 + 1是 A 的一个零化多项式，从而 A 的最小多项式 
m ( A )| A 2 + l 。 由于 A 2 + l 在 R 上不可约，因此 m ( A )= A 2 + l 。 于是 A 的有理标准形 C 
中，每一个有理块都是2级的，从而 


r0 





0 - 1 
1 0 


0 — 1 
1 0 

\ y 

(2) 证明从 A 的有理标准形 C 看出： n 是偶数，记 n -2 m c 


由于 P )/>(£，））= I ， 因此 pa ^ j ) 1 = p(i 9 j ) o 

先看 n = 4 的 情形： 
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0 - 1 


-1 


(①，③） 


0 — 1 


0 — 


(①，③） 


-1 


— 1 


(②，③） 


——1 


0 - 1 


— I 


(②，③） 


因此当72 = 4时， 


-I 


再看72 = 6的情形 

rO — 1 


— 1 


0 - 1 


(①，⑤) 
(oT©) 


— 1 


(②，⑤) 
(②，⑤） 


0 — 1 


- 1 


由此受到启发，用数学归纳法来证明 。 n = 2 时，命题显然成立。假设对于级数小于 


2 m 的矩阵 diag 


-1 


— 1 


经过一系列成对的两行、两列互换可以化成 


现在 来看〜级矩糾 =也« 


—1 


— 1 


(①， 

(①, 


0 -1 
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1 0 
最后这个矩阵的第3, 4 ,…，2行与第3, 4 ,…， 2 m — 2列组成的 2 m — 4 级矩阵为 


diag 


0 — 1 

1 0 


f 


0 -i 
1 0 


o 


据归纳法假设，它可以经过一系列成对的两行、两列互 


换化成 

于是 


0 -I 


m — 2 


m~2 


0 


，从而 C 经过一系列成对的两行、两列互换化成了 


0 

T 

^ 771 


m 


0 


C 



0 


据数学归纳法原理，对一切正整数 m ， 都有 2 m 级矩阵 C 相似于 
由于 A 〜 C ， 因此 


0 



-I 


m 


0 


o 


A 〜 


( 0 —I 


m 


m 


0 


■ 


点评： 在例5的第 （2) 小题中，我们详细证明了 2 m 级分块对角矩阵 C 


diag 


0 — 1 


0 -1 


0 


0 


经过一系列成对的两行、两列互换可化成 


0 -I 


In , 


m 


0 


，因 


此 C 合同于 


0 -I 


m 


m 


0 


o 


这个结论是有用的。注意 c ' = — C ， 因此 C 是斜对称矩阵。 


例6设域 F 上 n 级矩阵 G 是由有理块组成的分块对角矩阵，…， 
G s } ，其中 G , 是~级有理块， G , 的最小多项式为 m ,( A)，j = l ，2, …山证明 ：如果 mAA )， 
( A ) ，… ， m ,( A ) 两两互素，那么 

C ( G ) = {B = diag { B ^ B 2 ,-, B s ) \ B } e F [_ Gj 2 ，j = 1，2,…，山 


dim C ( G ) = n 


C ( G ) = F [ G ]. 


证明设 B 6 C ( G )， 把 B 写成分块矩阵的形式，有 


( B n 

B12 

… B 叫 


Gi 

0 1 

B 21 

參 

• 

B22 

攀 

• 

"* B Zs 

m 

a 


g 2 

♦ 

♦ 

w 

m 

B sl 

s 

■ 

• 

b s2 

■ 

丄 


0 

參 

J 
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G } 0 ^ fB n B lz B ls ^ 

Gz ^21 召 22 …氏 5 

_ 

♦ •聲 _ 

蠡 鲁 . « 

• • • • 

0 G s B s2 - B s 

\ / V ) 

由此得出 

BjjGj = GjBjj , j = l ， 2"“ ， s; (74) 

BijGj — GiBij , i 夫 j• (75) 

于是 ^ eC ( G,)，j = l ，2 r »， s 。 由于 G , 是一个〜级有理块，因此据习题 9.6 的第12题 
得 ， C () = F[Gj ] ， 而且 dim C ( C ? j ) ~nj ，j = 1 ， 2 ， … ， a ’。 从而 

Bjj G F [ G > ], j = 1，2,…，义 （76) 

当时，已知 ( A) 与 m, (A) 互素，据习题 9. 6 的第9题得，矩阵方程 XG , = G,X 
只有零解，因此由 （75) 式得 

By = 0 , i 辛 j • (77) 

从而 B = diag { B n ，私 2 ，…， BJ， 其中仇 eF[Gj，j = l，2〆"，％ 

因此 C(G) = {B = diag{B 1 ，B 2 ，…，玖} |JB,eF[G ,] ，•••，$} 。 

与 9. 7节例16类似 可证： 

C ( G ) 兰 FIG , ] 4- F [ G 2 ] + …+ F [ GJ . 

从而 

dim C ( G )= dim F [ G ) ] + dim F [ G 2 ] H - h dim F[Gj 

=ri\ ri2 ~\r •** - n s = n. 

由于 ( A )， m 2 ( A ) ， … ， m s ( A) 两两互素，因此 G 的最小多项式 m (A) 为 

m(A)= [mi (A ) ，？^2 (A ) ，…，％ (A)] = mi (A)wi 2 (A) •••% (A) 


=/i (A )/ 2 (A)-*/ s (A) = /(A) » 

其中/⑴乂⑴，…， / S U ) 分别是 GA ，…， G , 的特征多项式 a 由于 dimF [ G ] = d e gm ( A ) = 
deg /( A ) = n ， 因此 dim F [ G ] = dim C ( G ) ，从而 F [ G ] = C ( G )。 ■ 

例 7 设 A 是域 F 上的 n 级矩阵， A 的有理标准形 SG = diag { G 】， G 2 ，…， G s } ，其中 
G } 是〜级有理块， G , 的最小多项式为 ( A )。 证明 ：如果 
互素，那么 C ( A ) 的维数等于 n ， 且 C ( A )= F [ A ]。 

证明由于 A 〜 G ， 因此据 8. 3节例7得， C ( A ) = C ( G )。 从例6得 ， dim C ( A ) = 
dim CCG ) = n 0 G 的最小多项式 m ( A ) 的次数为？ i ，从而 dim F [>\] = deg / w ( A ) = w 。因此 
C ( A )= F [ A ]。 ■ 

例 8 设实数域 R 上的4级矩阵 G = diagj ^ ，求 dim C ( G ) 。 

解记 = G :、。任取 bgc ( g )， 设 


B x 

B, 



则从 BG = GB 得 


B = 
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其中 p ( A ) 是域 F 上的不可约多项式 ， deg pU )= r 0 证明： 

C ( A ) = Homp ^ W )， dim F CCA ) = — ( dim F V ) 2 . 

T 

证明 由于 A 的最小多项式 m ( A )= p ( A ) 在 F 上不可约，因此 F [ A ] 是一个域。 V 能 
成为域 F [ A ] 上的线性空间，其中 g ( A ) 与 a 的纯量乘积规定为 g ( A ) 把《映成的象 g ( A ) a 。 
用 Hom FM ( V ， VO 表示域 F [ A ] 上线性空间 V 上的所有线性变换组成的集合，它是域 
F [ A ] 上的一个线性空间。 

任取 Hom F[A] ( V ，\0 ，则 B 保持 F [ A ] 与 V 之间的纯量乘法。于是对任意 aGV , 
任意 gU ) GF [ A ]， 有 

B[g-(A)a] = ^(A)[Bor], 

特别地，有 B (^ a )= A (&)， Vaev 。 因此从而 Becu )。 于是 

Hom F [ A ] ( V , V ) C C ( A ). 

反之，任取 BGC ( A )， 则 JBA = AB 。 从而对任意 g ( A )6 F |>]， 有 Bg ( A )=^(4) B 。 
于是对任意 aGV ， 有 

B[^(A)a] = ^(A)[J3a]. 

这表明 B 保持 F [ A ] 与 V 的纯量乘法。因此 BGH 0 m F [ A ] ( V ，\0。 从而 

C(A) C Horn 制 （ W). 

综上所述， CG 4) = Hom F [ A ]( V ， V )。 

记 Hom FCA] ( V , V ), f 3 是域 F [ A ] 上的线性空间，又由于 F [ A ] 可看成域 F 上的线 
性空间，据 8. 1节的例26得， O 可成为域 F 上的线性空间，并且 

dim F ,n = (dimF F[i4]) (dimp[ A]l Q). 

由于 dim F F [ A ] —deg p ( A ) = r ，因此 

dimjr Q — r ( dim F [4] l f 3). 

由于 dim F[A] 因此 

dim F Q — r ( dim F[A] V ) 2 . 

同样据 8. 1 节例 26 得 

dim F V - (dim F F[A])(dim FU] V) = rCdim^V). 

由于 CXA )^^， 因此 

dim F CCA) — dimjr £2 — —r 2 (dim^A] V) 2 = — (dim F V) 2 . ■ 

r r 

点评： 例 9 解决了当 V 上的线性变换 A 的最小多项式 m(A)=/>(A) (其中 MA) 在域 
F 上不可约）时， C(A) 的构成以及 C(A) 的维数问题。利用例 9 可以更简捷地解决例 8 的 
问题。设 V 是实数域 R 上 4 维线性空间，设 V 上的线性变换 A 在 V 的一个基下的矩阵 

是 G = diag _ 9|。 我们在例 8 的点评中已求出 G 的最小多项式 

m ( A )= A 2 + l 。 由于 A 2 + 1在 R 上不可约，因此据例9立即得到 

dim R C(G) = dim R C(A) = y(dim R VY = y X 4 2 =8. 

例 10 设 A 是域 Fin 维线性空间 V 上的线性变换， A 的最小多项式 m(A) 在 F[A] 
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中的标准分解式为 

mix ') = p[ l ( A )/> 2 2 ( A )■■*/>/ ( A ). (78) 

记 W t =Ker #( 义），辜 = 劓 \^“ = 1 ， 2^”0 。 证明： 

CCA) ^ C(A,) +CU 2 ) + … + C(AJ ， 

5 

dim CCA) = 2 dim C(A,). 

t = l 

证明 从 （78) 式得 

V = Ker p[ l (i4) ㊉ Ker (A) ㊉…㊉ Ker />/ (A). 

A t =A\W t 的最小多项式叫（；0 = 4(又）“=1，2广“4。在^^，^^，…， 1 ^,中各取一个基， 
把它们合起来成为 V 的一个基，则4在 V 的这个基下的矩阵 A 为 

A = diag{ A! ， A 2 ，…， A] ， 

其中 A , 是 A t 在琢,_的上述基下的矩阵，/=1，2,…，5。 

设线性变换 B 在 V 的上述基下的矩阵为 B =( 氏），则 
BeC(A) <=> BA=AB 

/ 、 ( B ti Ai = A t B u , f = l ，2, …… 

< ( b 0 A } =Ai B i} , i 年 j 

、 iB d £C(A ( ) , z = l ， 2, … ， 6'; 

由于当时， A ; 的最小多项式 m i CX ') = p l ； ( A ) 与 A 』 的最小多项式 m , ( A ) ( A ) 

互素，因此矩阵方程 XA ,= A , X 只有零解。从而当纟关 j 时， B y =0。 因此 

B 6 C(A) < > B = diag{B n ， B 22 ，…，氏 } ，氏6 C(A, ) ,i = 1,2 , ,5. 

从而 | B , GC ( A ,)， f = l ，2，-“， d 。 与 9. 7节例 16类 
似可证 

CCA) ^ CCAi) +C(A 2 ) + … +C(AJ. 

由于 CG4) 兰 C(A) ， CG4J 兰 C(A,) ， f=l ， 2 , …山因此 

C(A) ^ CG4J +C(A 2 ) + … +C(A S ). 

5 

从而 dim C(A) = Z]dim C(A, ) 0 ■ 

i = 1 

例 11 设 A 是域 F 上 n 维线性空间 V 上的线性变换，设 A 的最小多项式 m ( A ) 为 

m ( A ) = pi ( A )/> 2 ( A ) » 

其中 A ( A ), 九 （ A ) ，…，久 ( A ) 是域 F 上两两不等的不可约多项式 , deg MA )= n ，> l ,2, …山 
设 A 的特征多项式 /( A ) 为 

/( A ) = p\ x ( A ) p k 2 2 ( A ) … 义⑴. 

记 W , = Ker AU )， A ,= A | U =1，2, …山证明： 

C(A ) 兰 Hom nAi] (Wi ， ) + … + Hom F[Aj] (W s ， W ,) ， 

dim CCA) — 2 — (dim F Wi) 2 — r t - ^. 

•- _ 1 V J _ 1 


证明据例 10 得 
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解决了 C ( A ) 的结构以及 C ( A ) 的维数问题，证 明了 ： dim CG 4) = ，其中 n 是不可 

1 = 1 

约多项式 A ( A ) 的次数，々 , 是在 A 的特征多项式 /( A ) 中 A ( A ) 的幂指数，它们都容易求出。 

对于一般情形，从例 10 知道，求 C ( A ) 的问题归结为 对于成 的最小多项式 m / A ) = # a) 
时去求 CG 4,)。 因此剩下的问题是 ：当线 性变换 A 的最小多项式 mGO = // a ) (其中 />( A ) 
是域 F 上的不可约多项式）时， C ( A ) 的结构如何？ CG 4) 的维数等于多少？我们尚未完全解 
决这个问题。但是在下面的例13中我们解决了 C 2 ( A ) 的结构问题，证 明了： C 2 ( A ) = 
F [ A ]， 从而 dim C 2 [ A ] — dim F [ A ] = deg m ( A ) = l deg p { X ) 0 

例 12 设 V 是域 F 上的线性空间， A 是 V 上的一个线性变换，设 ㊉…㊉ 
表示平行于 ㊉ 17,在 LJ , 上的投影。 证明： 

U 3 是 子空间 ，j = l ，2 , …， m <=> P ； eC ( A ),; = l ,2,-, m . 

证明必要性。设 R 是 A 不变子空间， 7 = 1，2,…， m 。 任取〜则 

从而 又有 因此 

P } Aa } = AP ; a ; , V a> G U } . (79) 

任取，其中纟士;。由 P , 的定义知道，1>, = 0。从而 A ( J >,)=0。 由于是 A 
不变子空间，因此 AafU ,。 于是6(如,)=0。从而 

AP 3 a t - P,Aa t , Va, G (80) 

m 

任取 a 6 V ，设 a = 6 U k ，k = 1，2,…， m 。 从 （79) 式和 （80) 式得 

k=\ 

m m 

AP } a = ^APja k — ^PjAa k = P } Aa. 

A ~ 1 ^ — 1 

因此 即 P ,6 C ( A )。 

充分性。设 P ,6 C ( A )， 则 ImP , 是 A 的不变子空间。由于 ImP ,= L /,， 因此 R 是4 
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的不变子空间。 ■ 

点 评：例 12比 9. 6节的例22第 （1) 小题考虑了更一般的情形，指 出：当 
㊉ … ㊉ LL 时，若投影 P , 与 A 可交换，则是 A 的不变子空间。反之，若 LA ， …， 
U s 都是4的不变子空间，则投影 A ，… ，灵 都与 A 可交换。 

例13设 A 是域 F 上线性空间 V 上的线性变换，用 C 2 G 4) 表示与 C ( A ) 中每一个线 

性变换可交换的线性变换组成的集合，即 

C 2 ( A ) = {H e Hom ( V , V ) | HE = BH, VB 6 C ( A )}. 

容易看出 C 2 ( A ) 是的一个子空间。设 A 的最小多项式 m ( A )=//( A )， 其中 
P ( A ) 在域 F 上不可约。 证明： 

C 2 ( A ) = F [ A ]. 

证明任取 /( A)e F [ A ] , V B 6 C ( A ) ，由于 BA = AB ， 因此 B /( A )=/( A ) B 0 从而 
/( A ) eC 2 ( A ) 0 于是 F [ A ] GC 2 ( A )。 

反之，任取 C 2 ( A )。 想证 H 6 F [ A ]， 即要找一个多项式 g ( A )， 使得 H = g{A) Q 
想法是先把 V 分解成 A 不变子空间的直和。据本节定理2得， V 能分解成 A - 循环子空间 
的 直和： 

V " = L 7 1 ㊉ L 72 ㊉…㊉ t / j ， （81) 

其中& 是循环子空间 L /\ 的生成元 ， f = l ，2, …， s 。 记成 = A | U , ，用 wt ,( A ) 表示 A , 的最 
小多项式。由于 

m ( A ) = [mi ( A ) »••- , m 5 ( A )] ? 

因此至少有一个 ( k )= p l ( X )= m ( X ) ，不妨设叫 ( A )= m ( A ) ，且设 

m ( A ) = / ii ( A ) m ,( A ), t = l ，2, …，义 (82) 

用 i >, 表示平行于 ㊉I /,在17,上的投影 ， j = l ，2, …由于1^0 = 1，2，*"，0是义的 

不变子空间，因此据例12得，由于因此是 H 的 
不变子空间，_/ = 1，2,…， i 记 H , L/,，j = 1，2,…，5。由于 iff , 6 LT ,， 因此存在 
g ,( A ) eF [ A ]， 使得 

H^i = giiA)^i , i = 1,2 , ••• , 5 . (83) 

由于 U , 中任一向量可表示成 904)色 的形式，其中 g ( A )6 F [ A ]， 因此 

H [ g ( A )$,] = q(A)H$ t = q(A)gi(A)^ = g - 1 ( A )[ g ( A ) f I ]. 

由此得出 

Hi = H\Ui = giiA)\Ui = gi ( A \ Ui ^> = giiAi ). (84) 

这样我们对于氏，找到了多项式 &( A )， 使得 
注意到 ( A ) = m ( A ) ，因此我们猜测有 

H = gi ( A ). (85) 

为了证明 （85) 式，我们进行探 索:设 i ? = &( A )， 则对于任意《 6 V ，有= A ( A ) a 。 设 

5 

a = y ^ g , ， a , 6 ，则 

i' = l 

5 S 

Ha = = 2 &⑷心 (86) 
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又有发 ^gi ( A ) os ，由此推出 

1 = 1 

5 

y] [g*i (A) — ^(A)]a t = 0. 

i —l 

由于 t / i 十… + R 是直和，因此 

[g*i (A) — & (A ) ]ct; = 0 ， i = l ，2，"_， s . (87) 

从 《 在 V 中的任意性可推出 ^ 在 17, 中的任意性，因此由 （87) 式得 

(A t ) — g. CA. ) = 0. 

由此得出 ，& ( A ) — a ( A ) 是 A , 的一个零化多项式，因此 

m , ( A ) | gi ( A ) — giiX ). 

从 (89) 式得 

/ ii ( A ) m , ( A ) I A , ( A ) [尽 i ( A ) — ( A )] ， 

即 / n ( A ) |/ i ,( A )[ gi ( A )— g . Q )]。 从而 

mi ( A ) I hi ( X)Lgi ( A ) — g , ( A )]. 

由于叫 04)6 =0, 因此从 （ 90) 式得 

(A)[g*i (A) — = 0, 

即 hi ( A)gi ( A)fj = h i ( A ) g i CA )^ l . 

由于右是 A - 循环子空间 LA 的生成元，因此从而 

h t U) gl ( A )?! - g x ( A ) A 1 ( A )6 1 =册，04)&. (93) 

于是从 （92) 式和 （93) 式得 

= ^( A )/ i 1 ( A )6 1 . (94) 

如果 （94) 式成立，那么把它反推回去就可得出 （85) 式成立。下面来证 （94) 式成立。由于 
»|1/,=&(4)|17 1 ，而心04)芒 1 €1/ 1 ，因此需要把 h t ( A )^ 看成 e 在某个线性变换下的象， 
才有可能使 （94) 式成立。于是产生下述 想法： 

对于〗6{1，2，"*^},定义\"上的一个变换0, 如下： 


G( Cctj) — otj ， 

6 u” 

j 辛 “ 

(95) 

G i (qiA')^ i ) = 

q{A)hi (A)$i , 

Vg(A) e f[a ]； 

(96) 

s 

Gi ( 〉 ] bka *) — 

s 


(97) 


是=1 A = 1 


对于 （96) 式，需要说明它是合理的。即，设 a ( A ) f t - g 2 ( A ) e ， 要证％ iA ) h t ( A )^ = 
仍 04) . MAM 。 为此只要 证：若 u ( A)e = 0, 则 mU ) 心 （ A )6 =0。 从 w ( A ) 色= 0得， 
( A ) I w ( A ) 。 于是 hi ( X)mi ( A ) ] h { ( A ) m ( A ) 0 从而 w ( A ) I / i t ( A ) w ( A ) ，因此 /Wi ( A ) I / i , ( A ) 
tKA )。 由此得岀 M ( A ) M ( A ) 色=0。这证明了 （96) 式是合理的，于是 （95)、（96)、（97) 式定 
义了 V 上的一个线性变换 G t 。 

任取 C7, 中的向量 g(A)$, ， 有于是据 （ 96 ) 式得 

G ( [A g(A)^3 = A q{A)hi (A)fi — A G, (g(A) ). (98) 

任取 〜 6L7 ^) ， 有 A^eK 。 于是据 （ 95 ) 式得 

GAAaj) = Aa, = AG,(a,). 


( 88 ) 

(89) 

(90) 

(91) 

(92) 


(99) 
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从 （98) 式和 （99) 式可推岀，，即 G ,6 C ( A)。 于是 ff G t .=G , if 。由于 

H G e, - Hh,(A)^ , 

GiH f , = G t = gi (A)^, (A)fj ^ 

因此从得出 
这证明了 （94) 式成立。从而 

H = gl {A). 

于是 C 2 G4)GF[A]。 因此 C 2 ( A ) = F [ A]。 ■ 

点 评：例 13的证明是相当难的。首先要把 V 分解成1循环子空间的 直和： 
㊉ … ㊉ L 7 S ，利用投影 P 山 ‘ =1，2,…去证明进而得出 

Hi = g t (A,) , i = 1,2, ••• ,5. (100) 

有了 （100) 式以后，如何证明呢？关键一个想法 是：从 /^( A )= m ( A ) 大胆地猜测 
可能有 

H = g^A). (101) 

又如何证明 H=^(A) 呢？我们经过探索证 明了： H = gl (A) 当且仅当下式 成立： 

Hh t (A)^ = ( 102 ) 

而为了证明 （102) 式成立，最富有创意的想法是 ：对于 {1，2，"^}，用（95)、（96)、（97)式 
定义V 上的一个线性变换 G ,.， 然后去证 G A - A 从而得出 G, =GJff 。 于是有 

I ，进而得出 （102) 式。由此体 会到： 在解决比较难的数学问题时，进行细致 
的观察和深入的分析，由此产生富有创意的想法是至关重要的。 

例 14设 V是域 F 上的线性空间，V上的线性变换 A 称为 半单的 （semisimple), 如 
果每一个 A 不变子空间 t； 都有 A - 不变补空间。设 A 是半单的， g(A)6F[A]。 证明： 
g-(A) 是幂零变换当且仅当 g{A) =0 o 

证明 充分性是显然的，现在来证必要性。设 g(A) 是幂零变换，其幂零指数为/，则 
i(A) 关0,于是 Ker〆—\A) 是 A 不变子空间，且 Ker ^— 由于 A 是半单的，因 
此存在 A 不变子空间 W， 使得 

V = Ker g l ~ l {A) © W. 

显然 W 也是 g (A ) 的不变子空间。任取 g ( A )^ Gg ( A ) W ， 由于 f ( A )^=0, 因此 

即 g(A)j9eK er f HA )， 从而 g(A)WGKer gH (A) 。 于是 
g(A)W C Ker g l ~ l (A) f] W = 0. 

即 W[ Kerg (A)。 假如 Z>1 ，则 Ker g04)GKer g 卜 1 U) 。于是 WGKer g 卜 1 (A) 。从而 
W = 0 o 由此得出 g" 矛盾。因此 z = l， 即 g(A)=0 。 ■ 

点评： 从例14立即得出，若 A 既是半单的，又是幂零的，则 A = 0。 在 9.6 节的命题 
10中，我们证明 了：域 F 上《维线性空间V上的线性变换 A 可对角化当且仅当 A 的特征 
多项式在包含 F 的代数封闭域中的全部 n 个根都在 F 中，且对于 A 的任一不变子空间都 
有 A 不变补空间。又由于 A 可对角化当且仅当 A 的最小多项式 m (A) 在 F[A] 中能分解 
成不同的一次因式的乘积，因此我们猜测对于半单的线性变换有下述特征，即例 15 所叙 
述的命题。 
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例15域 F 上线性空间 V 上的线性变换 A 是半单的当且仅当 A 的最小多项式 m ( A ) 

能分解成两两不等的不可约多项式的乘积，即 

mix) = />i (A)p2 (A) … p: (A ) ， 

其中 /^(>) ， /? 2 以），一，九以）是域卩上两两不等的不可约多项式。 

证明必要性。设 A 是半单的，设 

m(A) = p; 1 (A)/?; 2 ( 又） … （ A ) ， 

其中 A ( A )，/> 2 ( A )， …，九 （ A ) 是域 F 上两两不等的不可约多项式。令 

gik) = p 八 X) ptik) … p s UC> • 

容易看出是幂零变换，据例14得，以 A )=0。 于是 g ( A ) 是 A 的一个零化多项式。从 
而 m ( A ) | g ( A )。 又尽 （ A ) | m ( A )， 因此 w ( A ) := = g ( A ) 0 

充分性。设 

w ( A ) = ( A ) />2 ( A ) …久（又）， （103) 

其中 6( A )， 九 （ A )， …，九 （ A ) 是域 F 上两两不等的不可约多项式。则 

V — Ker />! (A) ㊉ Ker /?2 (A) ㊉…㊉ Ker p s (A). ( 104) 

记 W , = Ker aU )， 且人 = A 1 W ,， 则成 的最小多项式 m , U ) = A a ) ， 1，2 ，…山 
任取 V 的一个非平凡 A 不变子空间 L 7, 据 9. 6节例22 得： 

u = cw : n ⑺ ㊉ （灰 2 n ⑺ ㊉ … ㊉ （％ n ⑺. （⑽） 

由于次的最小多项式 4( A ) 在域 F 上不可约，因此据 9. 6节例11得， F ['] 是一个域。 
显然 F [ A ,]2 F 。 设 

pi (A) = A r； + b rr iX rrl + …+ ， (106) 

则 I ，成，<，…， AP - 1 是域 F 上线性空间 F [ A ,] 的一个基。任取 gG 4,.) eF [成]，则 

= c 0 / + c 1 A l • 十 …+ c r ._i A -^ 1 . 

对于任意 e w , ，规定 g iA t ) 与的纯量乘积为 

^(A,)a, = c 0 a ； + Ci A,a, + … + c r 「 iAp _ 1 a ,- ， 

则容易验证 W , 成为域 F [ A ,] 上的一个线性空间。由于 U 是 A 不变子空间，因此对于任 
意壬意有 gu .^ ew ^ u . 从而 w , ni / 是域 f [丄]上线性 
空间的一个子空间。于是它在 W , 中有补空间。取它的一个补空间 L /,， 则 

W t - ( W t n U ) ㊉ 17” (107) 

由于 a 是域 F [ A ,] 上线性空间％的一个子空间，因此对于任意译 eu , ，任意 
g { A t > e f [ a , g ( a ,)^ ( e u , 0 特别地，有 a 芯 ea 。 这表明 a 是 a , 不变子空间。由 
于 u , GW , ，因此 a 是 A 不变子空间。 

从（104)、（105)和 （107) 式得 

v=w x ㊉…㊉ w, 

= [(Wi n ")® u 】]®[( w 2 n ⑺ ㊉ u 2 ] ㊉ … ㊉ [(% n ⑺㊉ r ] 

= LT © (K © l / 2 ㊉…㊉ L / s ). (108) 

由于认 （ i = l ，2, …， s ) 是 A 不变子空间，因此(^ ㊉ 仏 ㊉ … ㊉ a 是 A 不变子空间。于是从 
(108) 式得， A 是半单的。 ■ 

点 评：例 15的充分性证明的关键是把看成域上的线性空间，对于它的子 
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空间灰,门1/，存在补空间^/,.。由于是^'[成]上的线性空间灰,的子空间，因此对于任 
意有 A 牡 GU ,。 从而可推出认是 A 不变子空间。 

例 16设 A 是域 F 上线性空间 V 上的线性变换，设 V 能分解成 A 不变子空间的 
直和： 

㊉ ％ ㊉…㊉ C7,. 

证明：如果 A | L /, 是半单的，2 = 1，2,…$，那么 A 是半单的。 

证明 设的最小多项式分别为 MAhrMA )。 记 A ,= A | L /,。 由于 A , 是半单 
的，因此据例15得 

rrti ( X ) = pa ( A )/>； 2 ( A ) ( A ), 

其中九 1 以），/>, 2 (义），“*，/^(2)是域^'上两两不等的不可约多项式，£=1，2，一0。由于 

miX ) = \__rrix ( A ) , m 2 ( A ) , **■ ( A )] , 

因此 m ( A ) 是两两不等的不可约多项式的乘积。于是由例15得， A 是半单的。 ■ 

当域 F 上 n 维线性空间 V 上线性变换 A 是半单时，把 A 在 V 的一个基下的矩阵 A 
称为半单 矩阵。 于是 A 为半单矩阵当且仅当 A 的最小多项式 m ( A ) = 九 （ A ) 九 （ A ) … 
九 ( A )， 其中仏以八仏以八…^穴义:^是域厂上两两不等的不可约多项式。 

习题 9.9 


1. 求下述实矩阵 A 的有理标 准形： 

r 4 7 —3' 

A = — 2 - 4 2 . 

— 4—10 4 

2. 对于第1小题中实矩阵 A ， 求 C ( A ) 以及它的维数。 

3. 设数域 K ： 上的3级矩阵 A 为 


'1 0 4 , 

A = 0 1 2 

0 1 2 


求 C ( A ) 以及 dim C ( A )。 

4. 求下述有理数域上的3级矩阵 A 的有理标准形，并且求 C ( A ) 和 dim C ( A ) : 


r 0 0 1、 

A = 1 0 0 

4-21 


5. 求下述3级实矩阵 A 的有理标准形，并且求 C ( A ) 和 dim C ( A ) : 


r 4 7 _ 5、 

A = —4 5 0 . 

19—4 

、 J 

q 13 0 13 

6. 设实数域 R 上的 4 级矩阵 G = diag|a 4 J , ^ J |， 求 C ( G ) 的维数和 
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C ( G ) 的一个基。 

7. 设实数域 R 上的6级矩阵 A 为 

0 — 1 
1 1 

0 - 13 

1 4 

0 — 13 

1 4 

求 C ( A ) 的维数和 C ( A ) 的一个基。 


9.10 线性函数与对偶空间 


9.10.1 内容精华 

设 V 是域 F 上的线性空间，由于域 F 可以看成自身上的线性空间，因此自然可以考 
虑线性空间 V 到 F 的线性映射，我们把这种线性映射称为 V 上的线性函数。详细地说有 
如下 定义： 

定义 1设 V 是域 F 上的线性空间， V 到 F 的一个映射/如果满足 

— /(a) + /(/?)» V a G V > ( 1 ) 

fika ) = kfia)^a G V,k G F , (2) 

那么称 / 是 V 上的一 个线性函数。 

例如，令 

tr : M, t ( F ) - ► F 

n 

A = ( a 0 )1 -2 a „. (3) 

i — 1 

我们已经知道，化（焱+扪=打(八）+打（3)，打（^\)=射1~(焱），¥焱，3 6^(^')，是6 2 ? ，因此 

tr 是紙 （ F ) 上的一个线性函数，称它为迹 函数。 

又如，设 F 是一个域，给定 a ， a 2 ，…，令 

/ : F n —^ F 

n 

a = ( x !， x 2 ，•••，〜）’*- ^ , (4) 

i = i 

容易 验证 ： /(a + P ) = /( a )+/( P )，/( te ) = kfia 、，\! k e F , a,p e F ”， 因此 /( a ) = 

n 

^ 〜 r , 是厂”上的一个线性函数。 

i-l 

n 

(4) 式给出了 F w 上的线性函数/的表达式为 /( A ， j : 2 ，…， A ) = ^2 a , x t ，它是 a ， x 2 ， 

f = 1 

…，的一次齐次多项式。 
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一般地，域 Flw 维线性空间 V 上的线性函数/的表达式是什么样子呢？在 V 中取一 
个基 ai ， cr 2 ，…，〜，由于 V 上的线性函数/就是线性空间 V 到 F 的一个线性映射，因此/完 
全被它在 V 的一个基^，(^ ，…^ 上的作用所决定。即只要知道 /( ttl )，/(&)，•••，/(〜）， 

就可以求岀 V 中任一向量《 = ^ x iai 在/ 的象： 

1 = 1 

n 

f ( a ) = (5) 

i = 1 

(5) 式就是 V 上的线性函数 / 在基 ai ，&，•••，〜 下的表达式，它是 a 在此基下的坐标 
^1 ， X 2 ，…的一次齐次多项式。 


反之，任意取定 a x , a z , , a n 6 F ， 对于 V 中任一向量 a = Du ，规定 

i = i 
n 

/(a) = (6) 

i ― 1 

直接验证得， / 是 V 上的一个线性函数，并且 

/( a ,) = * / = 1，2，…， (7) 

由于 V 上的线性函数完全被它在 V 的一个基上的作用所决定，因此满足 （7) 式的线性函 
数是唯一的。 

综上所述，域 Fin 维线性空间 V 到 F 的一个映射/是 V 上的线性函数当且仅当/ 
在 V 的一个基下的表达式是 a 在此基下的坐标 A ，心 ，…，的一次齐次多项式。 

设 V 是域 F 上的线性空间，由于 V 上的线性函数可看成是线性空间 V 到 F 的线性 
映射，因此可以把 V 上所有线性函数组成的集合记作 Hom ( V , F ) 0 它是域 F 上的一个 
线性空间，称它为 V 上的线 性函数空间。 

现在设 V 是域 F 上的《维线性空间，则 

dim Hom ( V , F ) = (dim V ) (dim F ) = n * \ = n . (8) 


因此 


Hom ( V , F ) ^ V . 


(9) 


设 V 的一个 基是⑴ ， a 2 ，…，％，我们来求 Hom ( V ， F ) 的一个基。任取/6 Hom ( V ， F ) ,由 

于/完全被它在 V 的一个基〜，&，•••，《„上的作用所决定，因此下述对应法则 

a : Hom ( V , F ) — ^ F n 


/ I—— -(/(ai) ， / (a 2 ) ， … ， / (aj) (10) 

是一个映射，显然 a 是满射、单射，且保持加法和纯量乘法运算，因此 a 是 Hom ( V ， F ) 到 
F ” 的一个同构映射。从而厂 1 是 P 到 Hom ( V ， F ) 的一个同构映射。在 F ” 中取标准基 
Ci ，^ 2 ，…， ，则 〆 1 (A ) ， £T _I (£2 ) ，…， tr — 1 ( e «) 是 Hom(V ， J 7 ) 的一'个基。记 /, = a — 1 ( e ,) ， 
f = l ，2, …， n ， 则 a (/,)= c ,。 由 （10) 式得 


即 




1， 

0, 


当 j = “ 
当 j 竽 L 


/,( a ; ) = dij 9 f = 1，2，…， n ; j — 1,2,…， w . 


( 11 ) 


( 12 ) 
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Hom(V,F) 的这个基/\，/ 2 ，…， /„ 称为V 的基的对 偶基， 它满足 （12) 式。把 
Hom(V,F) 称为V的对 偶空间 ，记作V。 

注 意：当 V为域 F 上无限维线性空间时，我们也可以把 Hom(V,F) 记作 V* 。 

n 

对于V中任一向量 a = ^ 

> =1 
n 

fi (cr) = i (a； ) = x t , z’ = 1 ， 2 ，…， n ， (13) 

i = l 

即 /, 在基 ai，a 2 ，… ，a n 下的表达式 /, (a) 就是取 cr 的坐标的第 i 个分量 x, 。因此 

n 

a = X)/, (a)a, ， (14) 

1 = 1 

即 a 的坐标的第 i 个分量等于 /, 在^处的函数值，:=1，2,…，72。 

n 

对于 V * 中任一向量/= ，有 

t=l 

n 

f(aj )=2 ^«/« (a； ) = kj , j = 1,2 , ••• ,n. (15) 

i=l 

因此 

n 

f ^ ， (16) 

i = 1 

即 / 在对偶基下的坐标 的第〗 个分量等于/在处的函数值，〗=1，2,…，77。 

定理1设 V是域 F 上的 n 维线性空间，在V中取两个基 :ai ，a 2 ，…，〜与斤，体 ，…， 
( I , ;V ’ 中相应的对偶基分别为 /l ，/ 2 ，"•，/«与，片2，…， A 。如果V中基 QT1 ，0：2 * …，0；„到 

基 A， 典，…，汉的过渡矩阵是 A， 那么中基，，/ 2 ，…， /„到基 ☆，心，…，仏 的过渡矩 
阵 B 为 

B = (A" 1 ) / . (17) 

证明 由于(戸1，译， •• •，爲 ） = (ai，a 2 ，…， a„) A ，因此 

(ai,a 2 ,—, a n )= (历，体，…，爲） A' (18) 

从 （18) 式看出，％在基斤，你，…，涔下的坐标的第^个分量等于 AH(f ;J )。 又从 （14) 式的 

结论得，《,在基灼，爲，… ，各 下的坐标的第〗个分量 等于心 （…），因此 

A -1 iiij ') = gi (aj ). (19) 

从 （16) 式的结论得， g, (%)等于&在基/ 15 / 2 ，…，/„下的坐标的第 J 个分量。由于 

( g " l ，茗2 ’…，尺 J = (/ l ，,2，…， A ) B ， 

因此&在基/"/ 2 ，•••，/„下的坐标的第 J + 个分量等于从而 gi ( a } ) = B ( j ； i ) 0 
于是 

A -1 (z；j) = B(j ； 0 = B ’（“ j ) ， i，j = 1，2 ，…， n. 

因此 A — 即 B = (A —■ 
设 V 是域 F 上的 w 维线性空间， V 中取一个基 ai ，a 2 ，…，中相应的对偶基为 
/ 1 ，/ 2 ，…，/„。从 8. 3节定理1的证明中知道，V到V的下述 映射： 


a 1 


V —> V* 
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n n 

Ct = - (20) 

1 = 1 1 = I 

是一个同构映射，把 《 在 CT 下的象记作人（或， ） 。对于 V 中任一向量0 ，由于 

fi ( p ) = y ，因此有 


/ a (卢）= ( = = 2工'）卜 (2 D 

I ~ 1 J — 1 1^1 

这表明《在(7下的象人在 A 处的函数值等于 a 与卢的坐标的对应分量乘积之和。 

上述讨论是对于域 F 上任一 n 维线性空间进行的，因此对域 F 上 n 维线性空间 V 的 
对偶空间 V * ，也可以考虑其对偶空间 （ V * )* ，简记成 V * * ，称 V * * 是 V 的双重 对偶空 
间。 由于 V 兰兰 V ** , 因此 

V ^ V * * . (22) 

设⑴， 仍，…，〜是 V 的一个基, V * 中相应的对偶基为 / n /2，...，/；。 据 （20) 式， V 到 

有一个同构映射 a : ^ - f a 。 同理， V * 到 V 有一个同构映射 r ， 把 / fl 在 r 下的象 

记作， * 。 任取 / ev * ，据 （21) 式表明的结论得， (/) 等于人与/的坐标的对应分量 
乘积之和。分别据（20)、（16)式得 

TI 

fa = 

I = 1 

n 

f = 2/(〜)/,• 

t = i 

n n 

从而 a* * (/) = J ： t /(a t ) = /( 2 x ' a - ^ = /(a) 

i = 1 i = l 

由于，因此 （25) 式表明 a 在 V 到 V * * 的同构映射 m 下的象 
在/处的函数值，# (/) 就等于/在 0 处的函数值 /( a )( V /6 V * ) ，它不依赖于 V 
中基的选择。我们称这种不依赖于基的选择的同构映射为标 准同构或自然同构。 于是 V 
到 V 的上述同构映射 m 是自然同构。 

由于 v 到存在自然同构，因此可以把 a 与它在自然同构下的象^…等同起来， 
从而可以把 V 与等同。于是可以把 V 看成 V * 的对偶空间。这样 V 与 V * 就互为对 
偶空间。这就是把 V - 称为 V 的对偶空间的原因。 

9.10.2 典型例题 


(23) 

(24) 

(25) 


例1设 V = C [ a ，6]， V 上的下列函数哪些是线性函数？ 

囑 & 

(1) fix) \——- /U)dr; (2) fix) 1——- f{jc)g{jc)dx, 

* 0 %, 0 

其中 g ( x ) 是一个固定的连续函数。 

解 （1) 任取 /i (* r ) ，/ 2 ( x ) 6 C [ a ，6]，/〗（: r ) +/ 2 ( x ) 的象是 

[/\ (x) +/ 2 (jr)]cLr = / 1 (jc)dx+ f z (x)dj：. 
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任取 /(- r ) eC [ a ,6]^ GR ^ /( z ) 的象是 


b 


kf { x)djc = k 


a 


6 


f (工） dr . 


a 


因此所给的映射 /(* r：U 


L / U ) d : r 是 C [ a ，6] 上的线性函数。 


(2) 任取 / 1 (1)，/ 2 (工）6(：|>，6]，/ 1 (工）+/ 2 (1)的象是 


Cb 


a 


fi { jc ) + fi ( x )] g ( x ) dj ： 




fi ix ) g { x)dx + f 2 ( x ) g { x)djc 


a 


b 


a 


任取 /( x ) ec [ a ,6]^ eR ,^ / u ) 的象是 


m b 


a 


[是 f ix ^ g { x)dx = k f ( x ) g ( x ) dx . 


b 


a 


因此所给的映射 /( X)t 


f ( x ) g ( x ) dx 是 C [ a ，6] 上的线性函数 


o 


a 


例 2 设 V 是域 F 上的一个 3 维线性空间， ai ， a 2 ，的 是 V 的一个基，/是 V 上的一个 
线性函数。已知 


fia \ + 2 a 3 )=4, f ( ct 2 + 3a 3 ) — 0 , /(4ari az ) — 5 , 

求/在基仏，《 2 ，^下的表达式。 

解 由已知条件得 

r f ( a \) + 2/( a 3 ) — 4, 

-< /(«2 ) +3 /(tt 3 ) — 0 , 

‘4/(ai ) + /(a 2 ) = 5. 

解这个三元一次方程组得 

/(«!> = 2, /(a 2 ) —3, /(a 3 ) - 1. 

因此对任意 a = : JCi ai 工2 0f2 + 工3 a；3 ， 

/(a) = 2x l — 3 x 2 + -r 3 . 

例 3 设V是域 F 上一个3维线性空间 ， a 2 ，《 3 是V的一个基，试找出一个线性函 
数/，使得 

f (3ai + a2 ) = 2 , fiaz — a3 ) — 1» /(2ai +03) — 2. 

解 设 / 是满足已知条件的线性函数，则 

^3 /(ai ) + /(«2 ) — 2, 

，/ (a 2 ) -/(a 3 ) = 1， 

- 2 . 

解得 fia ：) ~ —1， f ^ ct 2 ) — 5 9 /Xct3) = 4. 

对于任意的 a = x Y ai +：c 2 a2 +x 3 fl?3 ，令 /(a) = — A +5x 2 +4:c 3 ，则/是所求的线性函数。 

例4 设V是域 F 上的一个线性空间， char F=0。 设，/ 2 ，…， / s 都是V上的线性 
函数，并且它们都不是零函数。证明 ：存在 a ev， 使得 

fi (a) ^ 0 , i = 1,2 , • • • , 5. 

证明 由于/,关0,因此 Ker /, gV % z += l ,2 r " d 。 于是 CjKer /, SV 。 从而存在 

1 = 1 

使得由此得出，/彳 （《) 关0, !■ = 1，2，…山 ■ 
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例 6设 V 是域 F 上的1维线性空间， V中取两个基 ：ai 和戽，其中庠 ^a ai , aGF , 
分别求 V * 中相应于^ 和呙 的对偶基乃和证明 ：如果 V乒1，那么V到V〃的两个 
同构 映射： 

o : ai I -- / i ， r :卢 1 I -^ ^1 

是不相同的。 

证明 /i (A ) = 1,于是力的表达式为尤 (x ai ) =x。 

(说）= 1，于是的表达式为幻 （3^i ^二：^。 

由于卢1 = da \ »因此 cri — 1 说。从而 

gi(oti) = giia = a — 1 = a' 1 /i ^cc：). 

于是宮 i = a - l f l0 

r(ai) = rCa^ 1 /?!) — a _ 1 r(^i) = a—h= a— 2 /i. 

假如 •，则 trUd^rCon )。 从而 — 2 / i。 于是 （a 2 — 1)/i = 0 。由此推出 a 2 = l。 矛 
盾。因此关 r。 ■ 

点评： 例6表 明：在 V中取不同的基，得到的V到 V- 的同构映射不相等，因此V到 
V的同构映射依赖于基的选择，从而7到\^的同构映射不是自然同构。 

例7设V是域 F 上的线性空间， ch ar F=0。 在 V* 中定义乘法运算 如下： 


(fg)a = f(a)gda), Va G V. ( 26 ) 

证明： V * 对于加法、纯量乘法和乘法成为域 F 上的一个代数，并且没有非零的零因 
子。即 如果/ > = 0,那么/=0或 g = 0。 

证明 （26) 式定义的乘法是函数的乘法，显然它满足交换律、结合律和乘法对于加法 
的分配律，因此对于加法和乘法成为一个交换环。又有 


是（众）=(々/)尽 = /(々尽）， V f^g ^ V * » k F 9 (27) 

因此对于加法、纯量乘法和乘法成为域 F 上的一个代数。 

在 V 中，如果/垆 0， g 关0,那么据例4得，存在 aGV ， 使得 / U ) 弇 0， g "( a )#0。 从而 
( fg ) a ^ 0 o 因此/&关0。这表明没有非零的零因子。 ■ 

例8设 V 是域 F 上的线性空间，/是 V 上非零的线性函数。 


(1) 证明 Ker /是 V 的极大子空间（即如果 V 的子空间 U 满足 Ker / d /， 那么 
L/=Ker /或1/ = \0; 


(2) 任意给 定沒茫 Ker /， 证明： V 中任一向量 a 可以唯一地表示成 

a —々+印， 7 6 Ker f » k G F . (28) 

证明 （1) 设 U 是 V 的一个子空间且 L 7 完 Ker /，则在 ( J 中存在 f^Ker /。任取 


a ev ， 令 


rj = a — 


/( a ) 

那 


则 /(_/(«) 


~/^) /( ^ )= °° 从而 々 GKer /。 于是 


a 


— 7 / + 


/( a ) 

7^) 


/?e ^ 


因此 i /= v 。 
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(2) 存在性已在第 （1) 小题中证明，下面证唯一性。假如《= ?? 1+々4 == %+々4，其中 
%eKer /，怂假如々 2尹是 i ，贝！1卢6 Ker /。矛盾。因此 
k z = k Y ，从而72 。 ■ 

例 9 设 V 是域 F 上的线性空间，证明 ：如果 V 上两个线性函数/与 g 有相同的核， 
那么/=叹，其中 a6F 且 a 关0。 

证明 若/= 0 ,则 Ker/=V 。 由已知条件得， Ker Ker /=V 。 因此 尽 =0 。 从而 
存在 aGF 且 a 关 0 ,使得 /= 叹。 下面设/ 关 0 ,则任意取定 Ker /，任取 V ， 
据例 8 得， a 可以唯一地表示成 


由上述两个式子得 



7ji G Ker /； 
rj 2 G Ker g . 



-fia) 

w ) 


g(a ) - 

g (!3) 


A 


由于 72 —% 6Ker/，/?$Ker /，因此 g — f ^ = 0 。 由此得出， /(«) = 。 


于是 


卜： g 


o 


点评： 在例 8 和例 9 中，如果取 V 是几何空间，那么 
容易运用几何知识直观得出这些结论。把 V 看成 R 3 , 则 


V 上的线性函数/的表达式为 


f(X\ ^ jo 2 9 jo 3 ) = + a 2 x 2 + a 3 j : 3 ， 

其中〜，〜，〜61^，且它们不全为0,于是 Ker / 是过原 
点的一个平面 TT : 


a x x Y + a 2 x 2 + a 3 x 3 = 0. 

由于 dim ； r =2, 因此 Ker / 是 V 的极大子空间。任意给 
定卢 $; r ， 从图 9-4 看出，任给存在平面 tt 上的一个 
向量彳，使得《= 7 +印。设线性函数 S 与/有相同的核， 
其中 g 的表达式为 



a 



g(jC\ ， J ： 2 ，工 3 ) = ^1-3：! + b 2 X 2 + 心 3 工 3 ， 


贝 !] 平面 7 T 与平面 〆 重合: 


/ 

7 t 


b Y x l -\-h 2 x 2 + b 3 x 3 



于是 （A , a 2 ^a 2 )=k(bi ，办 2 ，办 3 ) 且 k^0 o 由此得出 ， f=kg 0 

上述点评表明 ：在学 习髙等代数时，注意运用几何知识，有助于我们对高等代数的结 
论的理解，而且有助于得到解题思路。 

例 10 设 V=R” 是《维欧几里得空间，其内积为 


( a ， p ) =+ a 2 b 2 + *'* + a n b n , 

其中 a =( a '， a z ，…， d = db 2 , …， b n Y 。 任给 aev ， 定义 V 上的一个函数 〆 如下: 
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a * ( p ) = ( a ， p )， V /? G V . (29) 

(1) 证明： cT 是 V 上的一个线性 函数； 

(2) 证明 a : ai ——是7到\^的一个同构映射； 

(3) 在 V 中任取一个标准正交基小，卟，…，小， V * 中相应的对偶基为 f ” f 2 , …， 
/ n 。 令 

r: V —^ V * 

n n 

2 x ^ V il - ^ 2 d 

i=i i = 1 

证明 ： T = (7 o 

证明 （1) 任取有 

a* (/Ji +p 2 ) ^ (a ， fr+p 2 ) = (ct ， P】）+ (a ， ft) = a* ( 於 ）+ a* (ft ) ， 

a* = (kpi ) = (a^pi) = k(a 9 p \) = ka * (pi). 

因此 cT 是 V 上的一个线性函数。 

(2) 显然，(7是 V 到 V * 的一个映射。设 a ， y 6 V ， 如果 〆 ，那么对任意有 
a * ( p ) ( JJ ) , BP ( a , p ) = ( y , p ) o 从而 （ a — y ， P ) = 0,于是 a — 即 a = 因此 cr 是 
单射。由于对任意 pev ， 有 

(a + y ) * ( P ) = (a + y ， P ) = ( a ， p ) + ( y , p ) = a * ( p ) 十 y * ( p ) = («T + y * ) p , 

(ka) * (p) = (ka^p) = k(a ， P、= ka * (p ) ， 

因此 (a + y )* = a * + y * ，（紐 r =紐、于是 a 是 V 到 V 的一个线性映射。由于 
dim V=dim V * ，且 a 是单射，因此 a 也是满射。从而 a 是 V 到 V "的一个同构映射。 

n n 

(3) 在 V 中任取 a ， p 35 ce = 2^ 据定理1后面的一段话得 

/-I y=i 

n 

[r(a)]p= = XY ^ 

i—\ 

其中 X = (xi , x 2 • , x „)\ Y = iy } ，: y 2 ，…， ％)' 。设 

( iji ，》 I 2 ， _••= (£ i ，£ 2 ，•••，£”） 了， (30) 

则在标准基 &，&，•••，& 下的坐标分别为： TX ，7 Y 。 由于切 ，卟 ，… ，小是标准正交 
基，因此从 （30) 式得，了的列向量组 ， f /2 ，… ，小 是正交单位向量组。从而丁是正交矩 
阵，于是有 

[r(a)]p= XY = {TXViTY) = (a,/J). (31) 

比较 （31) 式和 （29) 式得， r ( a )= cT 。从而 Ka ) = a ( a ) 。因此 r =( j 。 ■ 

点 评：例 10的第 （3) 小题 表明： n 维欧几里得空间到 V # 的线性同构映射不依 
赖于 V 中标准正交基的选择。 

例11 设 A 是域 F 上 n 维线性空间 V 上的一个线性变换。 

(1) 证明 ：对于 ，有 / A 6 V - ; 

(2) 定义 V * 到自身的一个映射 A * 为/ !^^ / A ， 证明： 是上的一个线性 
变换； 

(3) 设 ai ， a 2 ，… ，〜是 V 的一个基， V 中相应的对偶基为 A ， f ” …， 八，八 在基⑴， 
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化，…，〜下的矩阵为 A 。 证明： ^在基/!，/ 2 , •»,/„ 下的矩阵为 A '( 把 A # 称为 A 的转 
置映射或者 A 的对偶映射）。 

证明 （1) 由于 A 是 V 到 V 的线性映射，/是 V 到 F 的线性映射，因此 / A 是 V 到 
F 的线性映射。即 / AGV 、 

(2) 任取有 

A* (f+ g) = (f+g)A ^ fA-\- gA = A* (/) +A* ( 莒）， 

A * ikf) = kfA = M * (/) ， 

因此 A # 是 V - 上的一个线性变换。 

(3) 已知 A ( ai ，《2，… ， a „) = ( ai ， a 2 ，…， a „) A ， 设 A = ( a i } ) ，据 （16) 式有 

n n n 

> =1 > = 1 k = l 

n n n 

j = i k = i 

于是 


n n n 

A* (/i，/ 2 ，…， /J = (/iA’/zA ， … ， /„A) = ( , ^a 2 j f } ，•- , ^a n} f } ) 

1=1 1=1 ；=1 


=(/l yfz ， … ， fn) 


a u 

^21 

… dn\ ^ 

^12 

• 

• 

CLZ2 

m 

m 

… a n2 

• 

• 

<^\n 

m 

a In 

« 

i 

… drm 


=(/l ，,2 ，…， /JA'. 

即在基 / i，/ 2 , …， / n 下的矩阵是 A'。 ■ 

点 评：例 11 告诉我们，从 72 维线性空间 V 上的一个线性变换 A ，如何得到上的一 
个线性变换;并且证明了如果 A 在V的基〜，&，•“，《„下的矩阵为 A ， 那么在 
的相应的对偶基 / h /2 ，•••，/„下的矩阵为 A'， 这体现了数学的内在规律的优美！ 

例12设 V是域 F 上72维线性空间， A 是V 上的一个线性变换，是 A 的对偶映 
射，04*)*是^的对偶映射。把V与 V* 等同。 证明： U *)*= A 。 

证明 V 到 V **有一个同构映射 ⑺： a I——，使得， * (/)=/( a ), V / eV * 。 


于是 

[( A * )* ( a ** )](/)= ( a ^ A * )(/)=，* (A* (/)) = [A* (/)]( a) 

=[/ A ]( a) = f ( Aa ) - Ola )** (/)• 

由此得出， （A* )** (，* ) = (Aa)H 。 

把\^与 V** 等同，则 a 与 a" 等同， Ar 与 （Ar 广 * 等同。于是由上式得， （A* )* (a) — 

因此 (A *)*= A 。 ■ 

例13设 \^， V 2 都是域 F 上的线性空间（不必是有限维的），证 明： 


(Vi + v 2 )* ^ vr +w . 

证明任取 / e(w + v 2 r ，令 
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/A!) = /(ai ， 0), Va! e V 1? (32) 

fz (a 2 ) = /(0 ,a 2 ) ) V a 2 G V 2 . (33) 

易验证 /i evr ， / 2 ev 2 * ，且有 

/(a ： >a 2 ) = /[(ai ， 0) + (0 ,a 2 )] /( ⑴ ， 0) + /(O ,a 2 ) = f\ (a\ ) 十 /*2 (a 2 )• (34) 

令 a = (Vi + v 2 )* — ^vr + v 2 * 

f I~K/”/ 2 ) (35) 

其中 /i ? / 2 分别由 （ 32) 、（ 33) 式定义，显然 tr 是映射。任给 (，，/ 2 )eVr ， 令 

/(ai ?a2) — /i («i )+/2( 幻 ）. （ 36) 


易验证 /e (w + v 2 r ，且以/) = (/ hA ) ，因此 j 是满射。设以/) = (力，/ 2 ), 
cr( 发 ） = ( 足 1，笑2)。若 <?(/) = tx(g)， 则 j \ = g \， fz = g 2。 从 （34) 式得， V (ai 9 a2 ) G Vi 4- 
V 2 ，有 

f (ai ? a 2 ) — f \ (ori ) ~h fz ^ ccz ^) = gi (ai ) 十贫2(的） = g ( ai ， a 2)， 

因此/=发。从而 tT 是单射。任取 + v 2 ) 、设 

a(/) = (/1 ，/ 2) ， aig ) = { gy ，g*2) ， 

则 f \ (ai ) ~/(ai »0) ? fz («2 ) —/(0 ,a2 ) 9 g ： (ai ) ~ gCai ? 0) , g 2 (a2 ) — g"(0 ,a2 ). 

于是 

(/i + ) (ai ) = fi ia x ) + gi (ai ) = /(ai ， 0) + giai »0) = (/ 十贫 ）（ ai ， 0 ) ， 

(y*2 + ^*2 ) (o；2 ^ ~ y*2(a2) + S*2(Of2) = /(£?2,0)+^*(0,0?2) = (/+ 总 )(0,0?2). 

因此 CT(/ + g) = (/l +gl ， / 2 + g2 ) = (/l ， /2 ) + (gl ， ) = (7(/) + CT (总）。类似 可证： 
a ( kf )= hcj ( f ) 0 因此 a 保持加法和纯量乘法运算。从而 a 是 （R + V 2 ：r 到 vr +V7 的 
一 个同构映射。于是 （vMv 2 r^vr + W。 ■ 

点评： 例13证明中给出的到 vr +v 2 * 的同构映射^不依赖于基的选择， 
因此 a 是一个自然同构。 

例14设 V是域 F 上的一个线性空间， 证明： 

(1) 对于 /u/2, …， / S 6V- ，下述集合 

W = {a G V | /, (a) — 0, z = l,2» ••• , s } 

是V的一个子空间， w 称为线性函数 A ，/ 2 ，…，/,的零化子空间； 

(2) 若V是有限维的，则V的任一子空间都是某些线性函数的零化子空间。 

证明 （1) 由于 W = h Ker / t ，因此 W 是V的一个子空间 D 

i = l 

(2) 任取 V的一个子空间 L/， 在 L； 中取一个基 ai ，a 2 ，…， am ，把它扩充成V的一个基 
0C 1，•“ • ， Ctji ， V* 中相应的对偶基为/\，/ 2 ,… ，人。 任取 a 6 V，据 （14) 式得， 

n 

a = fi ( a ) a t ，因此 
1 = 1 

a 6 ^ <=> /m +1 (a) = 0 ， ." ， /„(a) = 0 <==> a G H Ker /,. 

I =771+1 

于是 G 仄打/,，8|]17是/# 1 ，"_，人的零化子空间。 ■ 
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例15 设V是域 F 上的 n 维线性空间， char F= 0。设^，《 2 ，…，是V中非零向量。 
证明：存在 / 6 V* ，使得 /(a, ) ^ O^i = 1，2,…，5。 

证明据 （25) 式， V到V有一个同构映射—— -a* * ，使得， *(/) =/(«), 
V /6 \^。由于 ai ，a 2 ，…，《，是V中非零向量，因此 a 厂，《厂，-, a；* 是V中非零向 

量。即它们是 V* 的非零线性函数。据例4得，存在 V* ，使得 a 厂 （/) 关0，/= 1，2,…， 
h 由于^厂 （/) 二 /( at _) ，因此 

f(ai ) #0 ， i = 1,2, ,5. ■ 

例16设 V是域 F 上 tz 维线性空间， W 是V的一个子空间，令 

w f ^ {/e v * 丨 /( 召 ） = o’v/?e 乳 
证明 ：（i) 灰/是\^的一个子 空间； 

(2) dim W + dim W^dim V ； 

(3) (W')' = W (在把 \^与 V 等同的意义下）。 

证明 U) 显然， V * 中的零向量（即 V 上的零函数）属于任取 
kf ， 有 

(/ 十总)戸 =/( 卢）+足(卢）= 0， V06W， 

ikf)p = k /( 戶） = 0， e w . 

因此从而 \^是 v 的一个子空间。 

(2) W 中取一 ■个基 ai，a；2, …， cu， 把它扩充成V的一个基 a i ，…， * a m + i ，…， a„ ，中 

n 

相应的对偶基为/\，/ 2 , …， /„。 对于任意 V# ，据 （16) 式有/= 2/U)/, 。于是 

i = 1 

f ew f <=> /(^) - 0, ypew 

< > f(ai) = 0, i = 1,2 , ,m 

rt 

㈡ /= 

i = 1 

< - > / G 〈/,«4 i ，•••，/”>. 

因此，…，人〉。从而 

dim W + dim W f = m -\- (n — m ) ~ n = dim V. 

(3) 同第 （2) 小题取 V 的基 ai ,a 2 , …，中相应的对偶基为，，/。，…，兑少“中 

相应于 / u/2," •，入 的对偶基为《厂 W ，•••，〆' 据第 （2) 小题， W' = </ m+1 ， …，/„>。 
运用第 （2) 小题这个结论到 （W/)' 上，得 

/ 'w^rrf \ / _ / » # * * * # \ 

CVV ； = (ai ， a 2 ，…， >• 

由于V到V…有一个自然同构 :a I，因此可以把V 与等同，此时把《与《… 
等同。于是 

or)' = < ai ，《”•••，“> = w. ■ 

点评：从例16的证明中 看到： 在有关V 和的问题中，通常要取 V的一个 基〜， a2 , 
…，^与 W 中相应的对偶基 /i，/ 2 , …， /„，并且利用 （14) 式和 （16) 式。 
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*例17设 V 是域 F 上”维线性空间，是 V 的子空间， W ' W / 的含义同例 
16。 证明： 

cw : +w 2 y - w； n w ；, ( w , n w 2 > r = w； + w^ 

证明设 dinKWinWd ^ r^dim W ,=〜“= l ，2。 在只^门灰 2 中取一个基 ％，".， 
a m ,把它分别扩充成的一个基 ari ，…， cu ，历，…，氏 t - m 和 W 2 的一个基 m ，•••，〜，& ，…， 
则 Wi + W 2 的一个基为 

CL 1 ’ •■* ， Ofm ，毋 i ，“ • ，轉 n' - m ，占 1，•“ ’ 占 〜 - ™. 

把它扩充成 V 的一 个基： ^ 

O- 1 ， "- ， Qm ，? * * * > ^ n \ ~ m ，谷 1，"•， ' "Y 1 ，•- •’ Xn—(rtj m) • 

记 s = 72—( rh + n 2 — m ) 。中相应的对偶基记作 

a \ ，_••，《: ，卢 r ，…，印 ， y ； ，_••，//• 

据例 16 第 （2) 小题证明中所得的结论，有 

( w , n w 2 y^ ，…我 — m ，d{ ，…， ％— m ， y ; ，•••，，：>’ 

( w ^ /二 〈心，…， % i ， yr ，•••，/:>， 

( w 2 )'= 〈沉 ，…，成 — m ， yr ，…， x ; >， 

(Wi +w 2 y^ </ r ，•••，，：>• 

从而有 

w / n < y ；，•••，/:>， 

w ；+ w /- ( d { ，…， d : 2 — m ， l ^ ，…， ，… O . 

因此 （ ％ + w 2 y = w ； f ] w ^ cw , n w 2 )'= w /+ w ；. ■ 

*例 18 设 V 是域 F 上的线性空间（不必是有限维的） ， Wi ， W 2 是 V 的子空间， W /， 
的含义同例16。证明 ：如果 ，那么 
证明任取 / ew /， 则 /( 灼 = 0 , vpew 2 o 由于，因此 /( 妁= 0 , vpeWi ， 
从而 / ew ' 于是 w / ew ' ■ 

点评： 利用例18的结论，可以证 明：当 V 是域 F 上的线性空间（不必是有限维的）时， 
若是 V 的子空间，则证明如 下：由 于 
£=1，2,因此 2 (Wi +W 2 )'，i = 1，2,从而 W / D W ^ iW , + W Z Y a 反之，任取 
/ GWVnw /， 则有 /(#)=0 ,i = l ，2。 从而对于撕 1 +研 2 中任一向量 A + A ， 有 

^2^ ~ /X 卢1 ) + /(/?2 )—0. 

因此 / ecWi + wd '。 于是 w / nw / ecw + w )'。 所以 

( w , + w 2 )' = w n w ；. 

* 例19设 V 是域 F 上的线性空间（不必是有限维的）， a 是 v 上的幂等变换，是 
A 的对偶映射（见例11)。 证明： 

(Ker AY — Im A % (37) 

其中 （Ker A )' 的含义见例 16。 

证明 由于 A 是 V 上的幂等变换，因此据 9. 2节的命题3得， V=Im A ㊉ Ker A 。 
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任取 /6 (Ker A )’ ，则 V 汐6 Ker 凫，有/(谷）=0。任取 有 a = y + d ^ y ^ Im A , 

谷 GKerA 。 于是 

/( a ) = /(y + ^) - /(/)+/(« = /(/), 

[ A * (/)]«= (/ A)a = /04 a ) = /(/>. 

因此 [ A * (/)>=/(«)， Vc ^ V % 从而 A * (/)-=/。 于是 / eiml 。 所以 （Ker A / dmf 。 

任取 /elm A * ，则存在，使得(尽）。于是对任意占 € Ker A ， 有 

f(S) = A* (g)8 = (gA)S = g(A d) = g-(O) = 0. 

从而 /6( KerA )’。 因此 Im A * G(Ker A )' 。 

综上所述 ， （Ker = A * 。 ■ 

例 20 设 V 和 L ； 都是域 F 上的线性空间（ V 和 L 7 都不必是有限维的）， A 是 V 到1/ 
的一个线性映射。令 

A * : U m — ^ V * 

/ | ——- / A . (38) 

证明 ： A * 1 是 LT 到的一个线性映射（把称为 A 的对偶映射）。 

证明 由于 AeHom ( V ， L 0 ，/e Hom ( L 7， F )， 因此 /4 6 Hom ( V ， F ) ，即 / A 6 V ' 

因此是 LT 到 V * 的一个映射。任取 /， gGLT ，々 eF ， 有 

A* (/+^) = if-\~g)A = fA gA = A" (/) + A" (g ), 

A* (kf) = {kf)A = k fA = kA w (/). 

因此是 LT 到\^的一个线性映射。 ■ 

* 例21设 V 和 L ； 都是域 F 上的线性空间（ V 和1/都不必是有限维的）， A 是 V 到 
U 的一个线性映射， /6 V ' 证明 ：如果 Ker AQKer /，那么存在，使得 

gA = f. (39) 

证明 令 / : V/Ker A — 

a + Ker A i - ► /( a ). (40) 

设 a + Ker A = j 3 +Ker A ， 则 a ~~(3^: Ker A 。 由于 Ker AG Ker /，因此 fCa ~^) = 0,从而 
fia) = f^) a 于是用 （40) 式定义的？是 V/Ker A 到 F 的一个映射。易验证？是线性 
映射。 

据 9.2 节的定理1得 ， WKer A^Im A ， 且 V/Ker A 到 Im A 的一个同构映射为 

a : a + Ker A i - ^ Aar 。 令 1 ， 则 gi 是 Im A 到 F 的一个线性映射。由于 Im A 是 

U 的一个子空间，因此 Im A 在1/中有补空间。取它的一个补空间 L /。， 则 L / = Im A ㊉ L /。。 
对于任意设 y = yi + y 2 ，其中 h 61 m A ， y 2 6 L /。。 令 

giy^ = （ 41) 

则 g 是 u 到 f 的一个映射。容易直接验证 g 是线性映射。于是 geir 。 从 g 的定义立 
即 得到： Vy ! elm A ，有 g(yO = gi(rOo 
任取 a £• V " ，有 

gA (a) = g(Aa ) = gi (Ax) = fa~ l (Aar) 
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= f(a + Ker A ) ― /(or) ， 

因此 ■ 

* 例 22 设 V 和 1/ 都是域 F 上的线性空间（ V 和 (7 都不必是有限维的）， A 是 V 到 
C 7 的一个线性映射，义 # 是 A 的对偶映射。 证明： 

(Ker A ) / ^ Im A * . (42) 

证明 任取 /elm A * ，则存在 geU ^ ，使得 /- A * ( g )。 据 A * 的定义（见例20)， 
A *( g )=^ A 。 因此 /= gA 。 从而对任意 Ker A ， 有 

fid ) = gA id ) = g (0) = 0. 

因此 / e ( KerA )'。 于是 Im A * G(Ker A )’。 

任取 /G (Ker A )’ ，则 V Ker A ，有 /(50 =0 ，从而 Ker /。于是 Ker AGKer /。 
据例 21 得，存在 geir , 使得 gA = /。 由于 Kg )= gA ， 因此 / = Kg)eim A 、 于 
是 （Ker A/dm A 、 

综上所述 ， （Ker A )' = Im A * 。 ■ 

点 评：例 22 把例 19 作了很大的推 广：把 A 是 V 上的幂等变换推广成 A 是 V 到 (7 的 
任意一个线性映射，结论照样成立 “Ker = 在证明 Im A * G(Ker A / 时，例 

19的证明并未用到 A 是幂等变换，因此其证明照样适用于例22。在证明 
(Ker A/Glm 时，例19利用 A 是幂等变换很容易给出了 证明； 而在例22中，利用例 
21的结论证明了 （Ker 这表明可以把 “ A 是幂等变换”这个条件去掉，结论 

照样成立。在数学中经常遇到这样的情况，掌握了更深刻的数学理论，有可能把一些定理 
中的某些限制条件去掉,从而使这些定理的结论的适用范围更广。学习数学、研究数学就 
是要不断地探索和发现数学王国的内在客观规律，其乐无穷！ 

* 例 23设 V 和 L 7 都是域 F 上线性空间（ V 和都不必是有限维的）， A 是 V 到 L ； 
的一个线性映射， A * 是 A 的对偶映射。证 明：若 A 是单射，则是满射。 

证明 据例22得 ， （Ker = 

若 A 是单射，则 Ker A = 0。 由于对任意 /G V 、都有/(0) = 0，因此 （ 0/ = V '于 
是 Im ^ = V * ，从而 A 5 * 是满射。 ■ 

点评： 从例23看到，若 A 是单射，则 yT 是满射。在习题 9. 10的第9题将证 明：若 A 
是满射，则 A ‘是单射。这是很有意思的。 

习题 9. 10 

1. 设 V = c [ a ，6]， 令 a : /( JT ) I ^^/(0)。 试问： a 是不是 V 上的线性函数？ 

2. 设 V 是域 F 上的线性空间（不必是有限维的），1/是 V 的一个子空间，兑是 L / 上 
的一个线性函数。试把兄扩充成 V 上的一个线性函数。 

3. 设 V 是域 F 上的 ” 维线性 空间❿ ， a 2 ，…， 是 V 的一个基， V * 中相应的对偶基 
为 fi ， fz ，…， f " 求/,在基0；1，0； 2 ，〜，0；„下的表达式 ， i = 1，2，…， W 。 



拳 


412 


第9章线性映射 


4. 设\^从（幻，其中 K 是数域。V中取一个基 E u ，£： 12 ，…， E u ，…， E nl ，…，£：“ 

V* 中相应的对偶基为几，/ 12 ，…， /u， …，兄，… ，九。 求义在基 £ u ，£： 12 ，…，下的表 
达式 = 1，2，…， = 1，2，…， w。 

5. 设V是数域 K 上的一个3维线性空间， ai ，《 2 ， a3 是V的一个基，中相应的对偶 
基是，，/〃乃。设 

— 2ai + o ； 2 十 2o ； 3 ， ^2 = ai + 2«2 — 2«3 » ^3 —— 2ai + 2a2 + 的 • 

证明必，典， ft 是 V 的一个基，并且求 W 中相应的对偶基&，心， g 3 ( 用/：,/ 2 ,/ 3 表出）。 

6. 设 V=R 3 , 在V中取一 个基： 

ai = (1，1，一1)'， a 2 = (1，一1，0)'， a 3 = (2,0,0)’. 

V* 中相应的对偶基为幻，尽 2 ，心。求仏在标准基 s!，e 2 ，e 3 下的表达式，纟=1，2,3。 

7. 设V是域 F 上的线性空间（V不必是有限维的）， ％，V 2 都是V的子空间。 证明： 

8. 设V是域 F 上的线性空间（V不必是有限维的）， A 是V上的幂等变换。 证明： A 
的对偶映射 A >是 V# 上的幂等变换。 

* 9. 设V和 U 都是域 F 上的线性空间（V和 L7 都不必是有限维的） ，A 是V到1/的一 
个线性映射， A •是 A 的对偶映射。 证明： 

(1) Ker A* =(Im A)'; (2) 若 A 是满射，则 A* 是单射。 

* 10. 设 V和1/都是域 F 上的线性空间，且V是有限维的 ，A 是V到17的一个线性映 

射， A# 是 A 的对偶映射。 证明： Ker A=(Im )'( 在把V与V”等同的意义下）。 

* 11. 设 V和 U 都是域 F 上的线性空间，且 U 是有限维的 M 是V到1/的一个线性映 
射，^是 A 的对偶映射。证明 ：(Ker A* / = Im A (在把 U 与 LJ" 等同的意义下）。 


补充题九 


1. 设 A，B 分别是域 F 上 mXn 矩阵和 / Xn 矩阵，用1/表示 A 的列空间，用 W 表示 
BX = 0 的解空间。 

(1) 令 A( ft )= Aa，Vcc6W， 证明 ： A 是 W 到 L； 的一个线性 映射； 


(2) 证明： dimCAW^ = rank 


A 

B 


rank B 


o 


. 设 A 是域 F 上的 n 级矩阵，证明 ：如果 tr(A) 


= 0,那么 A 相似于一个主对角元全 


为0的矩阵。 

3. 在本套教材上册补充题五第19题中，从指数函数^的幂级数展开式受到启发， 
对于任一 n 级实矩阵 A ，定义 



如果 n 2 个数值级数 


e 


( 1 ) 
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(2) 


都收敛，那么称 （1) 式右端的矩阵级数收敛。我们证明 了：对 于任意《级实矩阵 A ，（ l ) 式 
右端的矩阵级数都收敛，从而 e A 是一个确定的 n 级实矩阵， e A 的， j ) 元等于 （2) 式所给 
的级数。于是 /: Ai ^是]^„(10到自身的一个映射。通常把]\^(/0的一个子集到 


的映射称为矩 阵函数 ，其中 K 是任一数域。把上述定义的 e A 称为矩 阵指数函数。 


类似地，从 sin x，cos x 的幂级数展 开式: 


sin x~ x 


x 3 +灰分 - h(-l) 


( 2 m + 1) ! 


x 


2m+l 


+ 


拳■攀 


+oo 




(- 1 ) 


i (2772 + 1)! 


X 


Zm+l 


X G (一 °°， + °°) ， 


(3) 


COS X 



… 十 （_ir 


(2m) 


x 


2m 


+ 攀#拳 


v (_ 工广 一 

(2 爪）！ 


JO ^ oo ， + 00 ) 


受到启发，定义 


+OD 

sin A • = 2 

m — 0 


(—ir 

{ 2 m + 1) ! 


27/1+1 


十 OO 

cos a : — y J 

771—0 


(-1) B 

(2rn)! 


A 2m . 


(4) 


(5) 

( 6 ) 


类似于证明 （1) 式右端级数收敛的方法（参看本套教材上册补充题五第 19 题）可以 证明： 

对任意〃级实矩阵 A ，（5)、 （6) 式右端的级数都收敛。于是对于任意 n 级实矩阵 A ，都有 
sin A,cos A 是确定的 w 级实矩阵，从而 g : A i -- sin A,/i ： A i -^ cos A 都是 M „( R ) 

到自身的映射，分别把 sin A，cos A 称为 矩阵正弦函数、矩阵余弦函数。 

上述定义的 e A ，sin A，cos A 的定义域都是 M „( R )， 下面将其定义域扩充到 MAC ) 0 
类似于把实数指数幂推广到复数指数幂的方法，对于任一《级复矩阵 A ，把它写成 AzAi 
+ iA 2 ，其中 Au ^ GiVUR )。 定义 

e A t = e A] (cos A t + isin A 2 ). (7) 


显然 （7) 式右端是一个确定的 n 级复矩阵。于是我们把矩阵指数函数的定义域 WM „( R ) 


扩充到了 M „( c )。 由于 

— cos 6~ {- isin 

<9 e r . 

(8) 

因此 

+ e _i5 ) = cos 没， 

没 e r ， 

(9) 

^ rCe * 9 — e _i5 ) = sin d, 6 R . 

从（9)、（10)式受到启发，对于任一〃级复矩阵4，定义 

(10) 

cos A • ― 2 (〆 + 

- e -，， 

、 (ID 






第 9 章线性映射 


414： 

sin A '• = -^(e^ — e _iA ). (12) 

2 i 

显然 （11)、（12) 式右端是一个确定的 《 级复矩阵。因此我们把矩阵余弦函数、矩阵正弦函 
数的定义域从 A 1( R ) 扩充到了 M ( C ) 。证明 ： 对任一 n 级复矩阵 A ，有 

sin 2 A + cos 2 A = J. (13) 

4. 证明： 对于任一复数 z ， 有 

e zI = e z I ， (14) 

sin(e w ) = (sin )7. (15) 

5. 设 A ， P 都是 72 级复矩阵，且 P 可逆， 证明： 

，叫 AP = p-i e A Pi ( 16 ) 

6. 设 a 是任一给定的复数，对于/级 Jordan 块 LU )， 求的特征值。 

7. 设 A 是 n 级复矩阵，其全部特征值是 Auh ，…， A „。 证明的全部特征是 e 〜， 
e 、 ，… ， e A » 。 

8. 设 A 是 n 级复矩阵，求 e A 的行列式。 

应用小天地:可交换的线性变换 

域 F 上线性空间 V 上的所有线性变换组成的集合 Hom ( V ， V ) 是域 F 上的一个代 
数，其乘法不满足交换律。如果 V 上的线性变换 A 与 B 可交换，那么关于 A 和 B 有许多 
好的性质。 

如果 A 与 B 可交换，那么 Ker B,Im B 9 B 的特征子空间都是 A 的不变子空间（据 9. 5 
节命题 2) 。 

取 F 为复数域 C,dim V = 设 A 有 s 个不同的特征值，如果 A 与 B 可交换，那么 A 
与 JB 至少有 s 个公共的特征向量，并且它们线性无关(据 9. 5节例4)。 

取 F 为实数域 R ， 设 V 是奇数维的，如果 A 与 B 可交换，那么 A 与 B 必有公共的特 
征向量（据 9.6 节例21)。 

取 F 为复数域 C，dim V = w ， 如果线性变换，… ，皋 两两可交换，那么 
At ， A 2 ，… ， A S 至少有一个公共的特征向量（据 9. 5节例 6) 。 

设 dim 如果线性变换 Ai ， A 2 ，…， 两两可交换，且它们都可对角化，那么 V 

中存在一个基，使得 Al ,A 2 A, 在此基下的矩阵都是对角矩阵（据 9. 6 节例 13 ) 。 

取 F 为复数域 ， dim 如果 A 与 B 可交换，那么 

V = LA ㊉…㊉ K ， 

其中每个 L 7, 是 A 与 B 的公共的不变子空间，且都只有一个特征值（据 9 .6节 
例 23) 0 

域 F 上所有 n 级矩阵组成的集也是域 F 上的一个代数。设 V 是域 F 上的 
n 维线性空间，在 V 中取一个基⑴ ，& ，…，^，设线性变换 A 在此基下的矩阵为 A ，则 



应用小天地 ：可交 换的线性变换 


參 


415 




Hom ( V %\0 到 M „( F ) 的一个映射 a : Ai ——^ A 是代数同构映射。从而代数 Hom ( V , V ) 
与代数％„(^0同构。 M n ( F ) 中乘法不满足交换律。如果域 F 上 7 Z 级矩阵 A 与 B 可交 
换，那么关于 A 与 B 有许多好的性质。 

如果 A 与 B 可交换，那么 （ A + B ) m 可以按照二项式定理展开。 

设 A 与 B 都是 n 级对称矩阵，则 AB 为对称矩阵的充分必要条件是 A 与 B 可交换 
(据本套教材上册 4. 2节命题5)。 

两个 n 级斜对称矩阵 A 与 B 的乘积 AB 是对称矩阵当且仅当 A 与 B 可交换（据本套 
教材上册习题 4. 2第3题）。 

设 A ， B ， C ， L > 都是数域 K 上的 n 级矩阵，如果 A 与 C 可交换，那么 


A 

B 




■广 ■ 

AD-CB 

c 

D 

a a 


(据本套教材上册 4. 5节例 17) 。 

设 A ， B 都是 n 级实对称矩阵，如果 A 与 B 可交换，那么存在一个72级正交矩阵丁， 
使得 T ' A 丁与 T f BT 都为对角矩阵（据本套教材上册 6. 1节例 14) 。 

如果 A 与 B 都是 w 级正定矩阵，那么是正定矩阵的充分必要条件是 A 与 B 可交 
换（据本套教材上册 6. 3节例 10) 。 

设 A 与 B 都是 n 级复矩阵，如果 A 与 B 可交换，那么存在 n 级可逆复矩阵 P ， 使得 
P ~ l AP 和都是上三角矩阵（据 9. 5节例 5) 。 

设 Ai ， A 2 ，…， A , 都是 n 级复矩阵，如果 /^， A 2 ，…， A s 两两可交换，那么存在 rz 级可 
逆复矩阵 P ， 使得都是上三角矩阵。（据 9. 5节例 7) 

如果域 F 上的 n 级矩阵 A 与 B 可交换，且它们都可对角化，那么存在域 F 上的一个 
n 级可逆矩阵 S ，使得 S ^ AS . S ^^ S 都为对角矩阵（据 9. 6节例 12) 。 

上述讨论促使我们研究下述 课题： 

设 A 是域 F 上的一个 n 级矩阵 ， M „( F ) 中与 A 可交换的所有矩阵组成的集合记作 
C ( A )， 它是域 F 上线性空间 M „( F ) 的一个子空间，也是环 M „( F ) 的一个子环。如何求 
C ( A )? 等价地，设 A 是域 F 上 n 维线性空间 V 上的一个线性变换， Hom ( V ， V ) 中与 A 可 
交换的线性变换组成的集合记作 C ( A )， 它是 Hom ( V ，\0 的一个子空间，也是 Hom ( V ， V ) 
的一个子环。设 A 在 V 的一个基下的矩阵是 A ，求 C ( A ) 与求 C ( A ) 是等价的。 

在 M n ( F ) 中，若 A 〜仏则 C ( A ) = C ( B ) (据 8. 3节例 7) 。于是只要对 A 的相似标准 
形 B ， 求 C ( B )。 

将 A 的最小多项式记作 m ( A )。 

情形1 A 可对角化。此时在 F [ A ] 中 

m ( A ) — (A — Ai ) (A — 入2 ) “ •（又 一 A ,) ， （1) 

其中 A !， A 2 ，…， A s 两两不等。 

1. 1) 若 A 有 n 个不同的特征值，即 s = n ， 则 

dim C ( A ) = n , C ( A ) = F [ A ] 
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(据 8.3 节例 8,9.6 节例10)。 

1.2) 若设 A 的特征多项式 /( A ) 为 /( A ) = ( A - Ai ) n ^ ( A — h )( a — A ,)' ， 则 

5 

dim C ( A ) = XIC ( A ) 兰 i \^( FUM „ 2 ( F )+ … C ( A )^ F [ A ] 

i = l 5 

(据 9. 6 节例 15)。 例子见习题 9.6 第 3 题。 

情形2 A 有 Jordan 标准形。此时在 F [ A ] 中， 

miX ) = (A — A ： ) /] (A 一 久2)〜 … （又 一 又 s )《 ， (2) 

中 Ai ， A 2，^"， A s 两两不等。 

2. 1) A 的 Jordan 标准形为 

diag{ 八 (Ai ) 9 Ji 2 (入 2) ，…，/〜 （A!)} ， 

则 

dim C ( A ) — n , C ( A ) = F [ A ] 

(据 9. 7 节例14、例15、例18,以及 9. 8节例11)。 

2.2) A 的 Jordan 标准形中有一个特征值;I,至少有两个 Jordan 块，此时 

dim C(A) > ”， C(A) ^ F[A], 

例子见 9. 7节例 17,9.8 节例12。 


把 A 看成域 F 上;2维线性空间 V 上线性变换 A 的矩阵，由 （2) 式得 

V= Ker(A-AiI)^ ©Ker(A-A 2 /)^ ㊉…㊉ Ker(A — A 』）、 


=W ©W 2 ㊉…㊉ W ,， 

其中 W, = Ker(A—A,I)~ 。 记成 =A | “■ = 1 ， 2 ， … ， s ， 则 

CCA) ^ C(A：) +C(A 2 ) + … +C(A 5 )， 


dim CCA ) = dim C ( A ,) 

i = 1 

(据 9.9 节例 10)。 注意到成的最小多项式 m ,( A ) = ( A _ A ,)~( 据 9. 6节例17)，因此求 
C ( A ) 的难点在于当成的最小多项式为 （A — ，且糸的 Jordan 标准形至少有两个 
Jordan 块时去求 CG 4,)。 这个问题尚未完全解决，但是在 9. 9节例13解决了 C 2 ( A ,) 的结 
构 问题： 

C 2 ( Ai ) = F [ A ,] ， dim C 2 ( A f ) = 1 " 

其中 C 2 (AJ = { HGHom ( V ， V ) |if ， VB 6 C ( A ,)}。 

情形 3 A 的相似标准形为有理标准形。此时在 F [ A ] 中 

m ( A ) = p l \ ( A ) p l i ( A )***/?! 1 ( A ) » (3) 

其中九 （ A ), p 2 ( A )， …，九 （ A ) 是两两不等的首一不可约多项式，且至少有一个 A ( A ) 的次 

数大于1。 

3.1) A 的有理标准形是一个有理块，则 

dim C ( A ) = n , C ( A ) = F [ A ] 

(据习题 9.6 第12题、 8. 3节例8)。 

3. 2) A 的有理标准形的各个有理块的最小多项式两两互素，则 
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dim C(A) = n , C(A) = F[A] 

(据 9. 9 节例6、例 7) 。 

3.3) A 的最小多项式 m(A)=/KA)， 其中 p(A) 不可约， deg p(A)=r>l, 且 A 的有理 
标准形至少有两个有理块，把 A 看成域 F 上 n 维线性空间V上线性变换 A 的矩阵，则 

dim CU) = — (dim F V) 2 , CG4) = Hom F[A] (V,V) 

r 

(据 9. 9 节例 9)。 

3. 4) A 的最小多项式 m ( X )= pi ( k ) p z ( k ) •**/), (A)，deg A (A) = n ，/二 1，2 ，…， s。 设 A 
的特征多项式 /(A) 为 

/(A) = p\ x (A)/)* 2 (A)***/>/ (A), 

把 A 看成域 F 上 n 维线性空间 V 上线性变换 A 的矩阵。记 W,. = Ker p t ( A ) , A t = A \ W t , 

!’=1，2，-"山则 

s 

dim C(A) = ^ Tjk f ， 

I = 1 

C ( A ) ^ C ( A ,) + CU 2 ) + …+ C ( A S ) ^ ) + …斗 Hom F[A ] ( W ,， W S ) 

A S 

(据 9. 9 节例 11)。 

3.5) A 的最 ■/〗、 多项式 m(A) 为 （3) 式，至少有一个^>1，且 A 的有理标准形中至少有 
两个有理块的最小多项式不互素。把 A 看成域 F 上 n 维线性空间V上的线性变换 A 的 
矩阵。记 W, = K er pHA ) J A i = A \ W i ,i = l , 2 ,- 

CCA) ^ CCAJ + C(A 2 ) + -+ CG4J ， 


(据 9. 9 节例 10)。 


dim CCA )= 


^ dim C ( A ,) 


于是求 C ( A ) 的难点在于求 C ( A ,) ，其中成的最小多项式为 A ( A ) ，且 


A , 的有理标准形至少有两个有理块。求 CU ,) 的问题尚未完全解决，但是在 9. 9节例13 

解决了 C 2 ( A ,) 的结构 问题： 

C 2 ( A ,) = F [ A ,] , dim C 2 ( A t ) = A deg pi ( A ). 
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迄今为止，我们对于线性空间和线性映射的研究都是围绕线性空间的加法与纯量乘 
法两种运算来进行的。现在我们想在线性空间中引进向量的长度、两个非零向量的夹角、 
两个向量之间的距离、两个向量正交等度量概念。从解析几何中知道，所有这些度量概念 



而向量的内积是二元实值函数，它具有对称性、线性性和正 
定性等基本性质。从向量的内积的对称性和线性性可以得出双线性性。于是，为了在线 
性空间中引进向量的内积的概念，我们在 10. 1节首先研究双线性 函数； 然后在后面几节 
分别讨论如何在实数域上、复数域上、任一域上的线性空间中引进向量的内积的 概念； 进 
而研究定义了内积的这些线性空间的结构，以及它们之间与内积有关的线性映射的性质。 


10.1 双线性函数 


10.1.1 内容精华 

一 、双线性函数的定义和例子 

定义1设 V 是域 F 上的一个线性空间， VXV 到 F 的一个映射/如果满足对于任 
意 ai ， a ” pi ，卩2 V jki , A 2 6 F ， 有 

(1) fCkiai -\~kzaz +々 2 /( a 2 ，卢)， 

( 2 ) f 、 <x ， k\p\ + kzpz) = k\ f (a ， k2 f (a ，， 

那么称 / 是 V 上的一个双线性函数， / 也可写成 /(«， 的。 

条件 （1) 表 明：当 固定时，映射^/(心 妁是 V 上的一个线性函数，记作戽。 
条件 （2) 表 明：当 《固定时，映射 ^ ^/(«，妒是 V 上的一个线性函数，记作 
例1 欧几里得空间 R ” 的标准内积 ( a ， 炉是 R rt 上的一个双线性函数。 

n 

例2 设 V 是域 F 上的 rz 维线性空间， V 中取一 个基〜 ，《 2 ，…，〜。设^ = 此， 

i = 1 
n 

^ = Da ，令 

i = 1 

n 

f ( a ^) = y ] a , b i ， 

1 

则 /(«， 汾是 V 上的一个双线性函数。 

特别地，对于 ，设 a = ( A ， a 2 ，•- , aj ' ( bi ，6 2 ， …， h )' ，令 
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/(a ， 沒） = y^aibj ， 

I — 1 

则 /(« ，和是 F” 上的一个双线性函数，习惯上把这个双线性函数记作 （ ce ， P) 或者 《• P 。 

例 3 设紙 （ F )， 令 

/(A,B) = tr(AB), VA,B 6 M„(F), 

则 /(A ， B) 是 V 上的一个双线性函数。 

例 4 设 V=C|>,6 ]， 令 

/(g(x) ，/ i(x) ) = g (x)h( jc)djc , V ^(-r) ^h{x) G C[a ,&] , 

J a 

则 /(g(x) ， /i(x)) 是 C[a ， 6] 上的一个双线性函数。 

二、双线性函数的表达式 

设 V 是域 F 上 n 维线性空间， V 中取一 个基⑴ ，的 ， … ，〜，设 V 中向量 a ，沒在 此基下 
的坐标分别为 

X = (x! ，工 2 ， … ， 工”）'， Y = (: yi ，： y 2 ， … ， : y”）’. 

设 / 是 V 上的一个双线性函数，则 

n n n n 

fia.p') = fi^JCiai , ^yjaj) = X) X] 工％ /(a , ，〜 ） • （ 1) 

i = l j = 1 i = l 7 = 1 

令 

r /(cn fCC\ ) /(ai ， 0f2 ) … /(ai ?a n )' 

A fiaz ^ai ) /(a 2 ， tt2) … /(or 2 ， a„) 〜、 

A = ， （ 2) 

# 魯 « 

鲁泰 • 

* _ « 

f(a n ^ai ) fia n »a 2 ) … /(a„ ， a„) 

称 A 是双线性函数 / 在基 ai ，《 2 ， … 心 下的度置矩阵，它是由 / 及基⑴ ， a 2 ，… ，〜 唯一决 
定的。 

从 （ 1 ) 式得 

= X f AY. (3) 

(3) 式和 （ 1) 式都是双线性函数 / 在基，的， … ，〜下的表达式。 

反之，任给域 F 上一个 n 级矩阵 A = (~), 定义 VXV 到 F 的一个映射 / 如下： 

n n 

/(or ，"） = x f AY = D ^a i} x l y } ， (4) 

i — l ; = 1 

则 / 是 V 上的一个双线性函数，且 / 在基 ai ， & ， ••• ，〜 下的度量矩阵恰好是 A ， 这是因为 

/(a, ， a } ) = E: A £j = a h (5) 

由于用 （ 4) 式定义的双线性函数的度量矩阵恰好是 A ， 因此若 X f AY = X f BY, 
VX ， Y6F n ， 则 A = B ( 理由 ：此时 分别由 X'AIX'BY 定义的双线性函数相等，从而它们 

的度量矩阵相等）。 

n n 

(4) 式右端的表达式 X'AY ( 即 D ) 称为 a ， x 2 ， … ，工 „ 与 :V !，％ ，…， ％的双 

i = l j =】 

线性型。上述表明：利用向量 a ， # 的坐标 a ， x 2 ， … ， x rt 与： vi ，力， … ， : y n 的双线性型可以诱导 
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岀V上的一个双线性函数。 

三、双线性函数在不同基下的度量矩阵之间的关系 

定理1 设/是域 F 上 w 维线性空间V上的一个双线性函数，V中取两 个基: ，&， 
•••，oc n 与爲]_，艮2 ，•• •，爲 ，设 

(戽，戸2，…， ) = (cri，a 2 ，…，£?„)尸， （6) 

/在这两个基下的度量矩阵分别为 A，B， 则 

B - P f AP. (7) 

证明任取设 

OL ^ (ffi ，0；2，."，0^)叉 = ( 卢1，体，•••，卢 n) 叉0， 

择= (on，a 2 ，…， a„yv =(私，和，…， p n yv 0 . 

分别在基 ari ，0：2，…， ar„ 与基，和 ，…， 沐下计算 /(a，0) ，得 

fia , j 3) = X f AY , = XoBY 0 . 

由于叉=/^。，¥=/^。，因此 

X f AY = (PXo) / A(PY 0 ) = XoP ' APYo . 

由于 X f AY = /(«,/?)= XoBY 0 ，因此 < ( P / AP ) Y 0 = XoBY 0 ， V U。6 F 1 。由此得出， 

P ， AP=B 。 ■ 

定理 1 表明， V 上的双线性函数 / 在 V 的不同基下的度量矩阵是合同的。由于合同 
的矩阵有相同的秩，因此我们把双线性函数/在V的一个基下的度量矩阵的秩称为/的 
矩阵秩，记作 rank m /。 

什么是双线性函数/的秩？设/是域 F 上线性空间V上的一个双线性函数，的 
下述子空间 

iaL I V) (8) 

秩为 / 的秩空间，把/的秩空间的维数称为/的秩，记作 rank /。 

可以证 明：域 Fin 维线性空间V上的双线性函数/的矩阵秩不超过/的秩。我们 
将在本节内容精华的最后一部分给出证明。 

设 A 和 B 都是域 F 上的 n 级矩阵，V是域 F 上的 n 维线性空间，取V的一个 基⑴， 
at » »a„ o 任给V中两个 向量： 


a = (ai »a2 »*** »a„ )X, 

芦 =(cri ， a2 ， … ， a n ) I 

令 /( a , P )= A " AY ， 则 / 是 V 上的一个双线性函数，且 / 在基 ai ， a 2 ，…，〜下的度量矩阵 
是 A 。 设 A 与 B 合同，则存在域 F 上 n 级可逆矩阵，使得 B = 令(说，体，…，沐）= 

U ， a 2 ，…， aJP ， 则戽，你，…，尽也是 V 的一个基。从定理1的证明过程中可得出， B 是 
/在基&，体，… ，爲 下的度量矩阵。这证明了 ：如果 A 二 B ， 那么 A 与 B 可看成是 V 上同 
一 个双线性函数/在 V 的不同基下的度量矩阵。 

四、双线性函数的左根、右根，非退化双线性函数 

定义 2设/是域 F 上线性空间 V 上的一个双线性函数， V 的下述子集 
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(a € V | = 0, V) (9) 

称为 / 在 V 中的左根，记作 rad L V；V 的另一个子集 

{/? 6 V | /(a， 沒 ） = 0， V a 6 V} (10) 

称为/在 V中的右根，记作 rad K V。 

容易验证，/在 V 中的左根和右根都是 V 的子空间。 

定义3如果 V 上双线性函数/的左根和右根都是零子空间，那么称/是非退化的。 
定理2域 Fin 维线性空间 V 上的双线性函数/是非退化的，当且仅当/在 V 的 
一个基下的度量矩阵是满秩矩阵。 

证明设/在 V 的一个基 ai ， a 2 ，… ，〜 下的度量矩阵为 A ， 任取 
az » ***， a n ) X ， f = ( Qfi ， a ；2 ，…， a n )1^， 则 

aGrad L (V) 


于是 


< /(a， 卢 )=0， V v 

<=» X f AY = 0, 

< > X f Aei = 0 , f = l ，2 , …， w 

<=> X’A ( 幻 ， e 2 ， … ,e„) =0 

< > X f AI = 0 
<==> A'X = 0 

<=> X 是齐次线性方程组 A'Z = 0 的解。 

rad L (\O = 0 

齐次线性方程组 A/Z = 0 只有零解 

< > rankCA 7 ) = n 


< > rank ( A ) —n. 

同理 可证: / 在 V 中的右根为 0 当且仅当 A 是满秩矩阵，因此/非退化当且仅当它 
的度量矩阵 A 满秩。 ■ 

从定理2的证明中还可 得出： n 维线性空间 V 上的双线性函数/在 V 中的左根等于 
0当且仅当/在 V 中的右根等于0。 


五、对称双线性函数与斜对称双线性函数 

定义4设/是域 F 上线性空间 V 上的一个双线性函数，如果 

/(or， 卢）=/(卢， a) ， V a »j8 G V, (11) 

那么称/是对称的；如果 

/(a»jS) =—/(/3，a) ， V a*jS 6 V, (12) 

那么称/是斜对称的（或反对称的）。 

设/是域 F 上 n 维线性空间V上的一个双线性函数，/在V的一个基⑴， a 2 , …，％ 
下的度量矩阵为 A。 则 

/是对称的 

n / fiai »a ； ) — /(a ； ) » i，j = l ， 2，•••，/! 



10.1 双线性函数 


• 423 • 


/(qti ，ai ) 

/(72，72) 


[ / ( >， ) 

据数学归纳法原理，对一切正整数 w ，命题为真。 ■ 

定理3的意义之一在于可简化计算对称双线性函数/在任意一对向量上的函数值。 
由于一定存在 V 的一个基 p ，负，…，％，使得/在此基下的度量矩阵为对角矩阵乃二 

a = ( 71 ，免，…， 7 ")叉 ，0 = ( 71 ， 7 2 ，…， 7 ”）^， 

其中 X= (xj yx z , — ,x n Y ,Y={y x ,y 2 ，…， 3 ^〆 。则 

f(a ， (3) = X'DY = dijcxyx + A 工 2)2 + … + d n x n y n , (15) 

现在来讨论斜对称双线性函数 / 的度量矩阵具有什么样的最简单形式。 

设/是域 F 上线性空间 V 上的一个斜对称双线性函数，则有 


从而有 2/( a > a ) — 0 


/( a » a ) = 一 /( a » a ). 

当 char F 关2时， 得出： VaeV ， 有 f ( a , a ) 




0 


o 


定理 4 设 / 是特征不为 2 的域 F 上的 n 维线性空间 V 上的斜对称双线性函数，则 


存在 V 的一个基，把它记成 A ，谷- 1 ，…，，％，…，％ (其中 = 2 r ) ，使得 

/在这个基下的度量矩阵具有形式 

[/ 0 1 v / 0 1 \ \ 

diag {(— 1 0)，…，(―1 0)’ 0 ，.“， 0 }. (16) 

证明对维数 n 作数学归纳法。 

n -1 时，/在 V 的一个基&下的度量矩阵为（/(^，幻”二⑺）。 

假设维数小于72时命题为真，现在来看 n 维情形。 

若/=0,则/的度量矩阵为0。下面设/关0。这时 V 中一定存在线性无关的向量 
^1 *«2，使得 /(^i yctz ) 7^0 0 理由是：假如对一'切线性无关的向量 a ， 卢，都有又由 
于对一切线性相关的向量 a ， h ， 有 


于是/=0,矛盾。令 


fia ^ ka ) = k /( at ， Qf ) = ◦• 


^-1 


= fidi ， a 2 )— 1 


02 * 


(17) 


则 U=/W"/(A , a 2 )~ 1 a 2 ^ = fid 1 ,a 2 ) _1 /(^i，a 2 ) = l. (18) 

显然 ，& ，心 :仍 然线性无关。 把& 扩充成V的一个基 ^ ，/? 3 ， … ，禺，令 

pi = pi — i = 3, •_•，”• （19) 

则对于〖= 3,…， n， 有 

fid' ，总） = /(A，A ) — /( 译 ， U/(A , 8 x) + /(A ,^1 )/Wi ,^-1) 

=/(A ， A) — /( & ，译） = 0 ， (20) 

fh ，在) = /d ，兵） 一 /(a ， d—' 、 fd ， A) + /(A 

= 1 » (3i ) 一 f\s—i > ^) — o. 


(21) 
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= /( a ， 卢). 

如果还有一个对称双线性函数 g 使得 


那么同理 v «，/? ev ， 有 


^r(a?a) = q(a) , V a G V? 


+0) — qia) — 9( 卢 )] = 尺 (or ， /3). 


(28) 

(29) 

( 30 ) 


比较 （28) 和 （30) 式得， /( a ，jffi»=^( a ， 的， v«，/?ev。 因此 /=g。 ■ 

设 V 是域 F 上 n 维线性空间，/是V上的一个对称双线性函数， g 是满足 （26) 式的二 
次函数。设/在 V的一个基⑴，《 2 ，…，《„下的度量矩阵为 A = (~ )，则对于 
a~ (ai，af2 ，•“ »a„ )X,y9= (ai，o：2 ， ... ， a„ )Y， 有 

/( a ,^) - X r AY . (31) 

从而有 

qia) = f(a^a) = X’ AX. ( 32 ) 

由 （32) 式看 到：二 次函数 g 在 V 的基⑴ ， a 2 ，…，〜下的表达式是 n 元二次型 X ' AX ， 其中 
对称矩阵 A 称为二次函数 g 在基⑴ ， a 2 ，… ，〜 下的矩阵。于是可以用二次型的理论来研 
究对称双线性函数，也可以用对称双线性函数来研究二次型。设 V 是特征不等于2的 
域 F 上的 n 维线性空间，则图 10-1 揭示了对称双线性函数、二次函数、二次型和对称矩阵 
这几个概念之间的内在联系。 



图 10-1 

例如，我们可以用对称双线性函数的理论给出实二次型的惯性定理的第二个证明。 
定理 6( 惯性定理）实数域上任意一个〃元二次型都可以经过非退化线性替换化成 
规范形，并且规范形是唯一的。 

证明任给一个 / z 元实二次型 X ' AX 。 取实数域上的一个 n 维线性空间 V ，在 V 中 
取一个基 a ； i ，0：2，…，。对于 V "中任一向量 a = ( ai ， a ：2 ，…， ) X ， 令 

q ( a ) = X r AX , (33) 

则 g 是 V 上的一个二次函数。据定理5,存在 V 上唯一的对称双线性函数/，使得 

fU ， a ) = qda ) = X^AX , V a 6 V . (34) 

据定理 3， V 中存在一个基仏， 择，…，戽 ，使得 / 在此基下的度量矩阵 B 为对角矩阵。不妨 
设 B = diag{<ii ，…， d p , — d p+1 ，…， 一 ii r ，0，…， 0} ，其中义>0 = 1，2，… ， r 。 令 
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7 i = 

一_2, 

i = 1，2,…， r ; 


=乳， 

j — r + 1, 


则 yi ， y 2 ，•••，〜也是 V 的一个基，且有 


_ a , 

— 1， p <i i ^ r ; 

L 

/(7, */>)= /( ft ， ft ) = 0， j = r +1， … ，”； 

/( 乃， y 』） = 0， i ^ >. 

因此 / 在 v 的基 yi ， y 2 ，…， l 下的度量矩阵为 

D = diag { 1 ，…， 1 ，一 1 ，…， 一1 ， 0 ，…， 0, }• (35) 

、 W . ^ _ v 

p 个 0—/?)个 （ w _ r ) 个 

由于/在 V 的基 ai ， a 2 ，…心 下的度量矩阵为 A ,因此 A 二 D , 从而实二次型 X ， AX 经过 

非退化线性替换可以化成规范形 V + … + y P — / +1 - V 。 

下面来证实二次型 X f AX 的规范形是唯一的。假如 X f AX 还有一个规范形 d + …+ 

^-^ + i - W (注 意： 由于合同的矩阵有相同的秩，因此 X ' AX 的第二个规范形中系数 

不为0的平方项个数也等于 r ) ，则 

D ex diag { 1， …， 1，一 1，…， 一 1，0,…，0 }. (36) 

、 J v — - . V ^ > 

V V Y 

9个 （ r - q ) 个 ( w — r ) 个 

把 （36) 式右端的对角矩阵记作 H 。 由于 D 二 H ， 因此可以把 H 看成对称双线性函数/在 
V 的另一个基表，… ，& 下的度量矩阵。令 


^aev ： 


由此得出 


^ 1 ~〈 h ，…， 〉 ， V ^2 = 〈^Vfl ，谷计2 ，…， A 〉 * 

n v 2 ，则 a = ya = b } d } 。于是 

1 = 1 j — q-hl 

/(a » a ) = (^!，…， ，0 ，… ,0) D ( a ! ，…， a ”0 ，…， 0)’ 

=a? + … + a 2 p , 

/( a » a ) = (0, … , 0 , b ^ i ，…， b „) H ( Q ，." ,0,6,+! ，…， 6„)’ 

— _ b^Jrl — — b \. 

a\ + ••• + = — b\^i —… 一 b\. 


从而 d \ = = ci p = b q +i = ••• = b r = 0. 

因此 a =0, 这表明％门％=0。于是 


dim Vi + dim V 2 - dimiV , + V 2 ) < dim V . 

从而/ >+(rz —因此/由对称 性得以 </>，所以 f = 这证明了 A"AX 的规范 

形是唯一的。 ■ 

定理7 ( Witt 消去定理的推广） 设 F 是特征不等于2的域， Ai 和 A 2 是域 F 上的 /Z 

级对称矩阵，氏和 B 2 是域 F 上的 m 级对称矩阵。如果 
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0 、 


a 2 

0 、 

0 

B , 

J 


0 

b 2 

> 


(37) 


且 AiCrA 2 ，那么 

证明设 U 是域 F 上的72维线性空间，由于，因此 A , 和 A 2 可看成是 L / 上 


同一个双线性函数/在 t / 的不同基下的度量矩阵。由于 A 是对称矩阵，因此/是对称 
双线性函数。由于域 F 的特征不等于2,因此据定理3得，] [/ 中存在一个基％，％，•••，+， 
使得/在此基下的度量矩阵为对角矩阵 D 。 据定理1得， A 1 = D ， A 2 = D 。 从而可推出 


A 

0 、 

〜（ D 

°\ 

， A 2 0 、 

0 

B, 

； 

一 （ o 


o b 2 

V. J 


于是从 （37) 式以及合同关系的对称性和传递性得出 





(38) 


下面我们要从 （38) 式推导出氏二压。由于 D 是对角矩阵，因此只要 证：当 D 是1级矩阵 


时，从 （38) 式可推导出私二压，那么逐次用这个结论，就可对于 D 是 n 级对角矩阵时，从 


(38) 式推导出 J 3 i 二氏。 

设 D = W )， 其中从 （38) 式得，存在形如 

( ； h) 


的可逆矩阵，其中 

,c a \ f fd 0\ / c a， \ 

\P h) [o bJ(p h) (o 



从 （39) 式得 

rdc 2 d, 

< cda - \-^B x H — 0, 
ada' + H / B 1 H — B 2 . 

观察 （40) 中的 3 个等式，猜测存在 A 6 F ， 使得 


H - W) / -B 1 (Apfif' ~h W)= 氏 . 

我们来求; l 的值，把 （41) 式的左端展开并且用 （40) 式得 

( APa / + H ) / E 1 ( AP « / + H ) 

= A 2 afiB ：pa +^ aff ， B l H + kH / B l p a / + H ' B.H 
= X 2 a(d — dc 2 )a + Aa ( — cda f ) + A ( — acd)a — ada + B z 


— uiX 2 d — X 2 dc 2 — Xcd — Xcd — d)u + B z . 


为了使 （41) 式成立，只要在 （42) 式中让 A 取的值满足 

A 2 d — X 2 dc 2 — ZXcd _ d — 0. 


(39) 


(40) 


(41) 


(42) 

(43) 


当 d ^ O 时，对于 F 中的任一元素 A ，都满足 （43) 式，从而 （41) 式成立。下面设 cf 关0,从 
(43) 式得 

( 1 — c 2 ) A 2 — 2 cX — 1 = 0. (44) 
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把 (44) 式左边分解因式得 

[( l + c)A + l][(l — c)A — l ] = 0. (45) 

于是当 c ^ l 时，取 Azd — c ) — 1 ,就有 （41) 式成立。即 

((l-c)- 1 ^o / + H) / E 1 ((l~c)~ 1 p« / + H) = B 2 . (46) 

当 c = l 时，取 — 就有 （44) 式成立，其中 e 是域 F 的单位元(在其他地方我们把 

^记成1，这里为清晰起见，不把 e 记成1)。从而有 （41) 式成立。即 

(- (2e)- 1 /Ja / + H)% (— (2e)~ l pa + H) = B 2 . (47) 

情形 1 B 2 可逆。则在 （46) 式和 （47) 式两边取行列式可得， （1 一 + 

一 + H 都是可逆矩阵，从而 

B y Cr B 2 . 


情形2 B 2 不可逆。设 rank(B 2 )=r*， 则据 （38) 式（其中 D= W)) 得， ranker ) =厂。 
设 W 是域 F 上的 m 维线性空间，取 W 上的双线性函数^，使 得&在 W 的一个基下 
的度量矩阵为找。由于玖是对称矩阵，因此&是对称双线性函数， i=l，2。 于是 W 中 
存在一个基，使得幻在此基下的度量矩阵为对角矩阵 diag!!^，。^,}， 其中是 r 级对 
角矩阵，其主对角元全不为0。同理 W 中存在一个基，使得^在此基下的度量矩阵为对 
角矩阵 diag{D 2 ,0 m -d， 其中 D 2 是 r 级对角矩阵，其主对角元全不为0。因此 

B l diag{A，0『 r } ， B z ^ diag{D 2 ，0„ -丄 （48) 

于是 



结合 （38) 式，得 



(D 

0 

0 、 

( D 0, 

rD 

0 

0 、 

0 

A 

0 

， 0 B 2 ) 

0 

d 2 

0 

0 

0 

o 旷 r 

J 


0 

V 

0 

0 … 

J 


记 


(D 

0 

0、 


(D 

0 

0、 

0 

D, 

0 


0 

d 2 

0 

0 

k 

0 

^nt—r 

> 


0 

0 

0 竹 

> 


(49) 


则 （49) 式成为 







G ： 0、 


g 2 

0、 

0 o m — r 

、 J 


0 

0 ^ r 

J 


(Pn Piz 1 

于是存在域 F 上的 1+ m 级可逆矩阵 P = „ „ ，使得 


^Pn 

P/r 


f G\ 

0 、 


Pll 

Pl2^ 


Gz 

0 、 

Pn 

Pzz 

A 


0 

N. 

0m — r 


Pzi 

\ 

P 22 


0 

N. 

o— 

J 


(50) 


(51) 


从 （51) 式得出 


P/f n = G 2 . 


(52) 



10_ 1 双线性函数 




429 


_ 


由于 p 可逆，因此可逆，于是。即 

( D ° W D % 

lo dJ u dJ 

由于 D 2 可逆，因此据情形 1 得，结合 （48) 式得 

Bi 二私 . ■ 

在定理7中，当/^，八 2 ，氏，压都可逆时，就是 Witt 消去定理。在定理7的证明中， 
从 (38) 式推导出 （46) 和 （47) 式采用了华罗庚先生证明 Witt 消去定理的思路。 

利用 Witt 消去定理可以给出实二次型的惯性定理中唯一性的第3种证法。 

惯性定理唯一性的证明设 n 元实二次型 X f AX 有两个规 范形： 

y\ H - y z p~ y 2 i^\ -- yl » 

zl H — -\- z 2 q ~ z 2 r . 

其中 0< p < r ，( Xq < r ， 0 不妨设 /则 


— Ip 

两次用 Witt 消去定理的推广，得 



(53) 



于是存在 r 一 g 级实可逆矩阵 C ， 使得 






(54) 


假如/?><?，则 




£l ’（一 C'JqOei {Ce.YiCeO < 0. 
矛盾。因此/ > = 这证明了 的规范形是唯一的。 


(55) 

(56) 


七、双线性函数空间 

设 V 是域 F 上的一个线性空间，我们把 V 上所有双线性函数组成的集合记作 
T 2 ( V )， 容易验证 ： T 2 ( V ) 对于函数的加法与纯量乘法成为域 F 上的一个线性空间。称 
T 2 ( V )是 V 上的双线性函数空间。 

现在设 V 是 n 维的。 V 中取定一个基⑴， a 2 ，… ， a „ ，则 V 上的双线性函数/到它在基 
m ，&，•••，〜下的度量矩阵 A 的对应是 7 W ) 到 M „( F ) 的一个映射，且它是单射，也是满 
射，从而是双射。由于 

(/ + g) (a, ^a } ) = /(a, ， a) ) + g(af , ，…）， （ 57) 

(kf)( ai , aj ) - k /(a.,^), (58) 

因此上述双射保持加法和纯量乘法。从而这是一个同构映射。于是 
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T 2 ( V ) ^ M „( F ), dim T 2 ( V ) = w 2 ； (59) 

又由于 

M n (F) ^ Hom(V,V), 

因此 T 2 (V)^Hom(V,V) 0 这表明 V 上的双线性函数与7上的线性变换之间存在—— 
对应，且此对应保持加法和纯量乘法运算。 T 2 (VO 与 Hom(V，V) 之间的 一一 对应可以通 
过域 F 上的 n 级矩阵作为纽带建立起来。在V中取定一个基&，《 2 ，…，^，每一个双线性 
函数/在此基下有唯一的度量矩阵；每一个线性变换 A 在此基下有唯一的矩阵，从而在 
双线性函数与线性变换之间建立了 一一 对应。 

注意 ：同一 个双线性函数/在 V 的不同基下的度量矩阵是合 同的； 而同一个线性变 
换在 V 的不同基下的矩阵是相似的。在例 18 中我们将给出 T 2 (V) 到 Hom(V，V) 的另一 
个同构映射（不用矩阵作为纽带）。 

我们把 V 上所有对称双线性函数组成的集合记作 s 2 ( VO ，把 V 上所有斜对称双线性 
函数组成的集合记作 A 2 ( v )。 容易验证：5 2 (\0和 A 2 00 都是 T 2 ( V ) 的子空间。 

定理8设 V是特征不为2的域 F 上的线性空间，则 

T 2 ( V ) = S 2 ( V) ㊉ a 2 ( v )_ 

证明 先证： r 2 ( v ) = s 2 ( v )+ A 2 ( v )。 任取 /6 T 2 ( v )。 令 

hXa ， p ) = ，卢）一/(/?，》)]• 

这里+指的是 （2 幻― 1 ，其中 e 是域 F 的单位元。显然 ，g6S 2 (\0，/iG 山（V)，并且 

/(a»/?) — + /i(a ? V a »^3 ^ V. 

因此 T 2 (V) = S 2 (V)+A 2 (V) 0 

再证 s 2 ao ha 2 ( V )= 0 。设 /g s 2 ( V ) n a 2 ( V )，则 

f (m ， J3) = f Qct ，口 、 = — f (jS>cr). 

由此得出， 2 /( a ，矽 = 0, 由于 char F # 2 ， 因此 

/(or， 谷 ）= 0， V a G V. 

从而 /= 0 , 于是 S 2 ( V ) riA 2 ( V )=0 o 

综上所述， T 2 (= S 2 (V)©A 2 ( V)o ■ 

* 下面我们来寻找 n 维线性空间 V 上的双线性函数空间了 2 (\0的一个基。由于 
dim T 2 ( V )= n 2 , 因此我们只要在 T 2 ( V ) 中找出 n 2 个线性无关的向量（它们是 V 上的双 
线性函数）即可。为了构造 V 上的双线性函数，给出 V 上的两个线性函数 g ，/ i ， 令 

= g ( a ) h (^) ， V G V. (60) 

容易验证 f ( a ， p 、 AV 上的双线性函数，把它记成即 

0 (a^) : = gia)h{^) ? Va ， 卢 (61) 

把 g ® h 称为线 性函数 g ■与 A 的 张量积 （tensor product ) 。 

有了线性函数的张量积的概念，很自然地会想 到：在 V 中取一个基 a !， a 2 ，…，，它在 
V * 中的对偶基为 …， fno 考虑 n 2 个双线性函数 
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fi ® f ” = 1 ，2, 

我们来证明它们线性无关，从而它们就是： r 2 (\ o 的一个基。设 

n n 

k i} fi ( x ) fj = 0. (62) 

I ~ 1 ) = 1 

考虑 （62) 式两边的双线性函数在 （~， as ) 上的值，得 

n n 

Yi Hh f t ( a r ) f } ( a s ) = 0. (63) 

1=1 j = l 

由 （63) 式得 k n = Q ， r ，1 ， 2 ， (64) 

因此|^ = 1，2，."，《}线性无关。从而它们是 T 2 ( V ) 的一个基。 

任取 / e : r 2 (\ o , 设/在 v 的基 ai , a 2 ，… ，〜 下的度量矩阵为 a =( 化 h 我们来求/ 
在： r 2 (v) 的上述基下的坐标。设 

n n 



/ — 2 2 工 〆/' ® /)) ， 

i=i j=\ 

(65) 

则 

n 77 

Clrs = /(ov’aj = XI fi(a r 、 f»=JCrs. 

1 = 1 > = 1 

(66) 

因此 

n n 

f = 2 

(67) 


i — 1 j = 1 


上述我们证 明了： 

定理 9 设7是域 F 上 rz 维线性空间，V中取一个基 ai ，a 2 ，…，〜，它在 V * 中的对偶 
基为 T 2 ( V ) 的一个基。设 V 上的双线性函数 
/在 V 的基， 的 ，…，《„下的度量矩阵为 A = U t , )，则/在丁 2 ( V )的基， ㊈ ，， 

/ i®/2 ，…， /i®A ，…， A®/i ，… ，人 (8)/ n 下的坐标为 

(a u ,a 12 ， … ， a ln ， a 21 ， … ， a 2 „ ， … ,a nl , ••- ,a m Y , (68) 

n n 

即 / = X ) （/, ®/ ; ). (69) 

i = l > = 1 

■ 

设 / 是域 F 上线性空间 V 上的一个双线性函数， V * 的子空间 （ a L ，办 U ,/36 V ) 
称为/的秩 空间， 它的维数称为/的秩，记作 rank /。下面来求/的秩，并且讨论它与/ 
的矩阵秩有什么关系。 

设右，&，•••，&是V上的一组线性函数，如果V 上的双线性函数/能表示成 

r r 

/ = 2 ® ^ » ( 70 ) 

i = I j = 1 

那么称 / 能用 U ” … jr 张 置形式 表示。 

命题1 如果 V 上的双线性函数/能用 V上的线性函数^，&，•"，&张量形式表示， 
那么/的秩空间 W 包含于<^，6 2 ，…， f r > ，即 

证明 由已知条件得到 （70) 式成立。任取 a ，j36V 0 

r r 

(xl (j 3 ) — — b i} $i (a)$> (^) 
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= 2 ( 2 ( a ) )$ ( 戸 ）=「2 ( 2 (») )?； ] ( P ). 

； ^ 1 i=i l ； =1 1=1 」 

r r 

因此 a L = E (乏 > A ( a )) 色，于是 a L e 〈色 ，石， ”.，6丄同理可证办 6 < 】， f 2 ， 

j — 1 i = l 

…，乞 > 。因此 


W ^〈<?"&，."，&>• ■ 

由命题1立即 得到： 

推论 1 如果 V 上的双线性函数/能用 V 上的 r 个线性函数张量形式表示，那么/ 
的秩不超过 r 。 , ■ 

n 维线性空间 V 上的任一双线性函数/是否能用 V 上的有限多个线性函数张量形 
式表示呢？回答是肯定的，即我们有下述 命题： 

命题2 n 维线性空间 V 上的任一双线性函数/能够用它的秩空间 W 的任意一个 
基张量形式表示。 

证明 在/的秩空间 W 中取一个基匕 ，色，…， ^•，把它扩充成 V * 的一个基右，&，..•， 
&， f r +1 ，…，匕。设它在 V **中的对偶基为 W * ，…， , a ； + i ，…，。把 V * * 与 V 
等同，则 on ， a ：2 ，…， I ， a r + i ，…， cr n 是 V 的一个基，当 r < Cj^n 时，对于 有 


芒（士）= a 厂 （ f ) = 0. (71) 

由于此6灰，因此处=々1色+々2各+…十是石。于是从 （71) 式得， a；L (0^ )= 0，即 f ( a ^ aj ) — 0 o 
同理，由于你因此你 （ a ) )=0,即/(0^，#) = 0。从而/在 V 的基 ai ， a ；2, …， a r ， a r +1 ，…， 
a n 下的度量矩阵 A = ( a ,> ) 形如 



其中 AiSr 级矩阵。于是据定理9得 


(72) 


r r 

f= SS 〜（色 ㊈ 乞 ）. (73) 

i = 1 j — 1 

这表明/能用 W 的一个基^，色，…，心张量形式表示。 ■ 

从推论1和命题2立即 得到： 

推论 2 n 维线性空间 V 上的双线性函数/的秩等于能够用张量形式表示/的 V 上 
线性函数的最小数目。 ■ 

从命题2的证明过程中 看到： 


rank m f = rank(A) = rankCAi ) ^ r = dim W = rank /. 

因此我们 得到： 

推论 3 n 维线性空间 V 上的双线性函数/的矩阵秩不超过/的秩。 ■ 

存在双线性函数/，它的矩阵秩小于它的秩。例如，在2维线性空间 V 中取一个基 
心，的 ，它在 V 中的对偶基为/\，/ 2 。考虑/二力®/^据定理9可以立即写出/在 V 的 
基 ai ， a 2 下的度量矩阵 A 为 
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因此/的矩阵秩是1。由于/可以用 / i ，/ 2 张量形式表示，因此 rank /<2。假如 
rank /=1，则/的秩空间据命题2得，/二吣⑭色。任取 a ， 戶有 

f ( a ， p ) = &fi ( a)fi ( j 9) = f (/3， a )， 

于是 / 是对称双线性函数。从而/在基〜 ， a 2 下的度量矩阵 A 应当是对称矩阵，但是 A 
不是对称矩阵。这个矛盾表明 rank /#1 。从而 rank /= 2。 

定理10 设/是域 F 上 n 维线性空间 V 上的对称双线性函数，则/的矩阵秩等于/ 
的秩。 

证明由于/是对称的，因此 Va ， 存 ev ， 有 
从而 = ，因此 f 的秩空间 W = (ol I «& o 

n 

在 V " 中取一个基 a i ， a2 ，… ，a„ ，设 a = •r t a, ，则 

i=l 

n n n 

« l (/3) = = f ， P 、= (g,) L (g). 

i = 1 i^1 1 = 1 

n 

因此 CfL = > : X t + (Cl；i ) l 。从而 

i — 1 

W = <(a 1 )^(a 2 )L ， -»(ajL>. (74) 

设 ai，a2 ，…， a„ 在 V* 中的对偶基为 /\ ，/〗，…， /» ，贝 1 j 

n n 

(a^L = = J]/U， 〜） /" (75) 

)=1 )=1 

(75) 式 表明： U ) L 在基 /!，/ 2 ，…， /„ 下的坐标是 

( fiai ?ai ) » f (a, ， o：2 ) ， … ， /Xai ， a n ))’. 

设 / 在基〜 ， a 2 ，…， 〜下的度量矩阵为 A ，则 

rank m f = rank(A) = dim〈 (on ) L ， (a 2 ) l ， …， (a „ )l > ■ 

=dim W = rank /• 

定理 10 对于 n 维线性空间 V 上的斜对称双线性函数也成立。证明方法几乎一样， 
仅有的改动之处为 

Pr = (―的乙. 

10.1.2 典型例题 

例 1 在 K 4 中，设 (JCi，x 2 ，*r 3 ，x 4 )'，P= (%，: y 2 ，>3，％ )/ ，令 

f ( a ， p ) =JCiyi + x 2 y 2 + x 3 > 3 — 工4 ^4 • 

(1) 说明 / 是 K 4 上的一个双线性 函数； 

(2) 求/在标准基^，松，下的度量 矩阵； 

(3) 说明/是非退 化的； 

(4) 说明/是对称的； 

(5) 求一个向量 a#0, 使得 /(ct ， a) =0 。 
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解 （ 1) /(a,p) = J0iyi + 工 2 ： y2+ 工 3>3 — 工 4% 



= (xi ,X 2 ，工3，工 4 ) 




因此/是 K 4 上的一个双线性函数。 

(2) /在基心 ， e 2 ，&， 私下的度量矩阵 A 为 


-1 





3^2 


^3 

J 

3^4 

V / 


A = diag { 1,1,1, — 1}. 

(3) 由于 rank ( A )=4, 因此/是非退化的。 

(4) 由于 A 是对称矩阵，因此/是对称的。 

(5) 取 f ( a ， a )=0 o 

例 2定义 M „( F ) XM „( F ) 到 F 的一个映射/ 如下： 

/( A , B ) = tr ( AB '). 

证明： / SM „( F ) 上的一个非退化对称双线性函数。 

证明任取 Ai , A 2 , A , E 1? E 2 , BeM n ( F ), k , A 6 F ， 有 

/(^iAj + k z A z ,B) = tr[(^iAj + k 2 A 2 )B ， 2 = tr\^k l A l B / + k 2 A 2 B f ~\ 

= trOU ') 十是 2 tr ( A 2 E , ) = k x f { A x , B ) + ^ 2 /( A 2 , B ). 

同理可证，/(八，执），因此/是]\^^)上的一个双线 
性函数。由于 

f ( A ， B ) = tr(AB') = tr((BA’）’） = tr(BA’）= /(B,A), 

因此 / 是对称的。 

由于 


因此 


fiEik f Eji) = tr(£^ Ej) = triEikEtj ). 


E a E 


u 


E tJ , 当走 =Z 


0, 


当々尹 Z ; 





当々 = Z，_i 
其他. 



于是 / 在基 E n ， E 12 ，…， E ln ， …， E nl ， …， 下的度量矩阵为 n 2 级单位矩阵 J 。 从而/是 


非退化的。 ■ 

例3证 明：当 V 是域 F 上的有限维线性空间时， V 上的双线性函数/的左根与右根 
的维数相等，都等于 


dim V 一 rank m /. 

证明 V 中取一个基 cn ， a 2 , …，，设/在此基下的度量矩阵为 A 。 任取 a € V , i 5 
«=( ⑴， a 2 ，…， h ) A ：。 据定理2的证明得， 《6 rad L (\0 当且仅当 X 是齐次线性方程组 
A'Z = 0 的解，即 X 属于 A'Z = 0 的解空间 W 。 由于 a 对应到它的坐标 X 是\^到广的一 
个同构映射，且 raiOO 在此映射下的象为 W ， 因此 
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dim rad L (V) = dim W = n — rank(A') = n — rank(A) 


=dim V — rank 坩 /. 

同理可证： dim rad R (V) : = : dim V—rank /。 ■ 

例 4 设 / 是域 F 上 n 维线性空间 V 上的一个双线性函数。 证明： 

(1) 映射 M : ——是 V 到 V 的一个线性 映射； 映射只/ : 戶 I —— •扣 是 V 到 V * 

的一个线性 映射； 


(2) Ker L f = rad L V ,Ker J R / = rad /? V ； 

(3) rank L f — rank m / = rank R f ； 

(4) / 是非退化的当且仅当 L r ( 或 R/) 是线性空间 V 到 V 的一个同构映射。 
证明 （ 1) 任取 ▽#6 ^有 

^/(a + (a + 7^>lP — /(a + y,j3) = /(a ， 卢）十 /(7, 戸） 

= a L (/?) + n = <a L + 7l )/?* 

因此 L f (a + y) ^aL+YL^Lfia^+Lfiy). 

Ljika )^ = ika ) i ^ = f ( ka ， P 、= kf ( a ^ j 3) — ka L ( 卩) • 

因此 = 从而 L, 是 V 到 V* 的一个线性映射。 

同理 可证 : K / 是 V 到 V 的一个线性映射。 

(2) aE Ker L f < —— > a/, = 0 

< . ■ ol (^3) = 0 » V V 
<=^ /(«，卢)=0， V/?€V 

<=> a 6 rad L V . 

因此 KerL/^rac^V 。 同理可证 Ker 1^ = rad K V 。 

(3) 利用例 3 的结论可得 


rank L f — dim ImCL/) = dim V — dim Ker(L y ) 

=dim V — dim(rad L V) = rank,„ /. 
同理可证： rank J^^rankm /。 

(4) / 非退化 <==> rad L V=0 


< > Ker L/ = 0 

~是\^到\^的单射 
<=> ~是7到\^的满射 
«=> ~是\^到\^的双射 
<=> ~是7到 W 的同构映射。 

同理 可证： /非退化«=>只/是^到 V * 的同构映射。 ■ 

点评： 从例4的第 （4) 小题看 到：若 n 维线性空间 V 上的一个双线性函数/是非退化 
的，则 L r ： a ! ~是 V 到 V 的一个同构映射。从而当《跑遍 V 中所有向量时，&就跑 
遍 V 上的所有线性函数。这表明从 V 上的一个非退化的双线性函数/，可以得到 V 上的所 


有线性函数。特别地，对于 F ” 的点积 a _ P = 丸，它在标准基仏，心，…，&下的度量矩 

i — 1 

阵是单位矩阵 I ，从而它是非退化的。根据上述讨论，当 a 跑遍 F n 的所有向量时，以就跑遍 
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F n 上的所有线性函数。这说明从 P 1 的点积 or 可以得到 F ” 上的所有线性函数。这个结 

论有实际应用。 

例 S 设/是特征不为2的域 F 上线性空间 V 上的双线性函数， 证明： /是斜对称的 
充分必要条件为“对任意 V ，有 /( a ， a ) =0”。 

证明必要性。设/是斜对称的，则对任意，有 /(〜《) = — /(«,«)。从而 
2/( a ， a )=0, 由于 char F #2, 因此 f ( a 9 a ) = 0 o 

充分性。设对任意有 / U ， a )=0, 则对任意有 

0 = f(a~\~(S，a~\~(3) = /Xa’a) 十 / (a *y3) + fi^a) + /X戶， /?) = f (a »^3) + f (p，a) • 

由此得出，/(«，/?) = —/(戸，《)。因此/是斜对称的。 ■ 

例6设/是域 F 上线性空间 V 上的对称或斜对称双线性函数，如果 V 中两个向量 
满足/(«，釣=0,那么称 a 与/?正交。设/是 V 上的双线性函数（不必是对称或斜对 
称的）， W 是 V 的一个子空间，把/限制到 W 上，则/ | W 是 W 上的双线性函数 。 W 
的子集 


{a e w | /(«，卢）= 0， v^e w ) 

称为 /|W 的左根，记作 ra 4W。 类似地，可定义 /|W 的右根，记作 rac^W。 显然 radtW 
和 rac^ W 都是 W 的子空间。当/是对称或斜对称的双线性函数时， racL W， 记 

作 rad W， 简称为 /|W 的根。 

设 char F#2，/ 是V上的对称或斜对称的双线性函数， W 是V的一个有限维真子空 
间，设氏 V，？$W， 且 f 与 rad W 中的向量都正交。证 明:在 W 的陪集 e + W 中存在#0,使 
得/(7,妒=0, VpeW。 

证明设/是 V 上的对称双线性函数，则/在 W 上的限制 /| W 是 W 上的对称双线 
性函数。若 /lw = 0, 则 radW = W 。 于是对任意 pew ， 有 /( e ， 妒=0,从而对于 f + W 中 
任一向量 f + y ( y 6 W ) 有 


/(6+r^) = /(6，戽 +/(y， 辦 = 0. 

下面设 /I w 关0。据定理3得， W 中存在一个基 U，a 2 ，…， I，使得 /IW 在此基下的度量 
矩阵 D 为 


D = diag{c^i ,d z , ^d r ,0 , ••• ,0} , 
其中 4^0，z = l，2，“，r，l<r<m。％ 


贝I ]当■时，有 


V 


r 

卜 S 

i=l 


/($，<o 

f(a t ， cr, ) a, 


/(7, O 0)= /( f ， oo ) — 


r 


2 


/( a ,， a , > 


f ( ai ， aj ) 


= /(?，〜） — /(6^ a ；) = 0; 

当 r 〈 j<m 时，由于 f(ai *a>) =0, 因此 a; G* rad W。 从而有 

/(々，〜）= /(?，〜）= 0 . 


因此对于 W 中任一向量 #= ；^>此，有 
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m m 

= /(7, y^jbjaj) = y^jb, /( 々 ，①） = 0. 

1 = 1 / = 1 

设 / 是 V 上的斜对称双线性函数，若 /I W = 0, 则与 / 是对称双线性函数情形的证明 
一样，命题成立。下面设 /|W 关0。设 dimW = m。 据定理4得， W 中存在一个基 

谷 1 ，5— 1， … ，6v，5— r ，，…， 7jm—2r ? 

使得/在此基下的度量矩阵 B 为 

if 0 1 \ / 0 1 \ \ 

B = diag ((-1 o )’".’(— 1 0 ) ，匕^外 

m — 2r 

其中 2<2r<m。 令 

r 

7=6+ > j [ — /X?，U 次 ~h /X芒 ，占 , ) 占 -i]• 

i= 1 

则当1<；<「时，有 

r 

/( 々 ，&)= /(e ， A) + XI[— /(f ， U/U,A) +/(f ， 次 ）/(3—,^)] 

i= 1 

= /(6,色） + f (砭， 1)=0， 

r 

/( 7 ，u= /($，谷— ,） 十 XI[-/(6，U/(H) + /(e， 表 ）/(U- 

£= 1 

— f 、苎， — /^ ( f» d-j ) — 0. 

当 — 2r 时，由于 /(%，#) =0 ， V/?G W\ 因此 ％ G rad W\ 从而 /($，％) =0。于是 

r 

/(7，％)= /(f，》） 十 Z) [— /(专，1,)/(表，巧）十 /(?， 次 ）/(&，々）] 

i = 1 

= 0. 

综上所述， v/?ew， 有/( 7 ,辦 =o。 ■ 

点 评：例 6中7的选取分别是受到定理3的证 明中& 的选取、定理4的证明中展选 
取的启发。这是例6证明的关键。 

例7设/是域 F 上线性空间V上的对称或斜对称双线性函数，设 W 是V的一个 
子空间，令 

w 丄 ：= u e v | /(«，"）= 0, vpe 

称 wi 是 w 的正交补。 证明： 

(1) Wi 是V的一个子 空间； 

(2) rad W^W X ，rad W-WflW 1 . 

证明 a ) 由于/( 0，如=0/(0,谷 )=0,v#ev， 因此 oew 丄，从而撕丄非 空集。 显然 
Wi 对于V的加法和纯量乘法封闭，因此 Wi 是V的一个子空间。 

(2) 由 rad W 与 W 丄的定义立即 得到： 

rad W ^ W L , rad W = W f] W x . ■ 

例 8 设 V 是域 F 上 n 维线性空间， / 是 V 上非退化的对称或斜对称双线性函数， W 
是V的一个子空间。 证明： 

(1) dim W^ + dim W 1 ^ ~dim V ； (2) (W- 1 )- L =W. 
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证明 （1) 设/是 V上的非退化对称或斜对称双线性函数。在 W 中取一个基 ffl ， 
，…，，把它扩充成V的一个基 or 1 ，a 2 ，… ， a OT +i ，…， a„。 设/在此基下的度量矩阵 
为 A。 由于/非退化，因此 A 满秩。对于V中向量 a = ( ai ，a 2 ，…， a„)X， 

a G 研丄 < " > /( a »^) = 0, V /36 W " 

< > /(Ota, ) =0 ， i = 1,2 , **• 

< ■ > X f Aei =0 ， i = 1,2,••• ,7w 

< > X f A (e\ ,£ 2 »*** ^£m) = 0 

^==> (ci , s z ，…， eJ'A'X = 0 

<=> X 是齐次线性方程组 (&，& ，…， cJ'A'Z = 0的解。 


把上述齐次线性方程组的解空间记作 U。 则 a6 当且仅当《在上述基下的坐标 
xeu 。 由于 《i ^是 v 到 F” 的一个同构映射，且 wi 在此同构映射下的象是 u， 
因此 

dim \^ 丄 = dim U = n — rank((ei ， fi 2 ， ^ 7 ) 

=n — rank( (Ci ， e 2 , … = n — m — dim V 一 dim W m 
从而 dim W+dim W 丄 =dim V\ 

(2) 任取 y 6 W ， 对一切有 fid ， y 、= Q 。 由于 / 是对称或斜对称的，因此 
f ( y , d ) = 0 o 从而于是 WGCW-Lp。 对用第 （1) 小题的结论，得 

dim W 丄十 dim(W 丄）丄 = dim V. 

与第 （1) 小题的公式比较，得 dim W = dim(W 丄 ）' 因此 W=(W 丄）丄。 ■ 

点 评：例 8的第 （1) 小题虽然有 dim W + dim W』. = dim V 成立，但是由此推不岀 

W ㊉ 例如，在只 4 中，设《 =( 工 1 ，工 2 ，工 3 ，工 4 ) / ，於 =( ： ^ ， 3^, ： ^ ， 30 '。令 

fia.p) = JCiyi — OC 2 y 2 — ^3^3 — 工 4 ： y4- 

由于 


f(ajp) = Cjo 1 



jX 2 ,JC 4 ) 



yt 

、 j 


因此 / 是 R 4 上的一个双线性函数，且 / 在标准基 Si ， s 2 ， s 3 ，仏 下的度量矩阵 A = diag{ 1 ， 
一 1，一1，一1}。于是/是非退化的对称双线性函数。取 y=(l，l，0,0)'。 令 W 二 〈)0。 


由于 

/(7,7) = I 2 — I 2 - 0 2 - 0 2 =0 ， 

因此 /( y， 纱 ）=6/(y，y) = o 。 从而由此推出于是 wnw^=w。 
这表明 W+W1 不是直和，且 W+W1#R 4 。 

例9设V是特征不为2的域 F 上的 rz 维线性空间，/是对称或斜对称的双线性函 
数。设 W 是V的一个非平凡子空间。 证明： ㊉ Wi 的充分必要条件为/在 W 上的 


限制是非退化的。 


证明据例7的第 （2) 小题得 ， WH = ra <i W 0 于是 W 丄 =0 


10.1 双线性函数 
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rad W-0 d /|W 是非退化的。由此立即得岀必要性。下面来证充分性。设 /IW 
是非退化的，由上述知 wnw 丄 =o 0 于是只要证 w+w 丄 

先考虑/是对称双线性函数的情形。由于 char F 关2,且 /|W 是非退化的，因此 W 
中存在一个基，… ，心 ，使得 /IW 在此基下的度量矩阵 D = diag{4 ，义，…， 心}，其 
中忒 #0，f=l ，2,…， m 。 把 ，flf 2 ， … ，a m 扩充成V的一个基 QTi ，a 2 ，…，〜，历，… 爪。 令 



/( 尽 ，gj ) 

f^ocj ， a 】） 




则对于 Z=l，2, …， m， 有 


i = 1 ， 2 ，…， W — 772. 


j = i / v QJj ^<Xj ) 

=/( 译 *a/) — ’ a 」\ flcn fa { ) = 0. 

jyai ，0f/) 

从而戾 6 W 丄， z’ = 1 ， 2 ，…，” _ m。 从总的定义可看出， ori ， a 2 ，... ，，办，… ，呑 n — m 与 ari ， 
a2 ，…， a m ，/3' ，… ，私一 m 等价，因此 Qfl ，0；2，…， or m ，在，…，瓦 —m 也是V的一个基。从而 W ㊉ 
咖，…衣—丄 于是从 wnw 丄=0得 

d\m(W + W 丄） = dim W + dim W 丄 > dim W + dim 〈系 ，… > 

— dim V. . 


由此得出 ^imCW+W 1 ) =dim V 。因此灰十撕丄，从而 W ㊉ W」.=V。 

现在考虑/是斜对称双线性函数的情形。由于 char F 关2,且 /| W 是非退化的，因 
此 W 中存在 一个仏，匕 i ，… ，A4- r ，使得 f\W 在此基下的矩阵 D 为 


D = diag 



0 

——1 


0 


0 


o /’ l — 1 oT ，\— 1 


o 


把 W 的这个基扩充成V的一个基 


谷 1 ，占一 1， ■•• f Sr 9 S—r ， ”1 ， •’• ， T]n—tr - 


r 


令 


4 = 7 ； + 2 [ _ / ( 7 ” d- t )d t fiyjj ， di)8 一 


其中 j = 1，2，…， /2 _ 2r。 则对于 Z = 1 ，2，…， r， 有 


r 


fifjj = firjj fdi) + 2 [— firji ， d-i) fd ， 8i) + /( 17 ；， 6 \ )/( 5 一 ( ，次 ） ] 


/(% ， 次） +/(7?”&)(-l) = 0, 


d-i ) = /(7>，D + 2 [ — fd ，U + /(^，D fd ，U] 

1 = 1 

= firjpd — i )— f (. rjj ，8- t ) • 1 = 0. 

因此负 ew 丄 = …， 72—2r 0 从电的定义可看出，次，占— i ，…，&，占 — r ， 中，…，％ - 2r 与& ， 

S—v，d r ，d— r ，7J\ ，…，平一 2r 等价，于是 Hi ，…，占 r ，d— r ，9j\ ，…，％-2 池是 V的一个基。从而 

V = W ㊉ 〈亏 i ， … ， 7«-2r>. 

于是从 Wf|Wi=0 得 

dim(W + W 丄 ）= dim W + dim 灰丄 > dim W + dim 〈亏 ！ ，…， ^ 2r > 
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= dim V. 

因此 dim(W+W 丄） =dim V ，从而 W+ 灰丄 =\^ 。于是 W ㊉ W 丄 =V 。 ■ 

点 评：例 9 表明： 对于特征不为 2 的域 F 上 n 维线性空间 V 上的对称或斜对称双线 
性函数，不管/是否非退化，只要 /IW 是非退化的，就有 ㊉ Wi 。 

例10 证 明：特 征不为2的域 F 上两个 n 级斜对称矩阵合同的充分必要条件是它们 
有相同的秩。 

证明 必要性是显然的，下面来证充分性。 

设 A 与 B 都是 n 级斜对称矩阵，且 rank(A) = rank(B) 0 据定理 4, 当 char F 关 2 时， 
n 级斜对称矩阵一定合同于下述形式的分块对角 矩阵： 





，（），.•• 



由于 r ank ( A ) = r ank ( B )， 因此 A 与 B 都合同于同一个上述形式的分块对角矩阵。从而 


AiB 。 ■ 

点评： 从例10看 到：特 征不为2的域 F 上两个 n 级斜对称矩阵只要它们的秩相等， 
它们就合同。因此对 n 级斜对称矩阵组成的集合进行合同分类很容易，秩为0的（即零矩 
阵）组成一个合同类，秩为2的组成一个合同类，…，秩为 2 m 的组成一个合同类，其中 
n ~1^2 m ^ n 0 注意 ：从斜 对称矩阵合同于上述形式的分块对角矩阵看到，斜对称矩阵的 
秩一定是偶数。 

例11 设 V 是域 F 上的线性空间，/是 V 上的对称或斜对称双线性 函数; W t ， W 2 是 
V 的两个子空间。 证明： 

(1) 若 ，则 Wf ； 

(2) 若/是非退化的，且，则 Wf 。 

证明 （1) 任取，则对任意卢 ew 2 , 有 f ( a ， p )=0 o 由于 WiGWz ，因此 
aewf ，从而 wfcwf 。 

(2) 由于，因此。假如，由于/非退化，因此从例8得 

W, = (W ; 1 )丄 = (W 2 X ) 丄 = w 2 ， 

矛盾。因此 Wfgwf 。 ■ 

例12 设 V 是域 F 上的线性空间，/是 V 上的对称或斜对称双线性 函数; ， W 2 是 

V 的两个子空间。证明 ：如果 WiGW # ，那么 W 2 GW ; 1 。 

证明 由于 WiGWf ，因此据例11得，丄。从例8第 （2) 小题的证明中看 

出十）丄，因此 ^ W Zo U 

例13 设 V 是实数域上的 n 维线性空间，^是^上的二次函数。如果 9 (0 = 0,那么 
称$是<7的零 向置。 证明 ：如果 g ( a ) 的表达式是不定的二次型，那么 V 中存在由 g 的零向 
量组成的一个基。 

证明 由于 g («) 的表达式是不定的二次型，因此 V 中存在一个基 ai ，《 2 ，…，《„，使得 


n 

对于 a = 仏- a .， 有 


10.1 双线性函数 
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qia ) = x \ + •** + Xp — — "* — x 2 r t 

其中 p > l ， p « n 。令 

T]i = Oi - Qf/rfl ， / = 1 ， 2 ， •’’ ，/?; 

=— ai + aj ， j = />+ 1，•••，，； 

% = a * ， k = r + 1, ■** 

显然， 71 ，取，…，％可以由 cn ， a ； 2 ， … ， a „ 线性表出。由于 

Tji ~ ai + ap + i ， r ^ p^i — ai + ap +\ * 

1 1 

因此 ot i 2 (T 7 户+ 1 )， otp -\-1 2 (T 1 ^ jp h - l ) ■ 

+ 

于是从 rji ，邛，…， Tjk 的定义式得出 ， ori ， a 2 ，…，可以由 rj ' ， rj 2 ，…，7}„ 线性表出，从而它们 
等价，因此 Tj \ t 7 j 2 f *** » 7 jn 是 V 的 一 ■个基。当 f = l ， 2 , …， /) 时，有 

qirji ) = I 2 — I 2 = 0 ; 

当 J =/>+ l， …， r 时，有 9 ( l ) = ( — I) 2 — l2=0 ; 当是二 r + 1 ， …， 7 Z 时，有 g (%)= 0 , 因此 

%， 7 2 ，•_•，>都是9的零向量。 ■ 

例14 设 V 是实数域上的 n 维线性空间， g 是 V 上的一个二次函数， g 的所有零向量 
组成的集合 S 称为 g 的 零锥。 证明： g 的零锥 S 是 V 的一个子空间的充分必要条件是， 
Wa ) 的表达式是半正定的或者半负定的二次型。 

证明 必要性。假如 g («) 的表达式不是半正定的，也不是半负定的，则它是不定的 
二次型。据例 13， V 中存在由 g 的零向量&，％，…，组成的一个基。由于 71 , 72 ，…， 
> 6S ， 且已知 S 是 V 的一个子空间，因此〈％， ，…， &> eS 。 由此得出 ， V = S 。 从例13 
的证明中得， = ai+Q>+i ，办 +1 = — ai 十 a p +i 。 从而 屮 十 ％ +1 = 2o^+1 。 于是 

qitji + 如 k ) =— 2 2 =— 4^0. 

因此$ S ， 矛盾。所以 gG ) 的表达式是半正定的，或者半负定的。 

充分性。设 g («) 的表达式是半正定的或半负定的二次型，先考虑它是半正定的情形。 


在 V 中存在一 '个 基 ai ，0?2，…，，使得对于 a = D H ，有 

i = 1 

qia) = x\ x\-\r *•* + x\ , 

其中 r < rz 。 当 r < w 时， 

a G S < > x\ + x\ xl — 0 

> X\ = x 2 = *** = x r ~ Q 
< > a = JCwarM + …+ x n a n 

<=> a ^ < an - i ，… ， a „ 〉， 

因此当 r<n 时， S =〈 a r + i ，…， a „>。 

当 r = 时，由上述推导过程 看出： or 6 S <=> a = 0。 从而 S = 0。 

对于 g («) 的表达式是半负定二次型的情形，证明与上述类似。 ■ 

例 1 S 设 g 是欧几里得空间 R ” 上的一个二次函数，证明：</的零锥 S 包含 R n 的一个 
标准正交基的充分必要条件是， 9 在1^的一个标准正交基（从而在 R ” 的任一标准正交 
基）下的矩阵的迹等于零。 
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证明必要性。设的零锥 S 包含 R ” 的一个标准正交基小，!^，… ，卟。 据定义5, 
存在 R ” 上的一个对称双线性函数/，使得 

qia) = /(ce ， ot) ， V a G R n . 

/ 在基仏 ，屮 ，…，卟下的度量矩阵 A = (/( i |,， i |」））， A 就是 9 在基〒， 屮，… ，卟下的矩 
阵。 由于巧, 6 S ， 因此/(卟，?/,) =0， f = 1，2,…， n 。 从而 


tr ( A ) = , tii ) = 0. 

; —1 

设 心 ，心，…，心是 K 的任一标准正交基 ，设卟 ，i? 2 ，…，卟到 L ，匕 ，…，匕的过渡矩阵是 
P = (a】，a 2 ， …， aJ 。由于 ？|i ，？| 2 ， …， ？|«是标准正交基，因此（心，。由于匕， 
心，…，€„是标准正交基，因此 

a,V = ( H ) =心， i,j = 1，2，•••，”• 

从而 P 是正交矩阵。设/在基 I ，心，…，&,下的度量矩阵为 B ， 则 B = P f AP = P x AP 0 
因此 tr ( JB ) = tr ( A ) =0。 

充分性。对维数 n 作数学归纳法。 n = l 时，已知 g 在 R 1 的一个标准正交基外下的 
矩阵 A = U ) 的迹等于0。于是 a = 0。 由于 A 就是相应的对称双线性函数/在基屮下 
的度量矩阵，因此 /( t / i ，巧 i) = a = 0。 从而 <?(〒） =0。于是 ifiGS 。 

假设对于 w -1 维时命题为真，现在来看 R n 上的二次函数 g 。 已知<?在 R ” 的一个标 
准正交基屮 ，印 ，…，卟下的矩阵 A 的迹等于0。设 g 相应的对称双线性函数为/，则 A 
是/在基，1；2,…，小下的度量矩阵。于是 

7 / 

0 = tr A = f » tfi ) . 

i = l 

如果印 ， i | 2 ，*••，?/„ 不全属于 S ， 那么 /(?Ji ,?/ i ) ，… ，/( i |„，?| n ) 不全为0。从而存在吓，屮使 
得 

/(不，||,) > 0， firij , Tjj ) < 0. 

令纟 1 = r \ i J rXr \ J ，其中 A 待定使得 I 为单位向量且^ 6 S 。 

0= q { r\i H - Aijj ) ^ fir\i + , ij , + Ai />) 

=/(!?.，!?,）+ 2 A /( IM ) + A 2 /(1 J , ,7 Jj ). 

由于 [2/(1；,，!/) )] 2 — 4/(叹，屮 ）/(?M )>0,因此存在实数 A 使得 +；11^ ) =0。把 
i 7,+ Ai 单位化后记作 I 。则 g (匕 ）=0,即把匕扩充成 R ” 的一个标准正交基 
H ， …， I 令 W =<6, … ，匕〉 ，则 

R n = <^ i > ㊉ W . 

设/在基 U 2 , … ，匕下的度量矩阵为 B ， 设基 印，％，…，〜 到基 U 2 ，" •，^的过渡矩 

阵为由于屮 ，叩 ，… ，屮和 L ， 心，…，^都是标准正交基，因此 P 是正交矩阵。于是 

B = P f AP - P l AP . 

n 

因此 tr ( B ) = tr ( A ) - 0。 由于/(^，匕） = g %)， 因此 = 0。于是 /|W 在 W 

i = 2 

的一个标准正交基心 ，…， I 下的度量矩阵 C 的迹等于0。(：就是在 W 的标准正交基 
心，…，^下的矩阵。据归纳假设 wlw 的零锥包含 W 的一个标准正交基5 2 ,…，5„。易知 



10. 1 双线性函数 
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5 2 ， …，&是 V 的一个标准正交基，且它们都属于 S 。 

根据数学归纳法原理，对一切正整数 n ， 充分性的命题为真。 ■ 

点评： 从例15的必要性的证明中看 到：若 R ” 上的一个二次函数 g 的零锥 S 包含 R " 
的一个基，…，小，那么9在这个基下的矩阵 A 的主对角元全为0。例15是把解析 
几何中下述命题推广到 n 维的情 形：“ 在直角坐标系 Oxyz 中，顶点在原点的二次锥面 

a n x 2 -f- a 2 zy 2 + a 32 z 2 + 2a 12 Joy + 2a u xz + 2a 2 ^yz = 0 

有3条互相垂直的直母线的充分必要条件是 W + a 22 + a 33 =0。”（参看丘维声编《解析几 
何（第2版）》第147页的第13题）。 

例 16 证明: n 级实对称矩阵 A 正交相似于主对角元全为0的矩阵当且仅当 tr ( A ) =0。 
证明 必要性是显然的，下面证充分性。 

设77级实对称矩阵 A = ( a y ) 的迹等于0。对于 IT 中，: r 2 ，…， 

)2 ，…，:^)’，令 

n n 

f(a ， p) = y^i y^a.jX.Xj ， 

]=1 3 = 1 

则 / 是 IT 上的一个对称双线性函数。/ 在基仏 ，&，…，仏下的度量矩阵为 A 。 

q ( a ) = /( ct ， a )， V a G . 

则 g 是 R ” 上的一个二次函数，它在基…，仏下的矩阵为 A 。由于 tr ( A ) = 0, 据例 

15的充分性得，<?的零锥 S 包含 R ” 的一个标准正交基 i ^，％， …，小。设/在基1， 

1/ 2 ，…，卟下的度量矩阵为 B ， 设基&，&，•••，&到基 mm …，卟的过渡矩阵为尸，由于 

这两个基都是标准正交基，因此 P 是正交矩阵。从而 

B = P f AP = F 1 AP ， 

即 A 正交相似于 B 。 据例15后面的点评，由于 B 是 g 在基屮，卟，…，小下的矩阵，因此 
B 的主对角元全为0。 ■ 

点 评：例 16的充分性是第9章补充题九第2题（设 A 是域 F 上的〃级矩阵，证 明：如 
果 tr ( A ) = 0, 那么 A 相似于一个主对角元全为0的矩阵）的特殊情形，但结论更强。例 
16的充分性是对于实对称矩阵 A 来说的，如果 tr ( A )=0, 那么 A 正交相似于主对角元全 
为0的矩阵。 

例 17设 A ， B 都是 n 级正定矩阵， 证明： 的特征值都是正数。 

证明 由于 A , B 都是72级正定矩阵，因此存在 n 级实可逆矩阵 P ， Q ， 使得 

A = P f lP = P f P , B = Q f lQ = Q r Q , 

于是由于 P '( PQ ' Q ) 与 （ PQ ' Q ) P ' 有相同的非零特征值，且 = 
( QP '/ CQP ') 是正定矩阵，因此， （ PQ ' Q ) 的非零特征值都是正数。又由于 ，（ PQ ' Q ) 可 
逆，因此0不是它的特征值。从而 P '( PQ ' Q ) 的特征值都是正数。即的特征值都是 

正数。 ■ 

点 评：例 17指出，如果 A ， B 都是72级正定矩阵，那么 AB 的特征值都是正数。虽然 
当 AB ^ BA 时， AB 不是对称矩阵，从而 AB 不是正定矩阵，但是 AB 的特征值都是正数。 
这说明特征值都是正数的实矩阵不一定是正定矩阵，只有特征值都是正数的实对称矩阵 
才是正定矩阵。 
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例18设 V 是域 F 上的 n 维线性空间，/是 V 上的一个非退化双线性函数。证 明： 

(1) 任给 V 上的一个双线性函数 g ， 存在 V 上唯一的一个线性变换 G ， 使得 

— / XG ( a ) ’0) ， V a £ V ; 

(2) 令 a : gi ——则 a 是: T 2 ( V ) 到 Hom ( V ， V ) 的一个同构映射。 

证明 （1) 对于 V 上的双线性函数 。任 意给定可得到 V 上的一个线性函数 
aL ，使得％ ( p )= g ( a ， p ~) ， V ^96 V 。由于/是 V 上的非退化双线性函数，因此据例4的第 

n ti 

(4) 小题得，对于&，存在唯一的使得 

g 

= L /(5) = 

从而 g ( a ^)^/( a^) f V ^ V . 

令 G : V ―^ V 


其中6满足由上面的讨论知道， G 是 V 到 V 的一个映射。现在来证 G 保持加 
法运算。任取 a ， y 6 V ， 设 a + 则 G ( a + y ) 二 G (?7) = 5， G ( a ) = 5， GK >0=7。 对于任意 

芦 ev ， 有 

rjh f (0) = 7]L g (y9) = g(r]^) = gCa + y,j3) 

— gia^p) + g(y^) — aL (/?) 7l (y9) 

S S 

— ictL g + 7l e ) (^ 9 ) — (a Lf + ?L f )(^ 3 ). 

因此％据例 4 的第 (\) 小® 得 

L f {fj) = L f (: a)+L f (7) = L/a + 7). 

据例 4 的第 （4) 小题得，亏=5+7。于是 

GCa y) = G(a) + G(/). 

类似地 可证: G (々 a )= K ?( a ) ， v « ev ，々 eF 。 因此 g 是 v 上的一个线性变换，且使得 

g(a,^9) = /(G(a),^), Va,^e V. 

假如还有 V 上的一个线性变换 if ，使得 

g{a ， P、 = f{H(a) » 

则 0 = /(G(a)_lf(a )，^)， 

由于/非退化，因此从上式得 

G(a) -H(a) = 0, 

由此得出， G = ff ， 因此唯一性成立。 

(2) 取定 V 上的一个非退化双线性函数/。令 

a: T 2 (V) —^ Hom(V,V) 

g 1 - - G ， 

其中 G 是第 （ 1) 小题中定义的线性变换，它满足 

gia.p) = /(G(a),^), Va^G V. 

由第 （ 1) 小题的结论知道， a 是丁 2 (V) 到 Hom(V ， \0 的一个映射。设 aU)=if ， 若 
iJ=G ，则 

hXa ， 0) = /(ff (a) ， 戸） = /(G(a) = g(a ， p ) ， V a ^ G V. 


Va^G V . 

Va ^ ev . 

Va e v. 
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由此得出，，因此^是单射。由于对任意有 

ig 十 / i ) ( a ，戸)= g ( a ， fi ) 十 A ( a ， 卢）= /( G ( ar ) ,^3) + /( H ( a ) 

=/( G ( a ) + H ( a ) ? i 3) = /((G + H )( a )，0). 

因此据 a 的定义以及第 （1) 小题中的唯一性，得 

aig + /i) = G~\~ H = cr(gr ) 十 cr(/0. 

类似地可 证: 〆 k )=々 a ( g )， Vge ： T 2 ( V )，々6 F 。 因此 aST 2 ( V ) 到 Hom ( V ， V ) 的一个 
线性映射。由于 

dim T 2 ( V ) = n 2 = dim Hom ( y , V ), 

因此，从 a 是单射可得 a 是满射。从而 cr 是双射。因此 a 是: r 2 ( V ) 到 Hom ( V ， V ) 的一个 

同构映射。 ■ 

点 评：例 18在 T 2 ( VO 与 Hom ( V ， V ) 之间直接建立了一个同构映射，不用矩阵作为 

纽带；关键是用例4的第 （1) 小题和第 （4) 小题的结论，证明了对于 V 上的双线性函数 g ， 

存在 V 上唯一的一个线性变换 G ， 使得 

g ( a ^) = /( G ( a )， jS ) ， V a T ^9 6 V . 

从而把 g 对应到 G 的映射 a 是: r 2 O 0 到 Hom ( V ， V ) 的一个同构映射。 

例19设 V 是特征不为2的域 F 上的 w 维线性空间， /， g 是 V 上的对称双线性函 

数，其中/是非退化的。设 G 是 V 上唯一的一个线性变换，使得 

giay ^) = /( G ( a )»^)» V a »/3 G V . 

证明： V 中存在一个基使得 /， g 在此基下的度量矩阵都是对角矩阵的充分必要条件是 G 
可对角化。 

证明充分性。设 G 可对角化，则 

V =八 ㊉ 、 ㊉ … ㊉V 、， 

其中，…， a , 是 g 的全部不同的特征值。当 i 关 j 时，对于，有 

尽（％，7； ) = ) ，％ ) = •/( 入<刀<， 7)) ^ 1/ X 7^，々) ） ， 

g ( rj i f 7 f J )= girj } ，々,) == f ( G (7 j } )，7 p = /( A 』 n ) 

= Aj / C ^ , rj t ) = XJ 

把上面两式相减得 

0 — (Ai _ Xj 、 f\7ji ，％ )_ 

由于 A ; ^ A ， ，因此 f ( 7 jt ，切 ） = 0 。从而尽 （ 7^ ，切. ） = 0 。 

由于/1%,是 V Ai 上的一个对称双线性函数，且 char F 关2,因此在中存在一个基 
心_^"，〜 1 ，使得/|'在此基下的度量矩阵九=(/(如，％))为对角矩阵。于是当 
是关 j 时，有 /( a rt ，叫）= 0。此时也有 

giant fOtij ) = )，aij ) = f (A,o ;ik ) — Xif iotik yotij ) — 0. 

从而 g | V A | 在基⑸，心，…，'下的度量矩阵 B , 也是对角矩阵。 

把 £^1 ， a ,2 ，… ， a ^ ( Z '= l ，2, … ， s ) 合起来成为 V 的一个基，综上所述得，/在此基下的 
度量矩阵 A , A 2 , ••- , A S } , g 在此基下的度量矩阵 B = diag { Ei ， B 2 ，…，氏>， A 和 

B 都是对角矩阵。 

必要性。设/和 g 在 V 的一个基〜，《 2 ，…，〜下的度量矩阵都是对角矩阵，则当 
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时，有 


/ (a t - » a ; ) — 0 , ^(a, ) — 0. 

从 /( a ; ，〜 ） =0得出，，…， a !.— 1 ， a ,+ i ，…，〉」。由于 

0 = g(ai ,aj ) = f(G(a t )) ， i 夫 j ， 

因此 G («,) G < ai ，…，…，…， a 〉 1 。 由于 / 是非退化的，因此据例 8 的第 （1) 小题的 
结论得 

dim <ai , •■- ， a,—i ， a ^ 十 i , ,a„ > 1 dim V~ dim<ai , ,a/ i ，⑷， … ,a n > 


=n — (n — 1 ) — 1 . 

从而 〈 ai ， … *a,-i ， a,-+i ，…， > 丄 —(a,). 

于是存在 A 1 GF ， 使得 G (« f )= A , a ,。 这表明 A , 是 G 的一个特征值 ， a ; 是 G 的属于特征 
值 A , 的一个特征向量。从而 G 有〃个线性无关的特征向量^，《 2 ，…，《„。因此 G 可对 
角化。 ■ 

例 20 设 Ad 都是特征不为2的域 F 上的^级对称矩阵，且 A 是可逆的。证 明：存 
在 m 级可逆矩阵 P 使得 P ' AP 和 P ' BP 都为对角矩阵的充分必要条件是可对 
角化。 

证明 设 V 是域 F 上的一个71维线性空间， V 中取一个基 ai , a 2 ，…，，任给 V 中的 
向量 a = ( cn ， a 2 ，…，)叉， 0=(0!， a 2 ，…， a „) Y 。 令 

/(a,/?) = X f AY, gia.fi) = X'BY, 

则 / 和 g 都是 V 上的对称双线性函数，它们在基 ai ， a 2 ，…， a „ 下的度量矩阵分别为 A , B 。 
由于 A 可逆，因此/是非退化的。据例18的第 （1) 小题，存在 V 上唯一的一个线性变换 
G ，使得 


g(a jj3) = /(G(a) ，卢)， V a^j3 V. 

设 G 在基^，《 2 ，…，下的矩阵为 G ， 则从上式得 

X’BY = {GXVAY = X\G f A)Y, vx,y e F\ 

于是从而 B = 因 KG = A — 据例 19 得 

可对角化 

<=^ G 可对角化 

V 中存在一个基％ ，，… ，， 使得 /， g 在此基下的度量矩阵都是对角矩阵 
<=>存在域 F 上的72级可逆矩阵 P (它是基以，《 2 ，…，〜到基化，，••_，％的过渡 
矩阵），使得 P ' AP 和 P f BP 都是对角矩阵。 ■ 

点 评：例 20给出了特征不为2的域 F 上两个 n 级对称矩阵 A 与 B (其中 A 可逆）能 
一 齐合同对角化（指存在同一个可逆矩阵 P 使得都为对角矩阵）的充分必 
要条件是可对角化（指相似于一个对角矩阵）。在本套教材上册 6. 1节的例 
14和 6. 3节的例9分别给出了两个 n 级实对称矩阵能一齐合同对角化的充分条件，其中 
例14指出 ：“如 果两个〃级实对称矩阵 A 与 B 可交换，那么存在一个 n 级正交矩阵了，使 
得丁 'AT 与 T f BT 都为对角矩 阵”； 例9指出 ： “如果 A 与 B 都是 n 级实对称矩阵，且 A 正 
定，那么存在《级实可逆矩阵 C ， 使得 C ' AC 与 C ' BC 都是对角矩阵。”本节的例20是利用 
对称双线性函数的知识（本节例18和例19的结论）来解决的。由此体会到 ：对称 双线性 
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函数、对称矩阵，还有二次函数、二次型这几个概念有着密切的联系。 

例 21 判断下列两个2级实对称矩阵 A 与 B 是否可一齐合同对角化。 



因此 G 2 + J = 0。 从而 A 2 + l 是 G 的一个零化多项式。由于 A 2 十1在 R 上不可约，因此 
A 2 + l 是 G 的最小多项式。由于 A 2 + l 在 R [ A ] 中不能分解成一次因式的乘积，因此 G 不 
可对角化。从而据例20得， A 与 B 不能一齐合同对角化。 

点 评：例 21中，由于 



因此 AB 参 BA 。 从而用本套教材上册 6. 1节的例14无法判断 A 与 B 是否可一齐合同对 
角化。由于 A 和 B 都不是正定矩阵，因此用 6. 3 节的例 9 也无法判断 A 与 B 是否可一 
齐合同对角化。而利用本节例20却可以判断与 B 不能一齐合同对角化。由此看出例 
20的威力。例20要求 A 与 B 至少有一个是可逆矩阵。如果 A 与 B 都是不可逆的对称 
矩阵，那么如何判断它们是否可一齐合同对角化呢？下面的例22回答了这个问题。 

例 22 设 A ， B 都是特征不为2的域 F 上的77级对称矩阵，证明 ：若存 在义^^厂使得 
A + A Q B 可逆且 ( A + Ad ) — % 可对角化，则 A 与 B 可一齐合同对 角化； 若存在 A Q GF ， 使 
得 A + AoB 可逆且 ( A + AoBK A 不可对角化，则 A 与 B 不能一齐合同对角化。 


证明 设 A + A Q B 可逆且 ( A + A 。^- 1 ^ 可对角化，则据例20的充分性得，存在 n 级 
可逆矩阵 P , 使得， ( A + AaB ) P 与 P ' BP 都是对角矩阵。由于 

P' (A + A 。 jB ) P = P f AP + A 0 P ' BP , 

因此 P ' AP 也是对角矩阵。 

设 A + Ad 可逆，且 （A + AoBr % 不可对角化。假如 A 与 B 可一齐合同对角化，则 
存在 n 级可逆矩阵 P ， 使得 P ' AP 与都是对角矩阵。由于 

十 = P'AP + XoP f BP , 

因此也是对角矩阵。于是据例20的必要性得 ， （A + AnB )- 1 ^ 可对角化, 


矛盾。因此 A 与 B 不能一齐合同对角化。 ■ 

例23判断下列两个实对称矩阵 A 与 B 是否可一齐合同对角化。若可以，则求出 
一个可逆矩阵尸，使 P ' AP 与都为对角矩阵。 


解 




显然 A + B 可逆，且 
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(2) y 中存在非零向量？，使得 /(e，e)=o； 

(3) 如果/是非退化的，那么存在线性无关的向量，使得 

/($，7) = 1，/(?，€) = = 0. 

5. 设V是域 F 上的 n 维线性空间，/是V上的一个对称或斜对称双线性函数， L/，W 
是V的两个子空间。 证明： 

(1) ( L 7+ WO 丄 =[/ 丄 nw 丄； 

(2) 若/非退化，则 （ LTflW ) 丄=1/丄 + W 丄。 

6. 设V是域 F 上的线性空间，/是V上对称或斜对称双线性函数。 证明： 如果有V 
上的线性函数 g，A ， 使得那么存在 F 的非零元 a， 使得 

f { a ，0) = ahXcdhifi )， V G V , 

7. 设<?是域 F 上线性空间V上的一个二次函数， 证明： 

q ( ka ) = k 2 q ( a),yk 6 F,a G V. 

8. 设 1/ .和 W 是域 F 上的两个线性空间， 心 /i 分别是 t/，W 上的双线性函数。令 
+ 定义到 F 的一个映射/ 如下： 

/( (A ， u^ ) ， (m 2 ， w 2 ) ) : = giui ,u 2 ) + h(xvi , ). 

证明 ：（1) / 是 V 上的一个双线性 函数； 

(2) 设 char F 关2,若非退化，则/非 退化； 

(3) 若忌4是对称的，则/也是对 称的； 若 g，/i 是斜对称的，则/也是斜对 称的； 

(4) 设 dimt/ = n，dimW = /n。 若 g 在1/的一个基⑴ ， a2 ，…， a „ 下的度量矩阵为 

在 W 的一个基仏，译，…，仏下的度量矩阵为 C， 则/在V的一个基 

( ffi ，0)， （ a 2 ，0)，…， （ a „ ，0)，（0,與），…， （0 ，卩 m ) 

下的度量矩阵 A = diag{B，C}。 

9. 设V是 n 维实线性空间，<^和兑是V上的两个二次函数。证明 ：如果 Q 和 Q 2 


分别在 V 的一个基下的表达式的正惯性指数都小于 f ， 那么仏 + Q 2 在 V 的一个基下的 

表达式不是正定的（注 KQi + aKJzQ ^ d + QJa )。）。 

10. 判断数域 K 上下列两个斜对称矩阵是否合同。 



11. 判断下列4级实对称矩阵能否正交相似于主对角元全为0的矩阵。 



12. 下列两个实对称矩阵能否一齐合同对角化? 


1 0 
- 5 3 

3 4 

6 8 
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13. 证明 ：秩为 1的两个2级实对称矩阵一定可以一齐合同对角化。 

10.2 欧几里得空间 


10.2.1 内容精华 


一、 实线性空间中内积的概念 

现在我们在实数域上的线性空间 V 中引进度量概念。从几何空间中向量的内积具 
有对称性、线性性、正定性等基本性质受到启发，我们在有了对称双线性函数的概念之后， 
还需要有正定性的概念。 

定义1 设/是实线性空间 V 上的对称双线性函数，如果对任意有 /( a , a )>0, 
等号成立当且仅当 a =0, 那么称/是正 定的。 

命题1 设/是^维实线性空间 V 上的一个对称双线性函数，/在 V 上的一个基^， 
，…，心下的度量矩阵是 A ，则/是正定的当且仅当实二次型 X ' AX 是正定的，也就是 A 
是正定矩阵。 


证明 V 上的对称双线性函数/是正定的 

< >对于 V 中任意非零向量 a = ( cri ， QT 2 ，…， ) X ， 有 /( a ， a )〉0 

<==> X f AX>0, VXGR” 且 X 关 0 

是正定的 

<=» A 是正定矩阵。 ■ 

命题2 设 f 是 n 维实线性空间 V 上的一个正定的对称双线性函数，则 V 中存在一 
个基&，&，…，，使得/在此基下的度量矩阵为 J ， 从而/在此基下的表达式为 

/( a ， 芦）= x ： y ： + x 2 y 2 H - h oc n y n , (1) 


其中 a = ^jXiTji = ^yiVio 

i = l i=l 

证明 由于 / 是 V 上的对称双线性函数，因此 V 中存在一 个基⑴ ， a 2 ，…，〜，使得/ 
在此基下的度量矩阵为对角矩阵 diag {/( ai ， G1 ) ，/(« 2 ， a2 ) ，…，/ ( a „ , aj }. 

由于/是正定的，因此 / U ， a ,)>0 ，f = l ，2，〜， n 。％ 





1，2,… 


n . 


则 rj \ ，刃 2 ，7 j n 与 ai ， a 2 ，…，〜等价，从而 rji ， rj ， z ，…， rjn 也是 V "的一个基，且 


/( 



f(a i ja l ) = 1 » 


1 ， 2，…， w ; 


/( 平，％) 


- — /( or f ) — 0, 

， a,) Vf(aJ ， a)) 


i 7^ 7 - 


因此 / 在基 ％，识 ，… ，化 下的度量矩阵为込从而/在此基下的表达式为 

/(a,^) - X f lY = X Y = x iyi -h x 2 ： y 2 + …+ 
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其中 inz ， “• ， 7 j n ) X ,^= (7 j \ ， rj 2 ，…， rj „、 Y ， X = ( xi ， x 2 ，…， x „ y ， Y = (： yi ，％，…， 

yj • ■ 

从几何空间中向量的内积的基本性质受到启发，我们在实数域上的线性空间中也引 
进内积的概念。 

定义2设 V 是实数域上的一个线性空间， V 上的一个正定的对称双线性函数/称 
为 V 上的一个内积。 

习惯上把内积/在有序向量对(《，辦上的函数值 /( a ， j 3) 简记成（〜的，从而把内积/ 
记成 （ ， ） ，或者记成（《，於。一般来说， V 上有许多内积，为了区别，可以添写下标，例 
如写成 （ ，）！，（ ，） 2 等。 

定义3设 V 是实数域上的一个线性空间，如果给定了 V 上的一个内积，那么称 V 
是一个实内积空间。有限维的实内积空间 V 称为欧几里得空间，并且把线性空间 V 的维 
数称为欧几里得空间 V 的维数。 

例 1 在 R 71 中，对于 a = ( X : ，* r 2 ，…，）2，…， A )' ，令 

(a ， P) = JOiyi + x 2 y 2 H - + oc n y n , (2) 

则 （ a ， p ) 是 R n 上的一个内积。这个内积称为 IT 上的标准内积。 R n 对于这个内积成为一 

个《维欧几里得空间（参看本套教材上册 4. 6节）。 

例2在实数域 R 上的线性空间 M „( R ) 中，令 

/( A ， B ) := tr ( AB '). (3) 

在 10.1 节典型例题的例2中已证/是对称双线性函数，且它在基 £ U , E 12 ，…， E 1/t ，…， 

E nl ，£：„ 2 , …，下的度量矩阵为^级单位矩阵因此/是 M „( R ) 上的一个内积。 

M „( R ) 对于这个内积成为一个 n 2 维欧几里得空间。 

例3在实数域上的线性空间中，令 

(/，尺）：=/ ( x )^( x ) dx . (4) 

J a 

据 10. 1节内容精华的例 4，（/， g ) 是 C [ a ,6] 上的一个双线性函数，显然它是对称的。又 
由于对任意 fix ) e C [ a ，6]，有 

(/，/) = r [/( x )] 2 dx ^0, 

J a 

等号成立当且仅当/=0,因此 （/， g ) 是正定的，从而它是 C [ a ，6] 上的一个内积， q >，6] 对 
于这个内积成为一个实内积空间。 


二、实内积空间中的度量概念 

在实内积空间 V 中，由于指定了 v 上的一个内积 （ ，），因此可以引进向量的长 
度、两个非零向量的夹角、向量的正交、向量之间的距离等度量概念。 

定义4非负实数^/^7称为向量《的长度，记作卜1(或者 II a || ) o 

根据内积的正定性，零向量的长度为0,非零向量的长度为正数。由定义 4 和定义2 


立即得到 


ka = k a 


Va e v. 


k ^ R . 


(5) 



■ 
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长度为1的向量称为单位 向量。 如果 a 关0,那么据 （5) 式得，是一个单位向量。 

a 

把《变成称为把《单位化。 

lal 

为了在实内积空间中引进两个非零向量的夹角的概念，可以从解析几何中用内积求 
夹角的余弦的公式受到启发，但是首先要证明下述结论。 

定理1 ( Cauchy -6 yHXKOBCKUH-Schwarz 不等式）在实内积空间7中，对于任意向量 
a ，/3, 有 

I (a ，/3) | < | a 丨 | 卢 | ， (6) 

等号成立当且仅当《，沒线性相关。 

证明情形1 a 与0线性相关。此时 a = 0 或者#=蚣，对某个实数々。若 a = 0, 则 

I (0, 卢） 1 = 1 0(0，/?) 1=0=1 0 11 戸 I • 

若 ka , M 

I (a»/ 3 ) I = I (a,ka) \ — \ k(a^a) | = |^||a| 2 =|a||^a | = | a | | 卢 I • 

情形 2 a 与# 线性无关。此时对一切实数 i ， 有^仏。 从而有 ta — p ^ O 。 根据内积 
的正定性得，对一切实数£，有 

0 <C ita _ pjta — = t z I a 1 2 _ 2 t ( a ^) +| p 1 2 . (7) 

从而 （7) 式右端 的/的 2 次多项式的判别式小于0,即 

4( a ,/9) 2 - 4| a | 2 |^| 2 <0. 1 

由此得出， |( a ，/3) l<M |#|。 ■ 

推论1对于任意两组实数 ai , a 2 , ••- , a „ 与 b '， b 2 ， …， b „ ，有 


I a,b x +a 2 6 2 十 … + 〜 6 n ^a\ + a 2 2 十 … 十 d ^bl+bl + -+b 2 n . ( 8 ) 

等号成立当且仅当 ，…， a „) 与 （M ，6 2 ，…成）线性相关， （8) 式是 Cauchy 不等式。 ■ 
推论2 对于任意/ 46 €[〜 6 ]，有 


f Cx) g(sc)dx 


、b 


t Cb 


< (/ 2 (:c)dj：) ( g z (x)dx 


等号成立当且仅当 f 与 g 线性相关。 （9) 式是 Schwarz 不等式。 

定义 5实内积空间 V 中，两个非零向量 a 与0 的夹角 < a ， 辦规定为 


由定义5立即得到 


(a ， (3 ) : 


arc cos 


(g ，0) 

a I ^ 


0 ^ 〈 0 ：，卢 〉 < 7 T ， 


(9) 

■ 

( 10 ) 

( 11 ) 


(a ， /3) = 0 < > (af/3) = 


( 12 ) 


于是引出下述 概念： 

定义 6 在实内积空间 V 中，如果(《，印=0,那么称 a 与沒正交，记作 aij 3 0 
由定义6以及内积的正定性得出，只有零向量才与自己正交。从而若《与 V 中一切 
向量都正交，则《—定是零向量，即内积是非退化的对称双线性函数（这从内积在一个基 


下的度量矩阵是正定矩阵也可看出来）。 
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推论 3在实内积空间 v 中， 三角形不等式 成立。即对于任意 〜 pev ， 有 

I a | + | j 3 \ . (13) 

证明 I a +/? l 2 = ( a 十卢， a + 卢 ) = 丨 a 1 2 十 2( a ，0) + I 川 2 

^| ar | 2 +2| a | | 川 + 1 川 2 = ( U 1 + 1#|) 2 ， 

从而 |«+/3|<|«| + |糾。 ■ 

推论 4 在实内积空间 V 中 ，勾股定理 成立。即如果《与0正交，那么 

| ar +/?| 2 —| a | 2 +|^| 2 . (14) 

证明 | a +0| 2 = ( a +々， a + 卢 )=| a | 2 十 | 沒| 2 . ■ 

利用数学归纳法可以把勾股定理推广到多个向量的情形，即如果^，《 2 ，…， a „ 两两正 
交，那么 

I ai + a 2 + *•* + a n 1 2 ai 1 2 +1 a 2 1 2 + … + | ar „ 1 2 • (15) 

推论 5 在实内积空间 V 中 ，余弦定理 成立。即设3个非零向量满足 
厂卢一 a ， 则 

I / | 2 — | a | 2 + i p \ 2 _ 2 I a M ^3 I cos 〈 a ， 卢 〉. (16) 

证明丨 /1 2 =(/?—a ， 卢 一 a)= |0| 2 —2(cr ， 卢 ) + |a| 2 

=I a 1 2 + |^ S | 2 — 2 I a I I /?| cos<a ,^3). ■ 

在数学分析课程中看到，在研究无限性的问题时，极限是重要的概念，而刻画极限要 
用到距离的概念。为了在实内积空间中给出距离的概念，我们首先给出距离的定义。 

定义7 设 E 是一个非空集合 d 是 EXE 到 R 的一个映射，如果对任意： t ，3 N 
zeE ， 有 

(1) d { x , y ^= diy , x ) (对称 性）； 

(2) 以工， 30 > 0 ,等号成立当且仅当 ： r = y (正定 性）； 

(3) d(x 9 y ) (三角形不等式）， 

那么称 d 是一个 距离。 姐果集合£:定义了一个距离1那么称 E 是一个度 置空间 。把 

之间的距离。 

命题 3在实内积空间 V 中，对于任意 aJGV ， 令 

c ? Ca » jS ) 5 == I a — /3 | , (17) 

则 d 是一个距离，从而实内积空间 V 对于这个距离^成为一个度量空间。 

证明 d ( a ， P )= \ a ~-^\ = I — ( j 3— a ) | = | — 11 \ j 3 ~a \ = \^~ a \ = d ( p ， a ) ， 

dia^p) — I a — /?|>0 ， 

等号成立当且仅当 ^一卢=0，即沐 

dia ^ y ) I a —— y I = I a — ^9 + ^9 — 7 I 

^ I a — ^ \-\~\ p — y I — dla ， p) d(p，~/) • 

综上所述，由 （17) 式定义的 d 是一个距离。 ■ 

三、欧几里得空间中的标准正交基 

实内积空间 V 中向量之间的关系，从加法和数量乘法运算的角度看，有线性相关与 
线性无关之分;从度量的角度看，有正交与不正交之分。这两者之间有什么联系呢？ 

命题4 在实内积空间 V 中，由两两正交的非零向量组成的集合是线性无关的。 
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证明设 s 是由 V 中两两正交的非零向量组成的集合，任取 S 的一个有限子集 { ai ， 
， … ， Qf m } ，设 

^iQfi + + + k m a m = 0. (18) 

对于任意{1，2，〜/??}，有 


又由 （18) 式得 


( 〉: kjOt j ， (Xi) =z : kj C.ctj ) — ki (af » 0：/ ). 


kiia^ai) (0 ， cr,) = 0. 

由于 & 关0,因此关0,从而 （ = 0。 因此 m ，《 2 ，…， 〜线性 无关。从而 S 线性无关。 ■ 
推论6在 n 维欧几里得空间 V 中，彼此正交的非零向量的个数不超过 n 。 ■ 

定义8在〃维欧几里得空间 V 中，由 n 个两两正交的非零向量组成的基称为 V 的 
一个正交基；由 n 个两两正交的单位向量组成的基称为 V 的一个标准正交基。 

由于内积是正定的对称双线性函数，因此据命题2得， V 中存在一个基％，％，…， 7 „， 
使得内积在此基下的度量矩阵为单位距阵 I 。从而 

(7*，7,)=心， = 1，2，…， (19) 

因此％ jz ，…， rj n 是 V 的一个标准正交基。 

求标准正交基的算 法：取 V 的一个基 ai ，《 2 ，…，^，令 


= ai ， 



— 0.2 


(02 ，戶 1 ) 
(庠 ， A ) 


戽， 


( 20 ) 



( Ct n •> A ) 


ft ， 


则坏，择 ，…，涔是 V 的一个正交基。令 


Tji = | \ | j 3 i ， z ‘ = l ， 2，•••，《， (21) 

I pi I 

则 71 ， rjz ，…， rj n 是 V 的一个标准正交基。 

上述算法的第一步称为 Schmidt 正交化，第二步称为单位化。 

上述算法的证明与本套教材上册 4. 6节的定理1的证明一样。 

由于在欧几里得空间 V 中指定了唯一的一个内积，因此把这个内积在 V 的一个基 
ai ， a 2 ，-, a n 下的度量矩阵也称为 u ， a 2 ，…，《„的度量矩阵。采用“度量矩阵”这个术语的 
原因 是：若 知道了内积在 V 的一个基^^ 2 ，…，〜下的度量矩阵为 A ，则可以计算 V 中任 


意两个向量 a 与戸的内积 ( a ， i 3)= X ' AY ， 其中 X ， y 分别是《，戶在基 m ， a 2 , …，〜下的坐 
标； 而利用内积可以计算向量的长度、两个非零向量的夹角、两个向量之间的距离，以及判 
断两个向量是否垂直等，即利用内积可以解决度量问题，因此把 A 称为“度量矩阵”。 

在 n 维欧几里得空间 V 中采用标准正交基有下列 优点： 

命题5 在 n 维欧几里得空间 V 中， 

基 rj \ ，平，…， rj „ 是 V 的一个标准正交基 


10.2 欧几里得空间 


_ 
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< > ( ^ ~ 1 i = 1,2 ,••• ,n 

基 p ，％， …，％ 的度量矩阵是 f 

<=>内积在基 71 ，取 ，…， t } n 下的表达式为 （ a ， 卢 )= X'Y = *3： i ： yi 十十… +* r „： y „ ，其 
中 X = (工1 ， X 2 ，…， x n ) / ， (% ， ： y 2 ，…，: y ” / 是 a ，/? 在基 rji ， rj 2 ，…， 7 ] n 下的 
坐标。 ■ 

从命题 5 看到，采用标准正交基可以使内积的计算比较简捷。 

命题 6 设 V ”7 J 2, … ，，是 n 维欧几里得空间 V 的一个标准正交基，则对于任意 
V % 有 



n 


2 ( a ，亨）， 


即 a 在标准正交基&，，•••，％下的坐标的第；个分量等于 U ， y )“ = 1，2，〜， w 。 


( 22 ) 


证明 设《 = 则 

i = 1 

n 

( a^Tjj ) 

i = 1 

从命题 6 看到，采用标准正交基可以用内积来求向量的坐标。 （ 22 ) 式称为 


■ 

的 


Fourier 展开，其中每个系数(《，：）都称为《的 Fourier 系数。 

在 n 维欧几里得空间 V 中，标准正交基与标准正交基之间有什么关系呢? 


命题7设^1，^2，…，7^是 V 的一个标准正交基， 

(戶 1 ，体，…，/?„) = (々 1 ， 72 ,…， 々 ti ) P ， （23) 

则负，择，… ，戽是 V 的标准正交基当且仅当 P 是正交矩阵。 

证明 ft 在 V 的标准正交基，… ，&下 的坐标 Y , 是矩阵 P 的第 j 列。 于是 

(尽， ft ) — Y - Yj » i,j = 1,2, ••• , n . (24) 

从而 A ，…， A 是 V 的一个标准正交基 

<=> (I3i^j)=dij * f，j = l ， 2 ，•••，/? 

<==> YiYj =dij , z，j = l ， 2r“，w 

<^=> P 的列向量组 K ， Y 2 ，…，是正交单位向量组 

<=> P 是正交矩阵。 ■ 


四、实内积空间的同构 

对于一个实线性空间 V ，当指定不同的内积时， V 便成为不同的实内积空间。这样从 
同一个实线性空间 V ，可以得到许多实内积空间。至于从不同的实线性空间，当然可以得 
到许多不同的实内积空间。对于众多的实内积空间，如何区分哪些在本质上是一样的？ 
两个实线性空间 V 和 V '，本质上相同就是它们之间存在 一一 对应，并且这种 一一 对应保 
持加法运算和数量乘法运算。当 V 和 V '分别指定了一个内积成为实内积空间之后，它们 
本质上相同自然应该增加一个条 件：若 V 中的两个向量 ai ，《 2 分别与 V '中两个向量 h ， 
对应，则 ( ai ， a 2 ) = ( 7l ，/ 2 )。这个条件可以简洁地说成：保持内积。从以上分析我们给 
出两个实内积空间本质上相同的确切 含义： 


_ 
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定义9 设 V 和 V '都是实内积空间，如果存在 V 到 V 的一个双射 tT ， 使得对于任意 
«，卢 ev ，々 eR , 有 

a(a ~\~ (3) = £T(a ) 十 a(y3) » 
aika ) = kaia ), 


(a,j 3 ) = (£T(a) ， tr(A)) ， 

那么称 a 是实内积空间 V 到 V ' 的一个同构映射，此时称 V 与 浐是 同构的，记作 V 兰 V 。 

从定义9看出，实内积空间 V 到，的一个同构映射 a 首先是实线性空间 V 到浐的 
一 个同构 映射; 其次 a 还保持内积。因此 a 既具有线性空间的同构映射的一切性质，还具 
有与内积有关的性质。例如，若 V 是有限维的，则 V 也是有限维的，而且 V 与 V 的维数 
相同。又如，若 V 是有限维的，则 a 把 V 的一个基映成 W 的一 个基； 又由于 a 保持内积， 
因此〃把 V 的一个标准正交基映成疒的一个标准正交基。 

设 V 和 V '是两个实内积空间，为了更清晰、简明，把 V 到 V '的保持加法和数量乘法 
运算的双射 a 称为一个线性 同构； 若线性同构 a 还保持内积，则称它为一个保距同构。 
定理2两个欧几里得空间同构的充分必要条件是它们的维数相同。 

证明设 V 和 V '都是欧几里得空间。 

必要性。由于 V 和，作为实线性空间也同构，因此它们的维数相同。 

充分性。在 V 与 W 中各取一个标准正交基 iTji ，7 J 2 ，…，， 与，於，…，^ J ，令 

a : V ―^ V , 

n n 

a = - " 2 JCi ^ i 1 

i = 1 i=l 

则 tr 是 V 到 V 的一个线性同构。设 /?= 则据 a 的定义 得， 〆 妒=$>也。于是据 

1=1 1=1 

内积在标准正交基下的表达式，得 


n n n 

iaia) = ( D 工 1 谷 1 ， 2 乂九 ）= = (a,/3). 

i = 1 ) = 1 i = 1 

因此 a 是 V 到 V ' 的一个保距同构。从而欧几里得空间^与，是同构的。 ■ 

从定理2得出，同一个 n 维实线性空间 V ，虽然装备上不同的内积成为不同的欧几里 
得空间，但是这些欧几里得空间是同构的。而且不同的〃维实线性空间装备上各自的内 

积得到的欧几里得空间也是同构的。特别地，年了？竿甲: 尽旱# 辛呼孓鄙亨華 f 了寧準 

$| H ] R n 并且一个同构映射是 

a : V— ^R n 

71 

a = - ， X2 ，…，工《)’， 

1 = 1 

其中 71 ，少， …，％ 是 V 的一个标准正交基。即让 v 中每一个向量 a 对应到它在 V 的一个 
标准正交基下的坐标，这个映射是 n 维欧几里得空间 V 到 R ” 的一个同构映射。由于 V 
的标准正交基不唯一，因此7到 R n 的同构映射也不唯一。 

我们在第8章已经知道，线性空间的同构关系具有反身性、对称性和传递性。可以证 
明：实 内积空间的同构关系也具有反身性、对称性和传递性。关于反身性是显然的，因为 





10.2 欧几里得空间 


_ 
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恒等映射是保距同构。关于对称性，设 C 7 是实内积空间 V 到 V '的一个同构映射，则 f 1 是 
^/到^的一个线性同构。又由于对于任意有 

(7i * 72 ) = (cr((T _1 (7i)) ? £t((T _ 1 (/ 2 )> = (cT 1 (7i ) ， cr— 1 (y 2 )) ， 

因此厂 1 是 V 到 V 的一个保距同构。从而实内积空间 V '与 V 同构。关于传递性，类似于 
对称性的证明方法可证。 

推论7设 V 是 r / 维欧几里得空间，则 V 上的线性变换 a 是保距同构当且仅当 a 把 
V 的标准正交基映成标准正交基。 

证明必要性。前面已论证过。 

充分性。设 a 把 V 的一个标准正交基％，％，•••，>映成标准正交基…， h ， 则对 

71 

于任意 a = .，有 

1’ = 1 

n 7i n 

cr(a) = cr( ) = = 

i =1 i = 1 i = l 

据定理 2 的充分性的证明得， a 是 V 到 V 的一个保距同构。 ■ 

10.2.2 典型例题 


例 1判断下列实线性空间中分别规定的二元函数是不是该实线性空间上的一个 
内积。 

(1) 在 M „( R ) 中规定 

/( A , B ) : = tr ( AB ) ； 

(2) 在 R 2 中，对于任意 令 

/(a*j9) = J0\y\ — J0\yz — x 2 yi + 4x 2 > 2 ; 

(3) 设 C 是一个 n 级实可逆矩阵，在 R ” 中规定 

* /( x , y ) = x f c f cy . 

解 （1) 从 10. 1 节内容精华的例 3 知道， / SM „( R ) 上的一个双线性函数。由于 
tr ( AB ) = tr ( BA ) ，因此/是对称的。 

'01 ) 

设 w 级矩阵 A = diag < G o j ，0,…，0|，则 A 2 =0。于是 /( A ， A ) = tr ( A 2 ) = 0。这 

表明/不是正定的。因此/不是 M „( R ) 上的一个内积。 

(2) 从/的表达式立即得出，/是 R 2 上的双线性函数。/在 R 2 的标准基 A ，心下的 
度量矩阵 A 为 



由于 A 是对称矩阵，因此/是对称的。由于 A 的各阶顺序主子式全大于0,因此 A 是正 
定矩阵。从而/是正定的，于是/是 R 2 上的一个内积。 

(3) 从/的表达式立即得出，/是 R ” 上的一个双线性函数，它在 R n 的标准基心， 

心，…，匕 下的度量矩阵 A 为 
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A = C ' C . 

显然， A 是对称矩阵。由于 A 二I，因此 A 是正定矩阵。从而/是正定的对称双线性函 
数。于是/是 R” 上的一个内积。 

例2设V和 [7 都是实线性空间， L7 上指定了一个内积 （ ， h 。设 a 是V到17的 
一个线性映射，且 a 是单射。对于V中任意两个向量 《， 心规定 

(a rj 3) : — ( a ( a ) tCt (^3) ) i . 

证明 ：（ ，）是7上的一个内积。 

证明任取 hGR ， 有 

(々1 ai 十，/5) = (a(々i ai 十々2奶 ） ，<7(/3) ) 1 = ( kjcr ( ai ) ~h k 2 cr ( a 2 ^ fCr (/3) ) i 

= k \ (ir(a：i ) ’。(卢) ）i + k .2 (cr(a；2 ) )i — k \ (ai ~h 是 2 (a2 ’戸)， 

因此 （ ， ） 对第一个变量是线性的。同理可证它对于第二个变量也是线性的。因此 
( ，）是"上的一个双线性函数。由于对于任意有 

Cct j — ((T(a)，fT(^9))i = (£7(沒） ，£T(a))i = (卢， a) ， 

因此 （ ，）是对称的，对任意且由于 a 是V到1/的单射，因此 Wa) 关0。 
从而 （a，ar) = (<r(a)，(7(a) ) 1〉0。又有 （0 ，0)二 （cr(0)，(T(0) )i = (0 ， 0)i = 0，因此 （ ，）是 

正定的。从而 （ ，）是7上的一个内积。 ■ 

例3 设V是 7i 维实线性空间，V中取一个基⑴ ，&， …， a„。 对于V中任意两个向量 

n n 

a = ^ JTiai ，/? = H：y,or, ，规定 

/ — 1 i — \ 

(a， 卢）= x^yi + x z y z H -+ x n y n , (25) 

证明：（1)(，）是7上的一个 内积； 

(2) 对于V中任意一个基 ai ，a 2 ，… ，〜 ，存在V上唯一的一个内积 （ ， ） ，使得 

C Of, ， a)) ^ Sjj » i ， J 1，2，.••，？?. 

证明 （1) 从（，）的定义可以看出，它是 V 上的一个双线性函数，它在 V 的基 
a. ，《 2 ，…，^下的度量矩阵是 J ，因此它是V上正定的对称双线性函数。从而它是V上的 
一个内积。 

(2) 对于V中任意一个基 〜，&，…，〜 ，按照第 （1) 小题中 （25) 式定义（&/3)，得到V 
上的一个内积 （ ， ） ，它使得 (a t ， a , ) =心 ， 〖 ， ） =1 ， 2 ，…， w 。 

假如还有V上的一个内积 （ ， h ，使得 

(0^' ， Qfj ) i — §ij ? Z+，J = 1 ， 2 ， ." ， ?7 ， 

n n 

则对于 V 中任意两个向量 a = ^ JC t a t = ^ y } < x } ^ 

i — 1 j — 1 

n n n n n 

(a，/?) 1 = ( y } aj ^ ~ ，… )1 = U = (a ，卢 ). 

i =-- 1 j — 1 / = 1 j = 1 i ^ 1 

因此 （ ， h 与（，）是相等的双线性函数。 ■ 

例4设 V = C[0，1]， 考虑V到自身的一个映射 a : / I^/，其中 a/ 的定义为 

iaf)U) ：= tfit), yt e [0,1]. (26) 

证明：（1) a 是V上的一个线性变换，且〃是 单射； 
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(2) 对于任意规定 

(/ ，尺） = f^Ogit) t 2 dt, (27) 

Jo 

则 （/， g ) 是 V 上的一个内积。 

证明 （1) 任取 / u / zGV ， 对一切 z 6[0， l ], 有 

(^(/i +/ 2 ))(，）= tif ' +/ 2 ) u ) = 

= - ( a / i )( r ) + ( ff / 2 )(/) 

= iaf , 

因此 a (/ I +/ 2 )= a / 1 + a / 2 。 同理可证 a ( A /)= b (/)。 从而 a 是 V 上的一个线性变换。 

设/，尺 ev % 且 a (/)=<7( 尽），则彳(0 =仏⑴， VK [0，1]。 当 fG (0， l ] 时，有/(，）= 
g ( 0 0 于是 

lim fit) = lim g(t), 

/—*"0+0 ►() 十 0 

由于 /， g 是 [0，1] 上的连续函数，因此从上式得， /( o ) = g ( o )。 从而[0，1]，有 
nt )= gu ) a 于是/=心即 j 是单射。 

(2) 从内容精华的例3知道，（/，发)！ = 是 C [0，1] 上的一个内积。由于 

Jo 

(/ ，尽） == (£t(/) ， a(g )) 1 ， 

Jo 

因此据例 2 得， （/， g ) 是 C [0，1] 上的一个内积。 ■ 

n m 

例5 设 V = R [: r ] ，对于 /( jc ) = ^ g ( x ) — y ^ J b , x J ，规定 

I — 0 } ~0 

^- SErffqrr - (28) 

i=0 j=0 1 1 J 丨丄 

(1) 证明 （ ，）是 R [ x ] 上的一个 内积； 

(2) 求第 （1) 小题中的内积在 RM „ 上的限制在基 l ， x ， x 2 , …， • rH 下的度量矩阵。 

(1) 证明把 c [0， l ] 上的内积 (/, g ) = /(: c ) g ( x ) dr 限制到 R [ x ] 中，得到 R [ x : 

Jo 

上的一个内积 

« m 

(/(•r) ，尽 (x)) = fix)g(x)dx = ( 2 a «* r 1 ) ( 2 

n m n m 

= 2 2 吨 x i x ) dx = 2 2 响 I • » y 

1 = 0 )=0 J0 1=0 ) = 0 I 丨 1 丄 

从而由 （28) 式定义的 （/， g ) 是 R [ I ] 上的一个内积。 

(2) 解 ( x 1 ,xO = Tq 7 T ^,0< i ,;< n o 于是上述内积在基1 ，: c ， x 2 ， …， x n — 1 下的度 


量矩阵 A 为 


# 
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A 


2 


3 


4 


71 


例6 


72+1 W + 2 
证明下述 W 级实矩阵 A 是正定矩阵。 


n 

1 


n + 1 


2 7 ?— 


A 


2 


3 


n 


1 


2 


3 


4 


n -\- 1 


n 


n 1 


n 


2 


2n — 1 


这个矩阵称为 Hilbert 矩阵。 

证明 从例5得， A 是 R [: r ]„ 上用 （28) 式定义的内积在基 l ， x ，： r 2 , …，/- 1 下的度量 
矩阵，因此 A 是正定矩阵。 ■ 

点 评：例 6表明：判断 n 级实对称矩阵 A 是正定矩阵的一个方 法：若 A 是实线性空 
间上一个内积在一个基下的度量矩阵，则 A 是正定矩阵。 


例 


设 V 是一个实内积空间。 证明: 


( a ，戸) 


4 


I a + /? | 


2 


4 


I or — 卢 1 2 ， 




(29) 


这个恒等式称为 极化恒等式。 


证明 


a +卢 I 

ct~ ^ \ 


2 


(a + /5，a + 召 ) 

(a — — /?) 


a 


a 


2 


2 


十 2( a +| j 3 1 2 > 
— 2 (a ,^9) + 1 戶 丨 2 ， 


因此 


(a ， j3) 




4 


a +^3| 2 — I a — 卢 I 2 ]， V 


(30) 

(31) 

■ 


例 8 设 V 是一个 n 维欧几里得空间， V 中取一个基 ai ， a 2 ，…，〜。设 q ， c 2 , …，^是 
任意给定的一组实数。 证明： V 中存在唯一的一个向量《，使得 


证明 设基⑴ ， a 2 


( a^aj ) = Cj ， j = 1，2, 

，〜的度量矩阵为 A ， 设 ， a 2 ，…，〜） X ，则 


(a » a ; ) — ? j 二 1 ， 2， *_ 

x f As } =c } , 7 = 1»2," 

X A. (£” £ 2 ， ^* • ， Cn ) (Cl ，（ 2 ， "• ， c n ) 


，n 




(Cl ， c 2 ， … )’. 


由于 A 是正定矩阵，因此 A 可逆。从而上述线性方程组有唯一解。于是 V 中存在唯一 
的向量 a ， 使得 


ia^aj ) 


c 


1，2, 


• _ # 


n 


■ 
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例 9 设 V 是3维欧几里得空间， V 中指定的内积在基⑴，，《 3 下的度量矩阵 A 为 


10 

-2 


2 . 


求 v 的一个标准正交基。 

解先作 Schmidt 正交 化:令 


再单位 化：令 


( CT 2 ， 


(/? i ， A ) 

( Of 3 ，卢1 ) 
(历，历） 


(ff3 * 


(尽2，卩2 ) 


1 

T ai 


-2 

To" 


十 ^ a ? + 






aAo 


a / To 


10 


由于 


73= 职体. 

(啟，啟）=(—1，备，1、八卜 1 ，备， 1 卜善， 


因此 



(- a .+ ja .+ as ) 


v^Ts , , yi5 

— 3 «1 + 15 a2 + 3 a3 


于是 V 的一个标准正交基是 


yio 


10 


VTb 丄 yis - 

丁 fll + 


VTS 


例 10 设⑴， a 2 ，…， ^是 n 维欧几里得空间 V 的一组向量。令 


(ai ，ai ) (ai ， a2 ) 
(a2 ， Q：l ) (Cf2 ， 0；2 ) 


(1 ， 0 f m 

iaz ja m 


(32) 


， 


(a 


( a m ， a m ) 


称 A 是向量组〜 ，的 ，…， 〜的 Gram 矩阵，记作 G ( ai ，…， 〜） ，把丨 A |称为这个向量组 
的 Gram 行列式。 证明： 1 G ( ai ，《 2 ，…，‘）|>0,等号成立当且仅当 ⑴ ，的，…，‘线性 


相关 


o 


证明情形1 &，&，…，^线性无关。令 


V \ — 〈 ai ， a ；2，*_*， am >， 

则^，《 2 ，一，〜是\^的一个基。把 V 的内积限制到 W 上成为 W 的一个内积，它在 
的基，…，心下的度量矩阵正好是 A ，于是 A 为正定矩阵。从而 | A 1>0。 
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例 12 设 V 和 V 是两个实内积空间，证明 w 是实内积空间 V 到 疒的 一个同构映射 
当且仅当 a 是 V 到 V '上的一个线性映射，且保持内积。 

证明 必要性是显然的，下面来证充分性。由于 

a G Ker a < > aia) — 0 < ■■ > (a(a) ， <r(a) ) = 0 

< > (a»a) = 0 < > a = 0, 

因此 K e rj =0。 从而 a 是单射。又已知 a 是 V 到 V ' 上的一个线性映射，且保持内积，因 
此 a 是实内积空间\^到\^的一个同构映射。 ■ 

例13设 V 是由 M 3 ( R ) 中所有斜对称矩阵组成的子空间，对于 A ， B 6 V ， 规定 

( A , B ) = ytrCAB ^). (36) 

证明：（1) ( ，）是\^上的一个 内积； 

(2) 令 a ! R 3 — 


、 


， 0 

工 1 

工2， 

Xz 

1 - ► 

— X \ 

0 

工3 

、 J 


工1 

工 3 

0 


则 a 是欧几里得空间 R 3 (指定标准内积）到 V 的一个同构映射，并且求 V 的一个标准 
正交基。 

证明 （1) 从本节内容精华的例2中已经知道， （ A ， B ) = t r ( AB ') 是 M 3 ( R ) 上的一个 
内积。把它限制到 V 上，就成为 V 上的一个内积。从而是 V 上的一 
个内积。 

(2) 显然 a 是单射，满射，易验证 a 保持加法和数量乘法运算。下面证 a 保持内积。 
任取 a = (xi jx z , j ： 3 ) / , p=(yi ^ yz ，:>^)/，则 

(a ， P) = X 13/1 + x 2 y 2 +J 0 3 y 3 . 

由于 



，0 


工 2 、 


^ 0 

— yi 

: H 、 

(r(a)a(fi) / — 

— 工 1 

0 

工 3 


3^1 

0 

— yz 


— 了 2 

— ^3 

0 

j 


yt 

3^3 

0 


因此 

( a ( a )，( T ( P ))= Ytr ( a ( a ) a ( p ^ f ) 

= j [( 工 1>1 + -3 ： 23^2 ) + (^ 1^1 + + {x z y z +x 3 ^ 3 )] 

= 工 lVl + 工 2 夕 2 + ^3^3 = (ft ， P). 

从而 a 是欧几里得空间 R 3 到 v 的一个同构映射。 

R 3 的一个标准正交基 fil ， S 2 ，《3 在 (7 下的象： 


^ 0 

1 



， 0 

0 

1] 


，0 

0 

0、 

— 1 

0 

0 

J 

0 

0 

0 

， 

0 

0 

1 

0 

0 

0 

A 


— 1 

0 

0 

〆 


0 

- 1 

0 

y 
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■ 


就是 V 的一个标准正交基。 


习题 10.2 


1. 设 A = U y ) 是一个72级正定矩阵。在 R ” 中规定 

( X , y ) = X f AY . (37) 

(1) 说明 （ ，）是只”上的一个内积，并且指出这个内积在 R n 的标准基仏 ，& ，…，仏 
下的度量矩阵； 

(2) 具体写出这个欧几里得空间 R ” 的 Cauchy -6 yHHKOBCKufi - Schwarz 不等式。 

2. 设 V 是实内积空间， 证明： a 与卢正交当且仅当对任意实数“有 

I a 十中 1^1 a | . 

3. 在欧几里得空间 R 2 (指定标准内积）中，设 a =( l ，2)'， p =( — l ， l /，* y 使得 
( cr ， y ) = — 1 ， 且 ( P ， y ) = 3。 

4. 在欧几里得空间 R 4 (指定标准内积）中，设 

a = (1， 一 l ，4,0)’， p = (3，1， 一 2,2)'， 

求 

5. 设 m ， a 2 ，… ，〜是 n 维欧几里得空间 V 的一个基。 证明： 

(1) 如果7/6 V ，使得（7，％ ) =0， Z ‘= 1，2，…，72，那么 7 j ~0； 

(2) 如果择，体 G V ，使得对任意 or 6 V %有(沐 ， or ) = ( 你， cr ) ，那么卢 1 =和。 

6. 设 A 是 R 2 上的一个线性变换，使得 

A C)=(-:) ， v C ) eR2 ， 

在 R 2 中指定标准内积。证明 ：（ a ， A ft ) = 0, VccGR 2 ; 说出线性变换 A 的几何意义。 

7. 设 V 是一个实内积空间， 证明： 

I a ^ \ 2 ~\~\ a — p 1 2 = 2 \ a 1 2 + 2 | | 2 , V a G V. 

当 V 是几何空间时，说明这个恒等式的几何意义。 

8. 设 CE =(： r ，： y )’， P =(—3 M ) GR 2 。 试问： 

(1) 若 R 2 中指定标准内积， CT 与 P 是否正交？ 

(2) 若 R 2 中指定的内积是例1第 （2) 小题的内积， a 与 P 是否正交？写出 ce 与] 5正交 
的充分必要条件。 

9. 求出 R 1 上的所有内积。 

10. 在欧几里得空间 R [ x ] 3 中，其指定的内积为 

(/ ，总） = f(x)g(x)dx, 

Jo 

求 R |>] 3 的一个正交基。 

11. 在 R [: r ] 4 中给定一个内积为 

f ( x ) g ( x)dxf 


(/，兮） = 


10.3 正交补，正交投影 
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求 R[ x ] 4 的一个正交基和一个标准正交基。 

12. 设 V " V 2 ，是3 维欧几里得空间V的一个标准正交基，令 

= ~(2^1 — 7?2 + 2识）， 私 =+ 2识一％)， ^3 = +(々1 — 2 rj 2 — 2 t } Z ), 

证 明：体 ，你，体也是V的一个标准正交基。 

13. 设屮，72，％，7 4 ，是5维欧几里得空间V的一个标准正交基» Vi = <ai »a 2 »a 3 > » 

其中 

a ： = 771 + 2^3 — ^5 , < X 2 = rjz — 平 + 7 j " 0:3 =— 识十 ” 3 十识. 

(1) 求 U，a,)，l<z，j<3; (2) 求％的一个正交基和一个标准正交基。 

14 . 已知一个 3 X 5 实矩阵 

r 1 — 1 2 0 3 ' 

A = 2 0-11 4 . 

— 1 1 10-2 

求一个 5 X 2 实矩阵 B ， 使得 AB = 0 , 且 S 的列向量组是正交单位向量组 （R 5 中指定标准 
内积）。 

15. 在 n 维欧几里得空间V中，向量组 ai ，《 2 ，…， cu 张成的 “m 维平行 2m 面体”的体 
积 VU，％ ，…，规定为 

[VXcn，a2 ，…， a m )] 2 = | G(ai，o；2 ，… ，a m ) 丨 _ 

当 m = 2,3 时，分别计算 V 2 的表达式，说明其几何意义。 

16. 设V是 n 维欧几里得空间。证明 ：对于 V 上的任一线性函数/，存在使得 

/( 卢） = ( a ， P ) ， V 卢 G V. 

17 . 在实内积空间 C[ 0 , 2 tt] 中，指定的内积为 

.2 冗 

(/ ，兮） = f(x)g(x)dx. 

Jo 

证明： C[0,2 tt ] 的一个子集 


s 




—cos nx 1 

Vtt 



n G Z,n ^ 1 



是一个正交规范集（即 s 中每个向量都是单位向量，且任意两个不同的向量都正交）。 

18. 设&，&，…，是《维欧几里得空间 V 的一个非零向量组。 证明： 

I G ( ori ， o ；2 ， •••) | < | ai | 2 1 o ；2 丨 2 … I | 2 ， （38) 

等号成立当且仅当 ai ， a 2 ，…，是正交向量组。 


10.3 正交补，正交投影 


10.3.1 内容精华 


本节通过实内积空间的子空间来研究整个空间的结构。在几何空间中 ，一 条直线 I 
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如果与一个平面 7 T 内的所有直线都垂直，那么称直线/与平面 7 T 垂直。由此受到启发，在 
实内积空间 V 中，引进下述 概念： 

定义 1设^是一个实内积空间， S 是 V 的一个非空子集。我们把 V 中与 S 的每一 
个向量都正交的所有向量组成的集合叫做 S 的 正交补 ，记作 Si 。 即 

S - 1 — {a ev \ = 0, s }. ( 1 ) 

由于 ( 0 , 汾= 0 , vpes ， 因此 oesi 。 容易看出， si 对加法和数量乘法都封闭，因此 
S 1 是线性空间 V 的一个子空间。把 V 上的内积限制到 S 1 中，则 S 1 也成为一个实内积 
空间。此时称是实内积空间 V 的一个子空间。 

设认 和1/ 2 是实内积空间 V 的两个子空间，如果 Kd ；# ，那么据 10. 1节的例12 

得，此时称 LA 与1/ 2 是 互相正交的。 

在几何空间 V 中，如果 U 是过原点 O 的一个平面， W 是过原点 O 且与平面 L / 垂直的 
直线，那么 V = L 7 ㊉ W 。 注意到 W = 于是 V = L 7 ㊉ L /丄。 由此受到启发，我们猜测有 
下述结论，并且进行 论证： 

定理 1设 U 是实内积空间 V 的一个有限维子空间，则 

V - L 7 ㊉ L ； 丄. (2) 

证明 先证 V = 17 + 1/1。任取 a 6 V ，想证存在仏 e U , a 2 6^/1，使得《 = « 1 十化。 

m 

在 U 中取一个标准正交基％，？2， •• •，如，设 ai = = 1，2，…， m ) 待定。令 a 2 = 

(=1 

a — ai ，则 

a 2 G U 丄 < - ■ > iaz ,7 jj ) = 0 , j = 1 , 2 , ,m 

< > (a — ai f ?;> ) = 0 , j = 1 ， 2 ，… ，m 

"> ( a ，％) = ( ai ，7 jj ) ， j = 1 ，2 ,…， m 

m 

< > ( a >7/ ; ) = (^)々*刀，，％)， j = 1，2 ,…， m 

i = l 
m 

< > ( a ，％、= (”"％)，7 ~ 1 ， 2 ，•••，//! 

i = i 

< > ( a ? 7/；) = k ” j = 1，2,…， m . 

m 

于是 ai = > : Ca ， ％) rji ， az~a — ai ， 则 a = ori+a ； 2 ， 且 a】6 L/ ， a 2 6 U 丄。 因此 丄。 

i = 1 

再证任取 yeunui ， 则 （ y ， y )=0。 由内积的正定性得出， y =0。 因此 

L / nc / ± = o 。 

综上所述， V = L 7 ㊉ 卩\ ■ 

设 U 是实内积空间 V 的一个子空间，如果 V = L /©^ ，那么有平行于在1/上的 
投影 Pu 。 我们把这个投影 h 称为 V 在 C 7 上 的正交投影； 把《在 i \； 下的象〜称为 a 在 
U 上的正交投影。此时 a = ori + ar 2 ，ai G l /， a；2 6 。由此 得出： 

ai 是 a 在 卩 上的正交投影 <=>« — ai GL / i 。 

如果 U 是实内积空间 V 的有限维子空间，那么从定理1的证明过程看 到:设 0 ，，…，> 
是 U 的一个标准正交基，则 a 在 [/ 上的正交投影^为 
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畢 





(3) 


在几何空间 V 中，设 L 7 是过原点 O 的一个平面，则 L / i 是过原点 O 且与平面 U 垂直 
的直线，如图 10-2 所示。根据立体几何中的结论“从平面外一点向该平面引垂线段和斜 
线段，则垂线段比任何一条斜线段都短”，《在1/上的正交投影具有这样的 性质: 与《 
的距离比 L 7 上任一其他向量 y 与《的距离都短。由此受到启发，我们猜测在实内积空间 
V 中也有类似的结论，并且进行 论证： 


L7 丄 



图 10-2 

定理2设 L 7 是实内积空间 V 的一个子空间，且 V = L /© L / X ，则对于 aeV , a , eU ^ 
a 在 L 7 上的正交投影的充分必要条件为 

d(a^ai) V 7 6^ (4) 

证明必要性。设是 a 在 L / 上的正交投影，则 a — aAL / i 。 从而 Vyei /, 有 

(a — a\ ) 丄 (ai — /). 

由勾股定理得 

[d(a ， y) ] 2 = 丨 or — / | 2 = | (ar — ai ) + (ari — /) | 2 

= I a — ai 1 2 +1 ai — 7 1 2 ^ I a _ ai 1 2 = [cKa ， ai)] 2 . 

因此 d ( a <> y)^dia ?ai ). 

充分性。设 （4) 式成立。设 S 是 a 在 U 上的正交投影，据必要性得 ， d ( a ， 幻 


。结合（ 4 )式得 

d ( a ^ d ) = dCa^ai ). (5) 

由于 a - U 1 - ，占 一 ai 6 1/， 因此 

I a — a\ 1 2 =| (a — 5) + (d _ ai ) 1 2 = I a _ ^ | 2 +1 d _ ai 1 2 . (6) 

从 （5) 式和 （6) 式得 ， r =0。于是 8= a , ，因此 ai 是 《 在 L ； 上的正交投影。 ■ 

从定理2受到启发，引出下述 概念： 

定义2设 U 是实内积空间 V 的一个子空间，对于 V ，如果存在 SeU ， 使得 

d ( a ， SXd ( a ， y )， Vy e U , (7) 

那么称 S 是 a 在 U 上的最佳逼近元。 


从定理1和定理2立即得出，如果 L ； 是实内积空间 V 的一个有限维子空间，那么 V 
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中任一向量《在 U 上的最佳逼近元存在且唯一，它就是 a 在17上的正交投影。 

设 L 7 是实内积空间 V 的一个无限维子空间，如果 V 在1/上的最佳逼近元5存在 
(此时必唯 一）， 那么把5称为 a 在 U 上的正交投影。 如果 V 中每个向量 a 都有在 L 7 上的 
正交投影 A 那么把 a 对应到 S 的映射称为 V 在? 7 上的正交投影。 

注：当 ㊉ L /1 时，这里的正交投影的定义与前面所讲的正交投影的定义一致。 
正交投影和最佳逼近元有许多应用，下面介绍一个应用。 

在许多实际问题中需要研究一个变量^与其他一些变量 A ，: i ： 2 ，•••，&之间的依赖关 
系。经过实际观测和分析，假定 J 与 A ，心 ，…， 之间呈线性 关系： 

y = k x xi k z x 2 + + k n x nt (8) 

其中系数匕，々 2 ，…， t 是未知的，为了确定它们，需要观测数据 m 次，即测得 m 组数： 

y 工 1 工 2 … oc n 


b\ Cl\\ U\2 … Ui n 


bm ^ m \ ^ m 2 ^mn 

如果观测是绝对精确的话，那么只要测量 m = n 次，通过线性方程组就可解出 k '， k 2 ，…， 
k no 但是任何观测都会有误差，这样就需要多观测些次数，即于是得到的线性方 
程组 

r a u ki + a u k 2 H -+ a ln k n = b x , 

+ a 2 zk 2 H -+ a Zn k n = b t , 

J (9) 

m % m m m m « »« 

dm\ki + a m 2 k 2 + •" + a mn k n = b m 

中，方程个数 m 大于未知量个数 n 。 这时线性方程组 （9) 可能无解。这时我们想找一组数 

j 

Cl ,c 2 ，•- - ,c„ ，使得 

m 

2 ( a u c i + a i2 c 2 H -+ a^c n — bi) 2 

i = i 

n 

^ 2 ( a a 是 i + a iz k z + … + a^k n —biY, V 务 i ，是 2 ， …上 6 R. (10) 

此时我们把 ( A ，…，^)'称为线性方程组 （9) 的 最小二乘解。 

如何求线性方程组 （9) 的最小二乘解？ （10) 式左端是平方和的形式，这使人联想到它 
是欧几里得空间 R ” （指定的内积是标准内积）中某个向量的长度的平方。这个向量的第 i 
个分量是 

a n c 1 + a i 2 c 2 H - 十 a in c n —6" i = 1 ， 2 ， •“ ， m. (11) 

线性方程组 （9) 的系数矩阵记作 A ， 其列向量组记作…，，行向量组记作 A ， 
72, …， 7 m 。 令 

X =( 是 1 ，是 2 ， … ， D’，P = ， 6 2 ， … ， 6 m )’，a = (q ， c 2 ， … ， c „)’ ， 

则以 （11) 式为第 i 个分量的向量是 
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Yia 


4 厂 

Yztt — bz 

• 

• 

■ ■_ 

yza 

m 

m 

— 

b 2 

參 

• 

• 

y m a — b m 

♦ _ 

m 

m 

Y^a 

、 j 


• 

b m 

V J 


Aa — P , 


于是 （10) 式的左端是向量 Aa — p 的长度的平方，也就是 p 与 Aa 的距离的平方。令 

U = <oi ， a 2 ， … ， a „> ， 


( 12 ) 


则 


Aa = ciai + c 2 a 2 H - ~hc n a„ G U, 

AX = kia\ + k 2 az + … + k n a„ G U , V 々 i ，是 2 ， … 上 6 R. 

于是 a 是线性方程组的最小二乘解 

<==> |Ax-p | 2 <| AX-p | 2 , VX6R n 

<=> d(Aa , y yeU 

<=^ Aa 是 P 在 L7 上的正交投影 

< > p —— >\ a & L 7 丄 

<=> (jJ—Ar »a>)=0, _7’ = 1，2"..， t 7 

<• > a/(p—Aa) = 0，j = l ， 2, …， n 

<=> A \ p — Aa )=0 

< > A r Aa — 

<=> a 是线性方程组 AVVX = A'p 的解。 

由于 

rank(A r A ,A f p) = rank[A / (A,p)] ^ rankCA^ = rank(A r A), 
rank(A r A rank( A^A ) , 

因此 rank(A / A,A / p) = rank(A / A ) 0 从而线性方程组 

A f AX = Afi (13) 

一定有解。这样我们就把求线性方程组 Ax=p 最小二乘解的问题归结为求线性方程组 
( A ， A ) X = A / p 的解。 


10.3.2 典型例题 

例1设 U 是欧几里得空间 R 4 (指定标准内积）的一个子空间， U =< ai ， a 2 ，> ，其中 

ai = (1，1，2，1)’， « 2 = (1，0,0，一 2)’. 

(1) 求的维数和一个标准正 交基； 

(2) 求 ct=(l，一 3,2,2/在1/上的正交投影。 

解 （1) 由于线性无关，因此的，山是17的一个基。从而 dim 17=2。于是 

dim U- 1 = dim R 4 — dim L / — 4 一 2 = 2. 

fi ^ L/ 丄 ^ - ^ ( 办， cti) = 0 ， i ~ 1 ?2 

< > a:p = 0, i = 1,2 


鲁 
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a 


/ 


f 


— 0 


a 2 


a 


f 


解齐次线性方程组 


a 


寒 


/ 


声是齐次线性方程组丨 AX 

a 2 J 

1 = 0,求出一个基础 解系： 


0的解 


a 2 


Pi = (0,2, 一 1，0)' fi 2 = (2, -3,0,1)', 


则是 L / i 的一个基。把它正交化和单 位化: 


ri =於， 

72 = 


(佐 > ri ) 

(yi ， ri) 


r 


l 


( 2 , 


， 一 t ， 1 V ， 


Hi 


1 


r 


7 i 


1 


V 5 


Yi 


0, 續，—夺，。 


/ 




ji 


r? 



5 


34 


72 


yT 70 
"17 ， 


7170 

170 


V 170 V 170\^ 


85 


34 


于是 U 丄 的一个标准正交基是 




0, 


2^/5 ^5 


，0 


/ 


% 


V 170 3 vT 70 3 ^170 ^/170\^ 


17 


170 


85 


34 


(2) 把 L ； 的一个基进行正交化和单位化，得 


S 1 


/Vz Vz 

I 7 ' 7 ’ 


2 V 7 


7 


4)，， 




4 V 238 ^238 /238 13 >/238 


f 


119 


238 119 


238 


据本节公式 （3) 得， a 在17上的正交投影为 


+ (Ct f Sz )^2 





/ 


例2 设 U 是 n 维欧几里得空间 V 的一个子空间，证明： a / 1 )1 =17。 

证明 由于欧几里得空间 V 中指定的内积是正定的对称双线性函数，因此据 10. 1 

节的例8得， OZ 丄）丄=17。 ■ 


例3 设是”维欧几里得空间 V 的两个子空间，证 明: 


(w +%) 丄 = vt n v 2 丄 ， （w n v 2 )^ = vi +v 2 x . (i4) 

证明 由于欧几里得空间 V 中指定的内积是正定的对称双线性函数，因此据习题 
10. 1的第5题得， 

+ v 2 )^-^vf n V 2 丄， （W n v 2 )^ = + v 2 ± . ■ 

例 4 证明： 欧几里得空间 R ” （指定标准内积）的任一子空间 L 7 是一个齐次线性方程 
组的解空间。 
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证明 在 Ui 中取一个标准正交基 屮 ，叩，…，由于17=0/1 )1，因此 


aeu 


( a ，!^) = 0, 

7}itt = 0, 


i = 1 ， 2 ，… ，m 

: 1 ， 2 ，…， 771 


»|i 


/ 




a = 0 




a 属于齐次线性方程组 




/ 


r\m 


X = 0 的解空间。 


从而 U 是齐次线性方程组 




/ 


/ 


1 \m 


X -0 的解空间 


■ 


例 5设1/是实内积空间 V 的一个子空间。 证明： V 在 L 7 上的正交投影 户具 有下述 


性质: 


CPa — (a ， P(3) ， V a ，戸6 V \ 

证明由于 a — 丄，戸 一 丄，因此 

0 = (or — Pa ， P(3) = (a ， J^3) — (Pa ， P /?) ， 

0 = ij 3 - Pj 3 , Pa ) = ( jS , Pa ) - ( P ^, Pa ). 

把上面两个式子相减，得 0 =( a ，Pp — ( p ， P a ). 

于是 （a ， Pj 9) = (Pa ，卢）， Va，#d ■ 

例 6 设 V 是一个实内积空间， W 是 V 的一个子空间（可能无限维）。设 a 6 V ， 


证明： 

(1) 是 a 在 W 上的最佳逼近元当且仅当; 

(2) 如果 a 在 W 上的最佳逼近元存在，那么它是唯一的。 

证明 （1) 充分性的证明与定理2必要性的证明一样。 

必要性。设是 a 在 W 上的最佳逼近元，则 

<c^(a ， 7 )， Vy e W. 

由于有 

I a — 7 1 2 — I (a _ + ip — /) 1 2 — I a — p 1 2 + 2 Ca _ 卜 p — /) +| ^ — 7 1 2 » 

因此有 

2( a -^,^-/) +1 p -7 I 2 >0. (15) 

于是当 k ^ o 时，沒一 y 用 M #_ y ) 代替，从 （15) 式得， VyGW , 有 

2 k ( ia - p ， IB - y )+ k 2 I j 3 -y I 2 >0. (16) 

显然当 6 = 0 时， （16) 式也成立。 


当时，取 





(a — — y) 

\ p - y \ 2 


代入 （16) 式得， V / GW ， 且^^3,有 
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( g -^/?- r ) 2 > 0 

\p-r \ 2 ^ 

由此得出 

(a — /) = 0, 卢. 

因此有 （ a — p ， y )=0。 从而 

(2) 设都是 《 在 W 上的最佳逼近元，则 

dia ^) ^ d ( a ， d ) • 

与定理2的充分性的证明一样，可证得卢=3。 ■ 

例 7设 W 是实内积空间 V 的一个子空间（可能无限维）。证明 ：如果 V 在 W 上的 

正交投影 P 存在，那么它是 V 上的一个线性变换，并且是幂等的，还有 

Ker P = W 1 , lm P = W . 


证明 任取《 1 ，《 2 67，设1 > (^)=译，£=1，2，则据定义得， / 9,是 a , 在 W 上的最佳逼近 
元。据例6 得…一 由于 Wi 是 V 的一个子空间，因此 

(ai + «2 ) — (卢 1 +^ 2 ) — («i — /?i ) + (»2 — 体） G W 丄 . 

据例6得 ，说 +译是^十幻在 W 上的最佳逼近元。于是 

P(ai + ar2 ) — /?i + ^2 — P(.ai ) + P(az ) . 

类似地 可证: P ( b ) = 逆(《)，因此 P 是 V 上的一个线性变换。 


任取 aev ， 设 p ( a )=/?， 则 p 是 a 在 w 上的最佳逼近元。由于 戸 = oew 丄，因此 p 
是戶在 W 上的最佳逼近元。从而 P (妁=#，于是 P 2 U )= i > (卢）=卢=1>(^)。由此得出， 


即 P 是幂等的。 

显然， ImPGW 。 任取 yew ，由于 P ( y ) = y ， 因此 WQImP 。 从而 ImP=W 


0 


aG Ker P < ■- > P ( a ) —0< >a — O^W 


^ a ^ 


o 


此 Ker P=W 


o 


■ 


例 8 设 W 是实内积空间 V 的一个子空间（可能无限维）。证明 ：如果 V 在 W 上的 
正交投影户存在，那么 V 在 Wi 上的正交投影也存在，它等于 J 一 P D 

证明 任取已知 V 在 W 上的正交投影 P 存在，因此 P («) 是 a 在 W 上的最佳 
逼近元。据例6得 ， a — 丄，即 （ J — P ) a eW 丄。由于 

a -( I - P)a = P ( a ) 6 (W 丄）丄， 

因此据例6得， （ J _ P ) a S « 在 Wi 上的最佳逼近元。于是把 a 对应到 （J 一 P )« 的映射 
J 一 P 是 V 到 Wi 的正交投影。 ■ 

例9设 W 是实内积空间 V 的一个子空间（可能无限维）。 证明： V 在 W 上的正交 
投影存在的充分必要条件是 ㊉ Wi 。 

证明 充分性是显然的（据定理1后面的一段话）。 

必要性。设 V 在灰 上的正交投影 P 存在。任取据例6得 ， a — PCdGW 1 。 
记 = a — P ( a ) ，则 


a — PCa ) + az . 

于是7=研+灰丄。据内积的正定性得，因此 v = w ㊉ w x 。 ■ 

点评： 从例9 看到： V 在子空间 W 上的正交投影存在（也就是7中任一向量 a 在 w 
上都有最佳逼近元）当且仅当 ㊉ 。 
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例 10 设是实内积空间 V 的一个有限维子空间，爲 ，决，…， ㈨ 是 U 的一个正交 
基，用 ^表示 V 在1/上的正交投影。证明 ：对于 有 

Pv(a) = 2 07 ) 

证明 令 7 = ， z = 1 ， 2 , …， w ，则7 1 ，识，…，如是卩的一个标准正交基。于是 a 

在 U 上的正交投影 fV ( a ) 为 


Pu(a ) = ti—、= ti("Th^)jh^ = ti rfv^ ■ 

例11可以用正交投影的术语几何地描述实内积空间 v 中对于线性无关的向量组 
a 1 ， a 2 ，•••，〜施行 Schmidt 正交化的过 程：令 


Wi = 0 jWi =〈⑴ ， a 2 ， … ， or—i >， < = 2，3，… ， m , 

用 p , 表示 v 在 w , 上的正交投影，用 氕表示 v 在 w 力上的正交投影。令 

— Pi ( a t ) , i = 1 >2, ••• 9 m . (18) 

证明：，/? 2 ，…，仏就是对 ai ， a 2 ，…，施行 Schmidt 正交化得到的正交向量组。 

证明据例8得，戶,=1— P ,， f = l ，2，，"， m 。 于是 

= (I — POai = a\ — Pi (ai ) = ai — 0 = ai ， 

J 3 2 = (I — P2 )«2 otz — Pz (02 ). 

由于 W 2 = 〈⑴〉 ，因此据例 10 得， PA ) ^ 2 -，^^ 。 于是 

ai 



(«2 » ai ) 

a2 _ ^71 ^ ai 


a 2 — 


( a 2 ，芦 1 ) 


A * 


假设对于 m —\ 时，用 （18) 式得到的体， /? 2 ，… j ^ m - i 是对 an ， a；2 ，… ， cu - i 施行 Schmidt 
正交化得到的正交向量组 ，，则戽，体， … n - 1 与 On ， 0 ( 2 , …， cr m — 1 等价。从而负 ，择 ，… 

是^^的一个正交基。于是据例10得 


( I P m ) (Xm tXm ( a 讲 ） 

5 印 ) q 

I ^ I 2 

因此 A ， 你， …， h ，/ L 就是对 ai ， a 2 ，…， cu— 1 ， 施行 Schmidt 正交化得到的正交向 

量组。 ■ 

例 12 设％ ,%，… ，如 是实内积空间 V 的一个正交单位向量组。 证明： VaGV ， 有 

m 

X)(a，) 2 a I 2 , (19) 

* 1 



等号成立当且仅当 a = 2 。这个不等式称为 Bessel 不等式。 

i = 1 

证明令 W " = < %，免，…，>〉，则灰 ㊉ 说丄 。 任取 aGV "， 有 a = oi + az » ai GW , 
a 2 G W 1 0 于是 ⑴ 是 a 在 W 上的正交投影。由于7/1，％， … ，如是灰的一个标准正交基， 
因此 
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等号成立当且仅当=0，即《 =力= 公<1响“ ■ 

1 = 1 

例13在欧几里得空间 M „( R ) 中，其指定的内积为 

(A ， B) = tr(AB'). 

设1/是由所有 n 级实对称矩阵组成的子空间，求。 

解用 W 表示实数域上所有 n 级斜对称矩阵组成的子空间。据 8. 2节例13得， 
M „( R )= L 7 ㊉ W 。 又有 M „( R )=17 ㊉ L 7 丄，因此 dim 1/丄 =dim M rt ( R)-dim U = dim W Q 

任取对一切 A 6 U ， 有 

(A,B) = trCAB') = tr(A(~ B)) =-tr(AB )， 

( A , B ) = ( B ， A ) = tr ( BA ’）= tr ( BA ) = tr ( AB ). 

于是 tr ( AB ) = — tr ( AB ) ，即 2 tr ( AB ) =0。从而 tr ( AB )=0。 因此 （ A ， B )=0。 由此得 
出，丄，于是 W 舀 L 7 丄。 又由于 dim ， 因此 W = ，即1/丄是由 R 上所有行 

级斜对称矩阵组成的子空间。 

例14 SSnS 是实内积空间 V 的两个子集。证明 ：如果 ，那么 
证明任取 aes 2 x ，则\/76 5 2 ，有<^，>0=0。任取 々 eSi ，由于 SiGS ，因此 v es 2 ， 

于是(《，7)=0。从而 aes ^。 因此封 GS ； 1 。 ■ 

例15设 S 是实内积空间 V 的一个子集，用 〈 S > 表示 V 中所有包含 S 的子空间的 
交，称它是由 S 生成的子空间。 证明： 

(1) < S > 丄 GS 丄； 

(2) 〈 S>g(S 丄） 丄； . 

(3) 如果 V 是有限维的，那么 〈 S > = ( Si ) i 。 

证明 （1) 由于 SG < S >， 因此据例 U 得， Sig < S > i 。 

(2) 任取 jses ， 对于任意 yesi ， 有 （/3， y )=0。 从而卢 e ( Si ) i a 于是 sees 1 ) 1 。 
据 〈 S 〉 的定义得，。 

(3) 据第 （1) 小题得， 〈 S >1 GS 1。 于是据例14得， （< S > i ) ig ( Si ) i 。 由于 V 是有 
限维的，因此据例2得， （< S >1)1 = < S >。 从而又据第 （2) 小题得， 

例16设巧和 P 2 分别是实内积空间 V 在子空间 LA 和 U 2 上的正交投影，证 明： 
^6=0当且仅当 R 与 t / 2 是互相正交的。 

证明必要性。设巧^=0,则对任意于是 P ia eK er P 2 。 据 

例7得， Ker ^^ L / f 。 因此从而 ImAS / f 。 仍据例7得， Im 巧，因此 

。从而 LA 与1/ 2 互相正交。 

充分性。设 R 与1/ 2 互相正交，则据例7得， ImAGKerh 。 于是对任 
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意 ^(^ 0 )=(^ 因此 ^ 6 = 0 。 ■ 

点评： 从例16可知，设 P , 和1> 2 分别是实内积空间 V 在子空间 R 和1/ 2 上的正交投 
影，则 P 2 P x =0 当且仅当广巧=0。 

例 17设 w 是实内积空间 V 的一个子空间，且 V = W ㊉ W 1。 对于 aGV 和 W 的一 
个陪集 y + w ， 令 

dia^y + W ) ! — min { if (a ， y + 々） | rj G W } . (20) 

称 d ( a ， y + W ) 是 a 到陪集 y + W 的距离。设 

a — 7 ~ d\ 82 <> 占 1 6 W ， 占 2 6 W 丄 . (21) 

_ 

证明 d ( a ， 7 + W ) = | 在 I 。 

证明 从 （ 21 ) 式得，《 — 7 在 W 上的正交投影为于是据定理 2 ,得 

d(a — 谷 1 ) < diet — y ， 7 ) ， V 7 6 W . 

从而 |a —/—ft \ ^\ a — y — rj \ , V76W ， 

即 I 表 

因此 d ( a , y + W )-\ d 2\. ■ 

例 18 设 V 是 n 维欧几里得空间。证明 ：存在 V 上的一个非零线性变换 A ， 使得 
V « 6V 都有与 a 正交。 

证明 在 V 中取一个标准正交基 ai ， a 2 ，…，《„，设线性变换 A 在此基下的矩阵为 A， a 
在此基下的坐标为 X ，则 

VaGV 都有 Aa 与 a 正交 
< > (Aa »a) — 0 , V a £ V 

<=> X’AX = 0 ， vxeR n 
<=> A 是 R 上的 n 级斜对称矩阵。 

其中最后一个是根据本套教材上册 6 . 1节的例7。于是任取一个 R 上的 n 级斜对 
称矩阵 A ( A 尹 0 ) ，建立 V 上的一个线性变换 A ，使得 A 在 V 的一个标准正交基下的矩阵 
为 A ， 则 VaGV 都有4与 a 正交。 ■ 

习题 10.3 

1 . 设 V 是一个 n 维欧几里得空间，求〈《> 1 的维数。 

2 . 设 A 是一个 sXn 非零实矩阵，用 W 表示 n 元齐次线性方程组 AX = 0 的解空间， 
W 中指定标准内积。 

( 1 ) 求 Wi ; ( 2 ) 试问： Wi 是哪个齐次线性方程组的解空间？ 

3. 设 A 是一个 w 级非零实矩阵， pGR ”。 在 R ” 中指定标准内积。证明： n 元线性方程 
组 AX = p 有解的充分必要条件是， P 属于齐次线性方程组，叉= 0 的解空间 W 的正交 

补 W 丄。 

4 . 在欧几里得空间 R 3 (指定标准内积）中，设 U =< y x ， y 2 > ，其中 ri = ( 1 , 2 , 1 )', y 2 ^ 
(1，0，一2)'。求 a =( l ，一 3,0)'在 L 7 上的正交投影 A 。 

5. 在实内积空间 C [0,27 t ] 中，其指定内积为 





10.4 正交变换与对称变换 


_ 


477 


■ 


10.4.1 内容精华 
一、 正交变换 

平面上，绕一个定点的旋转，以及关于一条直线的反射都保持向量的长度不变，保持 
两个非零向量的夹角不变，保持向量的内积不变。由此受到启发，引出下述概念。 

定义 1实内积空间 V 到自身的满射 A ， 如果保持向量的内积不变 ， BP 

( Aa ， A /3) = ( a ， fi ， e V , (1) 

那么称 A 是 V 上的一 个正交变换。 

实内积空间 V 上的正交变换 A 具有下列 性质： 

性质 1正交变换 A 保持向量的长度不变。 

证明 | 如 | 2 = G 4 a ， 如 ）= G ， a )=| a | 2 , 从而 = ， V « eV 。 ■ 

性质 2正交变换 A 保持两个非零向量的夹角不变。 

证明 设 ar ， j 9 是 V 中两个非零向量，则 為&古 0。由于 

cos(Aa f A/3) = ~ ( g ，^ > = cos<ar ， 戶〉， 

\ Aa \ \ Ap a ^ 

因此 〈 Aa ， i 40〉 = 〈 a ，#〉。 ■ 

性质 3正交变换 A 保持正交性不变，即 a 丄/?当且仅当 

证明 a 丄卢 < -> ( a ，0 )=O <=> {Aa , A ^ S ) =0 < - > Aa 丄 A 0_ ■ 

性质 4正交变换 A —定是线性变换。 

证明 任取由于 

I A(a + /?) - {Aa +^3) | 2 =| A( a 十戶 ） | 2 — 2(A( a + 卢），如 + 部 ） +| Aa + | 2 

= I a + /? 1 2 — 2(A(a + 0) ,Aar) _ 2(A(a + 0) + 1 Aa | 2 + 2 {Aa +1 Ap \ 2 

— I a ^ \ z — 2(a + 卢， a) _ 2(a + jQ»jS)+| a | 2 + 2(a ， 戸 ）+| 卢 | 2 
— I a + /3 1 2 — 2(ar 十戸 ， a + 沒）十 I a + /? | 2 =0 ， 

因此 A ( a +/?) — O 4 a + A /?)=0, 即 A ( a +0)=> ia +49。 

同理可证， VaGVjeR 。 因此 A 是 V 上的一个线性变换。 ■ 

性质 5正交变换 A 保持向量间的距离不变。 

证明 任取 a ，/? ev ， 有 

d(Aa ， Aj3) = |i4a— 却 | = 1^4(» — 卢 ）| = |a — j9|=<i(a ， 戶 ). ■ 

性质 6 正交变换 A —定是单射，从而正交变换 A 是可逆的。 

证明 对于 a ， 卢 6 V ， 若 如=却 ，则 

A(a — 卢 ） Aa — Afi = 0. 

从而 la—A = | A ( a — 妒|=0。因此 a — 沒=0。即 a = A 从而 A 是单射。又由定义知， A 是 
满射，因此 A 是双射，从而 A 是可逆的。 ■ 

命题 1实内积空间 V 上的一个变换 A 是正交变换当且仅当 A 是 V 到自身的一个 

同构映射。 

证明 A 是 V 上的正交变换 
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<=> A 是 V 上的可逆线性变换，且 A 保持内积 

<=> A 是 V 到自身的一个同构映射。 ■ 

命题2 实内积空间 V 上两个正交变换的乘积还是正交变换，正交变换的逆变换还 
是正交变换。 

证明 据命题1以及同构关系的传递性和对称性立即得到结论。 ■ 

命题 3 n 维欧几里得空间 V 到自身的一个映射 A ，如果保持向量的内积不变，那么 
A 是正交变换。 

证明 从性质4的证明过程看出，只要 A 保持向量的内积不变，就可得出 A 是 V 上 
的一个线性变换。从性质6的证明过程看出，只要 A 是线性变换且保持向量的内积不 
变，就可得出 A 是单射。由于〃维线性空间 V 上的线性变换 A 如果是单射，那么它必然 
是满射。从而 A 是 V 上的一个正交变换。 ■ 

命题4 n 维欧几里得空间 V 上的线性变换 A 是正交变换 

<=> A 把 V 的标准正交基映成标准正交基 

A 在 V 的标准正交基下的矩阵 A 是正交矩阵。 

证明设 A 是 V 上的正交变换，则 A 是实内积空间 V 到自身的一个同构映射，从而 
4把 V 的标准正交基映成标准正交基。 

设线性变换 A 把 V 的一个标准正交基％，％， …，％ 映成标准正交基 A % ， Ap ，…， 
设 A 在 p ，取，…，％下的矩阵为八，贝^ 

(Ar^i ， A” 2 ，…，= (rj\ ， rj2 ，…， 

由于 V 的标准正交基 ％，$，•••，& 到标准正交基 A Vl ， A 72 ，…， A 7 „ 的过渡矩阵是正交矩 
阵，因此 A 是正交矩阵。 

设 A 在 V 的标准正交基 v ，％， …，％ 下的矩阵 A 是正交矩阵。任取 V 中两个 向量： 

a = ( 71 ， 7 2 ，…， 7 ")叉， 尽 = (yi ，Tp ，…， y n ) Y ， 

据命题3得， A 是正交变换。 ■ 

由于正交矩阵的行列式等于1或 一 1，因此 n 维欧几里得空间 V 上的正交变换的行 
列式等于1 或一 1。行列式等于1的正交变换称为第一类的（或旋转 }; 行列式等于 一1 的 
正交变换称为第二类的。 

n 维线性空间的任意一个〃一1维子空间称为一个超 平面。 

定义2 设 V 是 n 维欧几里得空间， 7 是 V 中一个单位向量， P 是 V 在 < v > 上的正交 
投影，令 

A = I-2P, (2) 

则 A 称为关于超平面〈 7 >1的镜面反射。 

命题5 n 维欧几里得空间 V 中，关于超平面 〈々 I 的镜面反射是第二类的正交变换。 
证明 设 A 是关于超平面 < 7 > i 的镜面反射，其中 V 是单位向量。据定义2 得， 
A = J —2 i > ，其中 P 是 V 在< 7 >上的正交投影。由于 P 是 V 上的一个线性变换，因此 A 是 
V 上的一个线性变换。由于 V = rjfS ){ rp 1 - ，因此在 <7〉 i 中取一个标准正交基％，炉，…，>， 
便得到 V 的一个标准正交基 7 , 72 ，…，％。 
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Arj = 7) — 2Prj = tj — 2tj — — ”， 

^rji = rji — 2Prji = rji , i = 2, •■- ,n. 

于是 A 在 V 的标准正交基 t ；，％，•••，％ 下的矩阵 A 为 

A = diag {— 1，1，…，1}. 

由于 AA ' = J ， 因此 A 是正交矩阵。据命题4得， A 是 V 上的一个正交变换。由于 | A |= — 1， 
因此 A 是第二类的。 ■ 

命题6 设 A 是实内积空间 V 上的一个正交变换， W 是 A 的一个有限维不变子空 
间，则也是 A 的不变子空间。 

证明 任取是 W 上的一个线性变换。由于 A 是 V 上的正交变换，因 
此 A 是单射。从而 A | W 是单射。由于 W 是有限维的，因此 A | W 也是满射。从而对于 
任给 PEW ， 存在使得 Ay =^。 于是 

i/3fAa) = (Ay, Aar ) = (y ， a) = 0. 

因此 AaGW 1 。 从而是 A 的不变子空间。 ■ 

命题 7设 A 是实内积空间 V 上的一个正交变换，如果 A 有特征值，那么 A 的特征 
值必为1或一 1。 

证明 如果 A 有特征 值久 1 ，那么 A 有属于的一个特征向量6于是¥ = 24。从而 

(6 ，芒） = — ( Aj ^? Ai ^) — (芒，芒）. 

由于因此($，$)#0。于是 AfzU 由此得出， ■ 
定理1 设 A 是 n 维欧几里得空间 V 上的一个正交变换，则存在 V 的一个标准正交 
基，使得 A 在这个基下的矩阵具有 形式： 


( rcos d \ 

diagJ Ai ，，，*， A r ， 

1 sin di 


— sin d \ ' 
cos 0\ 


cos Q m 
sin 6 m 


其中 A ,—1 或 一1 ，f = l ，2, … ， r ;0<^<7 T，j = 1，2 ， … ， m 0 
证明对欧几里得空间的维数 w 作数学归纳法。 


— sin 6 m ' 

COS d m 


(3) 


” =1 时，取一个单位向量 7 J , V = <7 j ) o 设 A 7 j = krj 。 由于 I A17 I = 1 7/1，因此 M II 7丨= 
I ^ L 从而 ui = l 。 于是 6 = 1 或 一1。 因此， A 在标准正交基 7 /下的 矩阵为 （1) 或（一 1)。 
于是〃=1时，命题为真。 


n = 2 时， A 在标准正交基下的矩阵 A 为正交矩阵。据本套教材上册补充题五的第2 


题得，当 | A |=1 时， A 正交相似于 


/cos 8 — sin d \ 

\ sin 6 cos d j 

其中 0<6>< tt 。 当 I A | = —1 时， A 正交相似于 D = diag { —1，1}。 于是 n = 2 时，命题 
为真。 

假设维数小于〃时，命题为真，现在 来看〃 维欧几里得空间 V 上的正交变换 A 。 

情形1若 A 有特征值 Ai (Ai 或 一 1 )，则取 A 的属于 Ai 的一个单位特征向量 71 ， 
于是 P 。 由于〈々。是 A 的不变子空间，因此〈切〉 1 也是 A 的不变子空间。 
于是 A |< 7 i > i 是上的正交变换。据归纳假设，〈切 A 中存在一个标准正交基％，…， 
斤，使得 A | 〈^^在此基下的矩阵为形如 （3) 式的 n —1 级分块对角矩阵。于是 A 在 V 的 
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， 7]2，…， rjO = (% ，负， ••• ，々 „)A ， 

JS!l At^j 在标准正交基 ， 7 } 2 ，…， Tjn 下的坐标的第 < 个分量为 a i} = { Arjj ，％ ) ， 纟 ， j = 1 ， 2 ，…， 
n 。 因此 

A 是 V 上的对称变换 


< > (Aa ， /3) = Ca ，邱） ， V a V 

<=> (Ajy”々, ) =(%，丄^)， 

< > CLij ^ Clji » 1 I »j 71 

<=> A 是对称矩阵。 ■ 

命题 10 设 A 是实内积空间 V 上的一个对称变换，如果 W 是 A 的不变子空间，那么 
也是 A 的不变子空间。 

证明 任取由于 W 是 A 的不变子空间，因此对于任意有如 6 W 。 

从而 

■% 

(a ， 哗 ） = (Aa = 0. 

因此，哗 GWi 。 于是是 A 的不变子空间。 ■ 

定理 2设 A 是 n 维欧几里得空间V上的一个对称变换，则V中存在一个标准正交 
基，使得 A 在这个基下的矩阵为对角矩阵。 

证法一 设 A 在V的一个标准正交基&，％，•••，％下的矩阵为 A ，则 A 是实对称矩 
阵，于是存在正交矩阵 T ， 使得为对角矩阵。令 

(汐1 ，占2，…，&) = (7" ”2，…，々”）了， 

则& ，而，…，&是V的一个标准正交基，且 A 在基^，而，… ，& 下的矩阵为 T— 1 A7\ 
证法二 对欧几里得空间的维数作数学归纳法。 
n= 1时，命题显然成立。 

假设维数为 n~l 时命题为真，现在来看〃维欧几里得空间V上的对称变换 A 。 
因为实对称矩阵的特征多项式的复根都是实数，所以对称变换 A —定有特征值。取 
A 的一个特征值 ；U ，设％是 A 的属于 Ai 的一个单位特征向量，我们有 V=< 7l > ㊉〈％>1。 
由于 〈彳 1〉是 A 的不变子空间，因此 <7/1〉1也是 A 的不变子空间，于是是〈^1〉1上 
的对称变换。根据归纳假设，〈％〉 1 中存在一个标准正交基72，" •，如 ，使得 Alhi〉 1 在此 
基下的矩阵为对角矩阵 diag{A 2 ，…， A n }。 于是 A 在V的标准正交基化，^，•_•，>下的矩 
阵为 diagUi，A 2 ， … ，A n } 。 

据数学归纳法原理，对一切正整数 rz， 命题为真。 ■ 

10.4.2 典型例题 

例1 设 A 是 n 维欧几里得空间 V 上的一个正交变换。 证明： A 的特征多项式的复 
根为士 1，或 cos 0士 isin 0，其中0<^<兀。 

证明设 A 在 V 的一个标准正交基下的矩阵为 A ， 则 A 是正交矩阵。据本套教材上 
册习题 5.7 的第5题得， A 的特征多项式的复根的模等于1，于是；^ = ^5 0+匕〖11沒， 
0<沒<2兀。当沒= 0时， A , = l ; 当 d=n 时， A , = _ l ; 当 tz <^〈2 tc 时，令 a = 2兀 一 0，贝 !( 
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0< Ca <7 t ， 且 

A , = cos 8 + isin 6 = cos (27 t —— or ) 十 tsin (27 r — a ) = cos a —— zsin a . 



例 2 设 V 是 2 维欧几里得空间， A 是 V 上的一个正交变换。 证明： A 在 V 的任意一 
个标准正交基下的矩阵 A 是 


/cos 6 —— sin 8 \ /cos 6 sin 6 、 

( 1或 （. 1， (5) 

\ sin 6 cos 0 ) \ sin d — cos 0 ) 

其中 0<6 K 2 tt 。 

证明 设 A =(%)。 由于 A 是正交矩阵，因此据本套教材上册 4. 6节的例7得, 

A 是 


/cos 6 —— sin 6\ /cos 0 sin Q 、 

[ 1或（ U 

\ sin 6 cos d I \ sin d — cos 0) 

其中0<沒<2 丌。 ■ 

点评： 在例 2 中，取 V _= R 2 , 其内积为标准内积，则正交变换 A 在基，心下的矩阵 A 
是 （5) 式中的两个矩阵之一。当 A 为前者时， A 是绕原点转角为0的 旋转； 当 A 为后者 
时，由于 


cos 0 
sin 0 


sin 0 
—— cos d 


cos 0 
sin d 


- sin 0 
cos Q 




因此 A 是先作关于 x 轴的反射，接着绕原点旋转 0 角。由此可见， R 2 上的正交变换或者 
是一个旋转，或者是一个轴反射，或者是一个轴反射与一个旋转的乘积。 

例 3证明 ：实内 积空间 V 到自身的满射 A 是正交变换当且仅当 A 是保持向量长度 
不变的线性变换。 

证明 必要性。从正交变换的性质立即得到。 

充分性。设 A 是 V 上的满射线性变换，且保持向量的长度不变，则对于任意 a ， 
阳 V ，有 

( A(a + 卢) ， A(a + 卢 )） = (a + . (6) 

(6) 式的左边为 


(6) 式的右边为 


(A(a + j3) ,A(a + ^9)) = (Aa - \~A^,Aa +-4^9) 

= I 梟 i 2 十2(如，哗） + i 却 r 
=I a 1 2 + 2{Aa + [ /3 1 2 ? 


(or + 存 ， a 十 jS ) = I a 1 2 + 2 ( a ，/?) +1 召 1 2 . 
由此得出， （ Az ， 部 ）= ( a ，^)。 因此 A 是 V 上的正交变换。 

例 4 设 A : R [ x ] ― ^ R [ x ] 

/( x)l - ► X fix ). 



在 R [* r ] 中，对于 fix ) = , g ( x ) = y ^. bjX 1 ，不妨设 n > m 。 规定 

1=0 i =0 

n 

(/(工），莒(工 )） = y ^ ajbj . 

i' = 0 


⑺ 
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证明 ：（1) (/(2)， g (： r )) 是 R [ X ] 上的一个 内积； 

(2) A 保持 R [ x ] 的上述内积不变，但 A 不是满射。 

I 

证明 （1) 设，不妨设 W > Z ，则 

i = 0 

n n n 

{ fix ) -\r hix ) » g ( x ) ) = ( a , + c , )6, = + c ,6, 

i = 0 i =0 i =0 

= {fix) ， g(x)) + (h(x) ,g(x )) , 

n n 

(k fix) ,g-(x)) = 匕 = k^a^i = k(f(x) ,g(x )), 

j — 0 1=0 

因此 （/(^^ u )) 对第一个变量是线性的。同理可证，它对第二个变量也是线性的。从 
而它是 R [>] 上的一个双线性函数，显然它是对称的。由于 

m 

(/(■ r ) ，/(工) ） =^ a ] >0， 

i = 0 

且等号成立当且仅当 a x = a z = … = a „ = 0,即 / O ) = 0 ， 因此上述双线性函数是正定的。 
从而它是虹幻上的一个内积。 

n 

(2) A /( x ) — x f ( x ) = 2 a { x i+l — a 0 j : + a !: 2 + … + a n x ^ 1 , 

i = 0 

m 

Ag (x) = xgCx) = y^6^x 1+1 = 6 0 :c + 乂工 2 + … + • 

i==0 

不妨设于是 

n 

( A /( x ) jAg ( jo ))= a 0 b 0 + …+ a m b m H — • + a n b n = 了 ] afii 

i = 0 

= ( fix ) ,^( x )). 

因此 A 保持 R [ x ] 的上述内积不变。 

由于对任意 /( x )6 R [ x ] 且 /( x ) 关0，有 

deg x fix ) = 1 十 deg fix ) ^ 1, 

因此 R [ x ] 中的零次多项式没有原象，从而 A 不是满射。 ■ 

点评： 例4表 明：在 无限维实内积空间中，存在不是满射的保持内积不变的变换。由 
于我们希望所定义的实内积空间 V 上的正交变换是可逆的变换，因此在正交变换的定义 
中要加上“满射”这个条件。而对于有限维实内积空间 V ，保持内积不变的变换 A —定是 
正交变换，这是因为此时 A 保持内积不变蕴含了 A 是满射(参看命题3)。 

例 5设 A 是 n 维欧几里得空间 V 上的一个正交变换，并且1是 A 的一个特征值 ， A 
的属于1的特征子空间 W 的维数是 n — 1。 证明： A 是一个镜面反射。 

证明 ¥ = ㊉ Vf 。 由于 dim W = n — 1，因此 dim \^=1，从而^^=<7?〉。由于 A 

的特征子空间 V \ 是 A 的不变子空间，因此 Vf 也是 A 的不变子空间。从而 ”是八 的一 
个特征向量。由于 A 的属于1的特征子空间 W 的维数等于 n — 1，且正交变换 A 的特征 
值等于1或 一 1，因此 A 々= _7。 

用 P 表示 V 在上的正交投影，则1^ = 77。从而 



_ 
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A V =- V - ( I -2 P ) V . 

在％中取一个基 ai ， a 2 〗，则对于 t = l ，2, …， 72— 1，有 iV =0。 从而有 


Aai = ai = (/ — 2P)ai. 

由于 m ， 奶，… ，知-”7；是 V 的一个基，因此 A = J -2 P 。 从而 A 是关于％的镜面反射。 ■ 
例6设 a # 是欧几里得空间 V 中两个不同的单位向量。证明 ：存在 一个镜面反射 
益，使得如=^。、 

证明令 7 ? = T ^ T (a_j3), (8) 

则 7 是单位向量。用 p 表示在〈 7 >上的正交投影，用 a 表示关于超平面〈 7 >1的镜面反射， 
则 A = J -2 P 。 


从 10. 3节定理1的证明看出，于是 

Aa = (I — 2 P)a = a — 2 Pa = a — 2{ a ^ rj)rj 


a 


a 


a — p 


(a 


/?)) 


a 


(a — j 3) 


a — 2 


1 


a— j 3 \ 


a 


a 


2 


a 1 2 — ( a ， j 9) 


a I 2 一 2( a ， 0) +1 卢 I 


( a ? j 9) ) (a 一 jS ) 


(a — ( i ) 


a 


2(1 — ( 
2 -2( a ,^) 




=a — (a — 的 = p . 



点评： 例 6 的证明的关键之一 ：7? 的取法 （ g 卩 （8) 式）是从几何空间中受到启发的。例 
6的证明的另一个关键是利用从 10. 3节定理1的证明看出的 结论: a 在上的正交投影 
等于 ( a ， V ) rj 0 从例6的证明中如的计算过程看出，只要《和0满足 kl = | 冽，就可证出 
Aa = p a 由此受到启发，猜想有下述例7的结论。 

例7设^，《 2 ，…，〜和仏，/? 2 ，…，^是 n 维欧几里得空间7的两个向量组。 证明: 
存在 V 上的一个正交变换 A 使得= 1，2,…， m ) 的充分必要条件是（％，〜）= 


{pi ，爲） ， i，j = l ， 2，.“，mJP 

G ( ai ， a ；2 ，…， a m ) = G { p \ ，氏，…， • (9) 

证明必要性。设存在 V 上的一个正交变换 A ， 使得 A ^=^( i = l ，2，一， m)JljST 


( 尽，岛 ） ^ ( A(X i 9 ^(X j ) ^ (.Oti ?Cfj ) * 

充分性。 设 G ( ai ， a 2 ，…， a m ) = G (卩 i ，你，…， o 令 

U = < ai ， a 2 ，…， or m > ， W = 〈戽 ，典 ，… ，馬 >• 

设 a;，ai ， …，是向量组 cn ， a 2 ，…， a m 的一 1 个极大线性无关组，则据 10. 2节例10得， 

1 £ 严 

\ G ( a ： , a h ，-, a , )|>0 o 由已知条件得 

G (氏，尽 2 ，…我 ）= Gia iy , ai 2 ，”•，〜）， （10) 

由此推出，氏 ， a 2 ，…，艮线性无关。类似的推理可得， A ，兵 2 ，…，氏是向量组的，典，…，仏 
的极大线性无关组，于是％，《, 2 ，…，吒和 A ，化，…，氏分别是 LT 和 W 的一个基。 
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把 aq ， a , 2 ，…经过 Schmidt 正交化和单位化得^，么 2 ，…，<，则<，…，<是[/ 
的一个标准正交基，且 

(心， 心，…，& ) = (0：“，…， a , ) B ， (11) 

1 L r 1 l r 

其中3=(\)是 r 级上三角矩阵，其主对角元都为正数。 

把氏 ，以，…，氏经过 Schmidt 正交化和单位化，得到 W 的一个标准正交基 

h ， h ，…我，且 

(無】，系 2 ，… ，瓦 ） =(氏 ，氏 ，… 我) C ， (12) 

其中 c 是 r 级上三角矩阵，其主对角元都为正数。从 （10) 式和 Schmidt 正交化的公式以 
及单位化的公式可得出， C = B 。 

把毛 1 ，& 2 ，…，< 扩充成 V 的一个标准正交基 

a fl ,a iz ， ••• ，在 , r ， 7l ， … ， Yrr-r ; 

把良'，良 2 ，… ，久扩充成 V 的一个标准正交基 

^ ’或 2 ，… ’谷1 ’ … ， dn ~” 

存在 V 上唯一的线性变换 A 把 V 的基心,••- , a ir , / i ，…， y „- r 映成良、 我 ，…，呑 i r ， d \ ，…， 
d … 由于它们都是 V 的标准正交基，因此 A 是 V 上的正交变换。由于&，…，&是 L 7 
的一个标准正交基，因此 


r 


a 】 


X ) ( QO ，& )5 


1，2，…， 


由于瓦 ，…， k 是 W 的一个标准正交基，因此 


r 


ft = 2 W A* ) 在 A ， 




1，2,…， 


从（9)、（11)、 （12) 式以及 B = C 得岀， 


r 


r 


(a> » a Ijt ) — (QTj ， > y btkot 、、： (a ； » 


r r 

== ( A，SMO 

t —\ r =1 

= (A 成）， 

r r 

因此 Aaj = 2( …，〜 = 2 ( ft ， 良成 = 啟 ，j = U ，".， m ‘ ■ 

k=l k =\ 

点 评：例 7 的充分性证明的想法是 ：去找 V 的两个标准正交基，从而得到V上的一 
个正交变换 A 。为了使得^, =0,， 2 ,…，饥，要分别从 《i，a 2 ，•••，〜和 /3i ，译，… ，仏出 
发去找V的两个标准正交基。例7的充分性证明中一个比较重要的地方是 （11) 式中的 
矩阵 B 与 （12) 式中的矩阵 C 相等。 

例8设 A 是2维欧几里得空间V上的旋转（即第一类正交变换），证明能表示成 
2个轴反射的乘积。 

证明在V中取一个标准正交基心 ，仍。 设 A 关 J。 不妨设 An 关⑴ ，令右二⑴一 
如图 10-3 所示 ，用趴 表示关于〈&>1的轴反射，则据例6得， B iai 。由于 B iai , B ia2 
仍是 V 的一个标准正交基，因此 <B lC ?2 ) = ^ <Aai 〉丄 = 〈如 2 > 。 从而故奶 = 士 Aa；2 。 


* 


486 


« 


第 10 章具有度量的线性空间 



若 JB ia 2 = A « 2 ，则艮二盔， 




是轴反射（第二类正交变换）矛盾。因此 B ia2 = —Aa 


用历表示关于 〈 U 的轴反射。则 


(JB2B1 )df2 ~ ^2 CBi a：2 ) ~ ^2 ( ^CC 2 ) 




~ B 9 {Aa 


( 一 Aa ? ) = Aa 


CB2 )q；i = J^2 (Bi Oi ) — B2 1 ) == 


因此 a = b 2 b 1 . 


若焱=1，则 A = B 2 , 其中 B 是关于 < ai > 的轴反射。 ■ 

例 9 设 A 是2维欧几里得空间 V 上的第二类正交变换，证 明： A 能表示成至多3个 


轴反射的乘积。 

证明据例2后面的点评知道，第二类正交变换或者是一个轴反射，或者是一个轴反 
射与一个旋转的乘积。结合例8立即得到 A 能表示成至多3个轴反射的乘积。 ■ 

例10证明⑺维欧几里得空间 V 上的任一正交变换都可以表示成至多 n + 1 个镜 
面反射的乘积，其中 

证明对维数 n 作数学归纳法。 

n = 2 时，从例8和例9得，命题为真。 

假设对于维数小于 n 的欧几里得空间命题为真，现在来看 n 维 （ n >3) 欧几里得空间 
V 上的正交变换 A 。 

在 V 中取一个标准正交基，％ ，…， Tj n 0 

若 A = J ， 则考虑 V 上把标准正交基&，％，•••，>映成标准正交基一中，％，•••，>的线 
性变换 B ， 它是正交变换。由于％，…，％都是 B 的属于特征值1的特征向量，而％是 B 
的 属于一 1的特征向量，因此 B 的属于特征值1的特征子空间的维数为〃 一 1 。据例5得， 
B 是关于超平面 〈 pH 的镜面反射，显然 

若 A 弇 I 。 此时不妨设 A 7l 关％。 由于 | A Vl | = | 7 l |= l ， 因此据例6得，存在镜面反射 
趴，使得 B lVl = A Vlo 于是及^及恥，… ，尽％ 也是 V 的一个标准正交基，又丄^， 
A 々 2 , …，是 V "的一个标准正交基，因此 
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， ••• ， Bq n ) = > x = {Arji ) x = {Atj2 »*** ^Arj n ), 

记 L/=〈Ap ， … , Arj n ) 0 

考虑 V 上把，…， A % 映成，…，尽 7 ?„的线性变换 C ， 则 C 是 V 上的 
一个正交变换。由于 C ( Arji)=Bi 9 ， i ‘ = 2 ， 3 ，…， 72 ，因此 L 7 是 C 的一个不变子空间。从而 
C | L 7 是 L 7 上的一个正交变换。据归纳假设得，存在 L 7 中至多 n 个镜面反射 C 2 ，…， 
C , G — l < n ) 使得 C | L /= C 2 CV " C ,。 把 q 扩充成 V 上的线性变换 B ” 使得 B } ( Arj ：) - 
1 ? 1 ， 4 | 1 ；= <：,，其中 7 = 2 , 3 ，〜， 5 。设 C , 是 L 7 中关于超平面从> 1 的镜面反射，其中&是 
U 中的单位向量。用表示 U 在〈$>上的正交投影，则 C,=J — 2 &。由于 VsMv〉 ㊉ 
L 7 =< A Vl > ㊉ 〈&>丄 ㊉ <$>。因此〈$>在 V 中的正交补是〈七用表示 V 在 

<&>上的正交投影，则对任意^ e 〈$ 46 R ， 有 

Bj (kArji + a ； ) = kBj (A 々】 ） 十 Bja } = kArji + C ; a } 

=kArj\ +a) = (/ — 2Pj ) (kArfi 十…）， 

= Cjd^-dj = a - 2P ; )^. 

因此，尽 2 P ,。 从而及是关于超平面 < A 7 i > ㊉ ％ > 1 的镜面反射，）= 2 , 3 ,…， r /。 对于 
2 ，…， 71 ，有 

Arji = C- l {B l7}l ) = (C7 1 *"C^ 1 )(B l7?t ) - (Br 1 …) 艮％ ; 

Arfi = (B 7 1 … B? 1 ) (A 々 i ) = B~ l rj\. 

因此 A = ，其中洱 1 仍是镜面反射 ， j = 2 , …山 

据数学归纳原理，对一切大于1的正整数 n ， 命题为真。 ■ 

例 11几何空间（作为点集）的一个变换，如果保持点之间的距离不变，那么称它是 
正交点变换或保距变换。 如果正交点变换诱导的正交向量变换是第一类的，那么称它是 
第一 类的； 否则称它是第二类的。证明： 

(1) 保持一个点不动的第一类正交点变换一定是绕过这个定点的一条直线的 旋转； 

(2) 保持一个点不动的第二类正交点变换是一个镜面反射，或者是一个镜面反射与 
一个绕过这个定点的一条直线的旋转的乘积。 

证明 设正交点变换〃保持一个点不动，把这个点作为原点 O 。 设 a 诱导的正交向 
量变换为 A ，它是几何空间（以原点 O 为起点的所有定位向量组成的空间） V 的一个正交 
变换。 

( 1 ) 设 a 是第一类的，则 A 是第一类的。于是 | A 丨= 1 。据本套教材上册 5 . 5 节的例 
8 得， 1 是 A 的一个特征值。 设切 是 A 的属于特征值 1 的一个单位特征向量，则 〈切〉 是 A 
的一个不变子空间，且 


Aikrji ) = kArj\ = krj ' ， 


于是过原点 O 方向向量为 7 l 的直线 A 上每一个点都被 a 保持不动 。 <vi A 是 A 的一个 
不变子空间，于是 A |〈切 > 1 是上的正交变换。在 < 7 i > i 中取一个标准正交基供，平， 
则 叩十平 是 V 的一个标准正交基， A 在此基下的矩阵 A 是正交矩阵，且 A = diag{l， 
A 2 } ，其中 A 2 是 A | <”i >丄在基7/2，73下的矩阵。由于 |A|= 1 ， 因此 1 乂 1 = 1 。据例 2 ,得 


A 2 


cos 6 —— sin Q 


sin 6 cos 6 
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其中0满足 O <0<2 tt 。 于是 A |< 7 l > i 是绕原点 O 转角为0的旋转。从而 A 是绕直线^ 
转角为0的旋转。 因此， a 是绕直线^转角为0的旋转。 

(2) 设^是第二类的，则 | A |= — 1。 于是一1是 A 的一个特征值。 设&是 A 的属于 
特 征值一 1的一个单位特征向量，则〈&>是 A 的一个不变子空间，从而〈&>1也是 A 的一 
个不变子空间。于是是上的一个正交变换。在 〈 A 〉 1 中取一个标准正交基 
在，&，则是 V 的一个标准正交基， A 在此基下的矩阵 B = diag { — 1，压}，于是 
| B 2 |=1 0 据例2,得 


/cos 0 — sin 0\ 

B2 — [ ) ， 

\ sin 0 cos 6 j 

其中6> 满足 0<(9<2 tt 。 若0=0,则 = diag { l ， lh 于是必 2 =么 ，私 3 =而。 从而 
A K 表 >1是恒等变换。又由于 ^4^ = — A ， 因此 

你= U -2 P ) d l , 


i ~ Si — (/ _ 2P) ， f = 2 ， 3 ， 

其中 P 是 V 在〈&>上的正交投影。因此 A = J — 2 P 。 即4是关于平面的镜面反射， 
从而 a 是关于平面> 1 的镜面反射。 

若沒关0,用 c 表示关于平面<&>丄的镜面反射，则= a -2 P ) d l -- d ： ； c^ t = (/- 
2 JP ) A =&，£=1，2。 于是 C 在基 U 2 ,A 下的矩阵 C = diag {—1,1，1}。 由于 



— 1 

0 

0 、 


「一 1 

0 

0、 


「1 

0 

0 、 

B 

0 

cos 0 

— sin Q 1 


0 

1 

0 


0 

cos 6 

— sin d 


0 

sin 6 

cos 0 

> 


0 

0 

1 

〆 


0 

V 

sin 6 

cos 6 


且绕过原点 O 方向向量为心的直线4,转角为0的旋转 H 在基仏，下的矩阵为 
diag ( l ， B 2 } ，因此 

A = CH. 

即 A 等于镜面反射 C 与旋转 H 的乘积。从而 a 是关于平面 〈 A 〉 i 的镜面反射与绕直线 Z 2 
转角为 (9 的旋转的乘积。 ■ 

点评： 我们在本套教材上册补充题五的第4题证明了例11的结论，那时是利用正交 
矩阵的知识和坐标变换的方法来证的。现在用正交变换的理论和空间分解的方法来证 
明，直观性更强一些，特别是对于转轴的刻画和镜面反射中不动平面的刻画更加清晰。从 
例11的第 （1) 小题的证明中 看到： 几何空间中第一类正交变换一定是绕某条直线的旋转。 
由于这个原因，我们借用几何语言，把〃维欧几里得空间 V 上的第一类正交变换称为 V 
的一个 旋转。 从例11的第 （2) 小题的证明中看 到：几 何空间中第二类正交变换是一个镜 
面反射，或者是一个镜面反射与一个绕某条直线旋转的乘积。由此受到启发，我们猜想有 
下述例12的结论。 

例 12 证明： n 维欧几里得空间 V 上的第二类正交变换是一个镜面反射，或者是一 
个镜面反射与一个第一类正交变换的乘积。 

证明 设 A 是《维欧几里得空间 V 上的一个第二类正交变换，则 | Al = — 1。据本套 
教材上册 5. 5节例8得 ，一 1是 A 的一个特征值。设&是 A 的属于特征值一 1的一个单 
位特征向量，则 < A > 是 A 的一个不变子空间。从而也是 A 的一个不变子空间。于 
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是 A| 是 〈&> x 上的一个正交变换。 在 <^)1 中取一个标准正交基 ft ，…，九，则 A ， 

&，… ，&是 V的一个标准正交基。 A 在此基下的矩阵 A=diag{ —1，A 2 } ，其中 A 2 是 
AKAP 在基&，…，也下的矩阵。由于 |A1= — 1，因此， |A 2 |=1。 

若 A 2 = J„— i ，则 …，72。 设 P 是V在〈&>上的正交投影，则 

紙 =—A = ( I -2 P)di , 

,4^, = di — (I — 2 P}di » i — 2 , ••• 9 n . 

从而 A = J—2i>。 因此 A 是关于超平面的镜面反射。 

若 A2H - 1 ，则 

/— 1 0\ /— 1 0\ /I 0 v 

A= ( 0 a 2 )=( 0 a 2 )* (13) 

用 B 表示关于超平面 < A >1 的镜面反射，则 B 在V的基 a ，&，•_•，&下的矩阵为 
diag{—1，U。 设 C 是V上的线性变换，它在基&，系，…，&下的矩阵为 diag{l，A 2 } ，则 
C 是正交变换且是第一类的。从 （13) 式得， A = BC， 即 A 是镜面反射 B 与第一类正交变 
换 C 的乘积。 ■ 

例13设 A 是 n 维欧几里得空间V上的一个线性变换， 证明: A 是镜面反射当且仅 
当 A 在V的任意一个标准正交基下的矩阵形如 J 一 255'，其中 S 是 R n (指定内积为标准内 
积）中的单位向量。 

证明必要性。设 A 是关于超平面< 71 >1的镜面反射， 71 是单位向量，则 A = J—2P， 
其中户是\^在< 71 >上的正交投影。 在(巩) 丄 中取一个标准正交基 识，…，％ ，则 rj ” rj 2 , …， 
>是7的一个标准正交基。由于 P 在此基下的矩阵为 

diag{ 1，0，…， 0} = (1 ，0,…，0)’（1，0, …， 0) = £i b [ , 

因此 A 在基 7]\ ，7 j 2 ，…，卞 下的矩阵 A 为 

== I Si ■ 

设卢 1，你，…，戽是V的任意一个标准正交基，基切 ， r } 2 ，…， 7 j n 到基戶1，戶2，… ，涔 的过渡矩阵 
为 T， 则 了是正 交矩阵，且 A 在基仏，择，…，戽下的矩阵 B 为 

B = r l AT = T ~ l U -2 siEi)T = J — 2(T’ £l ) (T' £l /• 

由于了是正交矩阵，因此 W I = It I =1，即 T ’ Si 是单位向量。 

充分性。设 A 在V的一个标准正 交基〜 ，《 2 ，…，〜下的矩阵 A = J— 25矿，其中5是 
R” 中单位向量。令 71 = ( 01 ，《 2 ，…，由于把V中向量对应到它在标准正交基⑴， 
a 2 , 下的坐标的映射 a 是欧几里得空间V到 IT 的一个同构映射，因此I = |5| =1。 

把 h 扩充成V的一个标准正交基 h，y 2 , …， y„。 设基 ai ，《 2 ，… ，〜 到基 yuh ，…， y„ 的 
过渡矩 阵为丁 ，则了是正交矩阵，且 y, 在基⑴，的，…，《„下的坐标 X, = T&,£=1，2, …， n。 
于是5=7^。由于义5=|5| 2 = 1，因此 

A/i = A(ai »02 9 •" fa„)S = (ai , az ，…， )A5 

=(ai ， a 2 ， … ， a„) (I — 之“)^ = (an ， a 2 ， … ， a„) (5 — ) 

= (ai ， a ： 2 ， … ， a„) ( _ 5) ~ — Yi = (I — 2P) y\ f 
其中 P 是 V 在 d〉 上的正交投影。由于当^ = 2,…时， e/e.^O, 因此当 i = 2, …，” 
时，有 
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A/ t = A(ai * •" )X t — (ai ^az »*** »a„) ATe, 

=(an »a„) ( J — 2S5 7 )Te, = (ai，a 2 ，…， a„)[Tie, — 25( TSei )' Te ,] 

=(ai ^at , ,a „) [71^ — 2&【 ] = (a 】， a 2 ， … ， a n ) (Te, ) = y, = (/ — 2P) y,. 

从而 A = I~2P 0 因此 A 是关于超平面 〈h > i 的镜面反射。 ■ 

点评： 例 13 用矩阵的语言刻画了镜面反射。 

例14实内积空间 V 上的一个变换 A 称为斜对称的，如果对任意有 

( Aa ，0) ―― ( a ,^). (14) 

证明： V 上的斜对称变换 A 是线性变换。 

证明任取对于任意有 

(A(a + jS) » /) =— (a + j3»Ay) = — (a » A/) — A/) 

=( Aa ， y ) + ( A /3, y ) (Aa +^9, y ). 

由此推出 ? A ( a +^) =Aa +4 S 。 

类似地可证 A ( h )= M «， 因此 A 是线性变换。 ■ 

例 15 证 明：〃 维欧几里得空间 V 上的线性变换 A 是斜对称变换当且仅当 A 在 V 的 
任意一个标准正交基下的矩阵是斜对称矩阵。 

证明任取 V 的一个标准正交基％，％，…，％。设 

々（切，取，…，7” ） = (%，7 2 ，…，7")八， (15) 

则在标准正交基 a ，，… ，分 下的坐标的第/个分量为 a 0 = ( A v ” 7^)，“卜1，2,…， n 。 
因此 

A 是 V 上的斜对称变换 
V - — > (Aa — _ (。，邱 ），V a V 

< > (Arjj ，邛、 = — irjj jArji ) ? l^ ： i , 

< > = _ aji , 1 ， Xw 

A 是斜对称矩阵。 ■ 

例 16 设 A 是实内积空间 V 上的一个斜对称变换，证明 ：如果 W 是 A 的不变子空 
间，那么也是 A 的不变子空间。 

证明任取对任意有如 ew D 从而 

(a ， 邱 ) =—(Aar ， 戶 ） = 0. 

因此，部6灰1。于是 Wi 是 A 的不变子空间。 ■ 

例17证明 ：实内 积空间 V 上的线性变换 A 是斜对称变换当且仅当对一切有 
iAa » a ) =0 o 

证明必要性。设 A 是斜对称变换，则 VaGV， 有 （Aa， a ) = -( a ，A^) = — (A«，a)。 
由此推出， （■/lor，cr) — 0 o 

充分性。设线性变换 A 满足 Ua， a )=0, 任取有 

0= (A(a + 戶) ，a 十卢 ）= {Aa + 9 a + jS) 

= {Aa ?a) + (Aa + (邱， a) + (邱 ， p ) 

= (如 ，0) 十 （/4^，a). 

由此推出， (Aar ，卢) = — ( a ， A ^) 0 因此， A 是斜对称变换。 ■ 
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点 评：例 17推广了 10. 3节的例18:把《维欧几里得空间推广到任意实内积空间。 

例18设4是〃维欧几里得空间 V 上的一个斜对称变换。证明 ：存在 V 的一个标 
准正交基，使得 A 在这个基下的矩阵具有如下 形式： 


其中 a ,7^0 ,z 



1，2,… 



o 


证法一 对欧几里得空间的维数〃做数学归纳法。 


(16) 


n = l 时， V 中取一个单位向量 7 ，则¥=<7?〉。 A 在 V 的标准正交基 7 下的矩阵是1 
级斜对称矩阵（0)。因此， n = l 时命题为真。 

假设维数小于 n 时，命题为真，现在来看 n 维欧几里得空间 V 上的斜对称变换 A 。据 


本套教材上册 5. 7 节的例 7 得， A 的特征多项式的复根都是 0 或纯虚数。 

情形1 A 有特征值。此时取4的属于特征值0的一个单位特征向量 7 i ，则是 A 
的一个不变子空间，从而〈 71> ±也是 A 的一个不变子空间。于是上的斜 
对称变换。据归纳假设，中存在一个标准正交基％，…，&，使得在此基下 
的矩阵为 



于是 A 在 V 的标准正交基 ip ，••• n 下的矩阵为 



情形2 A 没有特征值。设士 hi 是 A 的特征多项式的一对共轭虚根。 V 中取一个 
标准正交基 ，& ，…，1。设 A 在此基下的矩阵为 A 。 把 A 看成复矩阵，则士 ai i 是 A 的 
特征值，设兄 + li 是 A 的属于特征值^ i 的一个特征向量，其中 兄，1 6 R ”， 且 
不全为0。则 

A(Xi + iFi) - a.iiX, +U 


由此得出 ，At = ~ a , Y ,，AFi = a x X lo 

令 $1 = ( QTl ， OT2 ，…， ) X 】， 色 = ( QTl ， a ； 2 ， … ， a n ) ， 

JUlJ A^\ = (ai ) *** ?a„) AXi — (ai i«2 »**■ ， a rt )( — a\Y\^ = —， 

A ^ 2 ~ (ai fCt2 ? •** »a n ) AV i ~ (ai »a2 , 

因此 〈f ，? 2 >是4的不变子空间。据例17得， 

0 — (Af 1 » f 1 ) — ( _ ai $ 2 ， ) = — a i ( 芒 1 ，芒 2 ). 

由于 A 关0,因此 （& ，右）=0，即右与$ 2 正交。由于04^，6 2 ) = -(?1，¥ 2 )，因此 

( — a 1 冬 2 ，安 2 、 = — ( ， a 1 & ) . 

由此得出， （$2，?2) = (6l，fl)。 从而 l$2l = l$ll。 由于^1 ^ 1不全为0,因此不全为 
0。从而右，6 2 全不为0。于是&， 色线性 无关。所以〈&，色〉的维数为2。令 


Z + = 1，2，则7^1 J 7 jz 是 〈?1 ，尽2〉的一'个标准正交基。由于 
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，使得<%，來 > i 在此基下的矩阵为 


diag 



0 

0-2 


a 2 

0 


0 


0 


，（），.•• 



由于 V= 〈7^1，72 > ㊉〈71，平> L ，因此％ ， 7)2 ， Tjz ，…， Tj n 是V的一个标准正交基， A 在此基下的 
矩阵为 



据数学归纳法原理，对一切正整数„，命题为真。 ■ 

点评：从例18立即得到， n 维欧几里得空间V上的斜对称变换的迹等于0。 

例 19设4是打维欧几里得空间 V上的斜对称变换。 证明： A — I与 A+J 都可逆。 
证明 据例18得, V中存在一个标准正交基，使得斜对称变换 A 在此基下的矩阵 


A 为 


其中 ,a,^0w' 



1，2,…， s。 于是 A — J 在此基下的矩阵为 


从而 



1 ，… 




| A — I | = (l+d)."(l+af) • ( — 1 ) 7r 2s 尹 0, 
因此 A —J 可逆。从而 A — J 可逆。 





同理可证 a + j 可逆。 ■ 

例 20 设 A 是73维欧几里得空间V上的斜对称变换，令 B=(A + J)(A —JK 1 。 证 


明： B 是V上的正交变换。 - 

证明 据例19得， B 是可逆的线性变换。任取 aG V，记 （A —J 广 1 «=卜则 a = 
(A — I ) j 3= Afi —/3 0 于是据例 17,得 

(a »a) — ( Aj 3 — 尽,邻 — (3) = (^4^3 ， A/3) + (沒，/?)， 

( Ba , Ba )= ( (A + J)/?, (A +/)^)=(却，哗 ） + (0，/?) = (a,a). 

据命题3得， B 是V上的正交变换。 ■ 

点评： 例20中，若 1A| 关0,则 一 1不是 B 的特 征值； 若 |A |=0, 则一1是 B 的特征值。 
理由如 下：设 4在V的一个标准正交基下的矩阵为 A ，则 

| (- DJ-B | - (― ir | I+CA + DCA - ir 1 I 


= ( 一 ir I (A- J)(A- 7)- 1 +(A + /)(A- I )- ： 


= (- ir I (A- / +A + 7)(A- J)- 1 I 
=( — 1)"2 W I A I I (A- J)- 1 1. 

因此，若 | A|#0, 则 一1 不是 B 的特 征值； 若 | A| =0,则 一1 是 B 的特征值。特别地，当 n 
为奇数时，必有 | A|=0, 从而 一 1是 B 的特征值。 

例 21设 B 是维欧几里得空间V 上的正交变换，且一 1不是 B 的特征值。 证明： 
(1) B + JT 可逆； （2) —DCB + J)— 1 是V 上的斜对称变换。 
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证明 （1) 设在 V 的一个标准正交基下的矩阵为 B ， 则 | (_1) J — B | = 
(―1广 U + BI 。 由于 一 1不是 B 的特征值，因此 I J + B 丨关0。从而可逆。 

(2) 任取 记 （ B + J ) 一 1 0 =/?，则《= Bp +卜 

(Aa,a)= — = + {B ⑽ 一 (j 3 ， B / 3 ) —(帥 

=(13，/3) — (/?，灼= 0. 

易知 A 是 V 上的线性变换，因此据例17得， A 是 V 上的斜对称变换。 ■ 

点 评：例 20与例21揭示了斜对称变换与正交变换之间的联系。 

例22设 A 是 n 维欧几里得空间 V 上的可逆线性变换，保持正变性不变（即，若 
(心妁=0，则（如，却）= 0)。 证明 ： A = yfeB ， 其中 B 是 V 上的正交变换，々关0。 

证明 V 中取一个标准正交基 p ，％， …，％。由于 A 是 V 上的可逆线性变换，因此 A 
是 V 到 V 的一个同构映射，从而 A 7 l ， A 72 ，…是 V 的一个基。由于 A 保持正交性不 
变，因此 A % ， At ^ 2 ， … ，七„ 是 V 的正交基。设 ( A77 , ，显然 a t ^0， z = 1，2，…， s 。 取 
a= 7 ji 十仏 ,( 3 = 7 j\ — %，其中 { 2 , 3 ,…， w} ，则 

(a, ( 3 ) = irji + rji, rji — rji) = ( 71 ， 71 ) — ( 7 ,, 7 ,) = 0 . 

由于 A 保持正交性不变，因此 


从而 A 


0= (Aa ， Afi) = {Arj\ + Arji — Ar^) 

={A-q\ ^Arj \) — (A^, ， A 々 , ） = a x — a,. 



于是是单位向量。 

V^i 


因此 



\f a 


A V 



于是 


是 V 上的一个标准正交基。从而 B 



v^i 


A 是 V 上的正交变换（据命题 4) 


o 


A = vW-B- ■ 

点 评：例 22 的证明思路是想找一个与 a 有关的线性变换，把标准正交基％，％，•••，％ 
映成标准正交基，从而该线性变换是正交变换。由已知条件易知， A 7 l ， A 72 ，…，是正 
交基。把它们改造成标准正交基的难点在于证明 | A Vi | = 1 A 7 , |，£ = 2,3，〜， t 2。 我们通过 
构造0^=平+邛小=%—7^ 解决了这个难点。例22的结论表明 ：保持 正交性不变的可逆线 
性变换一定是一个正交变换的数量倍。当 B 是旋转（即第一类正交变换）且 k ^ O 时，祕 
称为相似扩大 （ homothety ) 。 

例23设 A 是实内积空间 V 到自身的满射。证明 ：如果 A 0 = 0 且 A 保持向量间的 
距离不变，那么 A 是 V 上的正交变换。 

证明任取由已知条件得 

| Aa I = I Aa — 0 | = | Aa — AO | = | a — 0 | = | a I » 

(Aa — Aj3 jAa _ A/3) = (a —— 卢 ). 

由于 

(Aar — Aj3 fAa _ A/3) = (Aar ， Aa:) — 2 (Aar ， A^) ~h (A/3 ，邻 ) 

=(a >a) — 2(Ai ，邱 八 + ( 乡， 卢） ， 

(a — _ j 9) = (a » a ) — 2 (a ,^3) + ipjp ) » 
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因此(梟，為 S ) = («，/?)。从而 A 是 V 上的 正交变换。 ■ 

例24设 P 是实内积空间 V 上的一个线性变换， 证明： P 是 V 在一个子空间上的正 
交投影当且仅当 P 是幂等的对称变换。 

证明必要性。设 P 是 V 在子空间 L 7 上的正交投影，则 P 是平行于在 L 7 上的投 
影。据 9. 1节的 （10) 式得， P 是幂 等的； 据 10. 3节的例5得， P 是对称变换。 

充分性。由于 P 是幂等的线性变换，因此据 9. 2节的命题3得， V=Ker P©Im P ， 且 
P 是平行于 KerP 在 ImJ > 上的投影。由于 P 是对称变换，因此有 

a G Ker P \ . / Pa — 0 

< 、 (.Pee » jS ) ~ 0» V P 6 V " 

<=> ( a ， Pj 3) =0， V 

<=> a 6 dm P ) 1 . 

由此得出 ， Ker (Im P ) i ，因此 P 是平行于 （Im P ) i 在 Im P 上的投影，从而 P 是 V 在 

ImP 上的正交投影。 ■ 

点 评：例 24用幂等的对称变换来刻画正交投影，这在理论上有用，例如下面例25的 
充分性的证明以及例28的证明。从例24的充分性的证明看 到：若 P 是对称变换或斜对 
称变换，则 Ker P=(Im P ) i 。当 P 是斜对称变换时，习题第13题证明了此结论。 

例25设 R 和 i > 2 分别是实内积空间 V 在子空间 R 和 U 2 上的正交投影，证 明： 
巧+巧是正交投影当且仅当 L 7, 和 U 2 是互相正 交的； 且此时 A + P 2 是 V 在仏 ㊉ !^上 
的正交投影。 

证明必要性。设广+巧是正交投影，则据 10. 3节的例7得， R +朽 是幂等的。 
同理，由已知条件得， A 和户 2 都是幂等的。据 9. 1节例10得，1^1> 2 =巧巧=0。据 10. 3 
节的例16得， LA 和(7 2 是互相正交的。 

充分性。设 R 与1/ 2 互相正交，则据 10. 3节的例16得，由于 C 
和心是幂等的，因此据 9.1 节的例10得， A +巧 也是幂等的。由于 A 和户 2 是正交投 
影，因此 h 和巧是对称变换，从而对于任意有 

(( jPi + P2 ) a ， 0) = (, P\ce j jS ) ~h (. Pzct ^^ — ( a ， PijS ) + ( a ， P2J3 ) 

—( a ， J > ij 9+ P 2 ~ ( a»(-Pi P2 ) 存) • 

因此巧+仏是对称变换。于是据例24得，巧十巧是 V 在子空间 Im ( Pi + P 2 ) 上的正 
交投影。 

据 10.3 节的例7得， ImP ,= LT ,， K er P , - Uf ， f = l ，2。 由于 LAGL / f ，仏^^，因此 
对任意％61/,，； = 1，2，有 

(Pi + P 2 ) (ai + «2 ) = Pi (ai + a2 ) + P 2 (ai + ^2 ) = Piai + P 2 OL 2 — cri + at . 

从而 LA + L ^ QImCPi + iM 。 任取 yein ^ A + l ^)， 则存在 aGV ， 使得 y = CP i + P 2 )a = 
Pw + Pw 。 从而 因此 ImCA + PjaA + L ^。 从而 

由于因此 PlL 7 2 = 0。 从而 LA + R 是直和，因此 A +込 是 V 在 

仏 ㊉ 仏上的正交投影。 ■ 

例26设广和1> 2 分别是实内积空间 V 在子空间 LA 和1/ 2 上的正交投影，证 明: 

Pi — p 2 是正交投影当且仅当 u ^ u z ，且此时 a — p 2 是 v 在 la 上的正交投影。 
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证明由于 A 是V在 LA 上的正交投影，因此据 10 . 3 节的例 8 得， J — 广是V在 

Ui 上的正交投影，且结合本节的例 25 得 

Pi —P 2 是正交投影 

< > J 一 （Pi —A ) 是正交投影 

^=> (/-Pi) +P 2 是正交投影 

^=> 是 v 在巧 ㊉ l / 2 上的正交投影 

<=> (W) 丄] 07 2 丄）丄，且 A—P 2 是V 在上的正交投影 

仁=> ^^(^，且巧一 p 2 是 v 在上的正交投影。 ■ 

点评： 由于（一巧） 2 =朽=巧关一 p 2 ，因此一朽不是幂等变换，从而一 p 2 不是正交投 
影。因此不能通过巧 一 户 2 =巧+( — 广）的途径来探究例 26 的解法。 

例 27 设 A 和 B 都是实内积空间V上的对称变换，证明 ： 是V上的对称变换当 
且仅当 

证明 AB 是V上的对称变换 
v > (.ABa = (a»ABj9) 9 V a V 

^ —■ ) (Ba ^Aj3) — t V aV 

n (a ^BAj3) — (a»AB^) , V a V 

< > BA^=AB ^, V a V 

<=> BA=AB. ■ 

点评： 由于 V 不一定是有限维的，因此我们没有采用矩阵的途径来证明例 27 。 

例 28 设 1 ^，朽分别是实内积空间V在子空间 R ,L/ 2 上的正交投影。 证明： 
是正交投影当且仅当 P i P 2 =P 2 P } ，且此时 P,P 2 是V在 R f]U 2 上的正交投影。 

证明据例 24 得，都是幂等的对称变换。若，则广 1 > 2 也是幂等 
的。于是据例 24 和例 27 得 

PiP 2 是正交投影<=> P^P ^ 是幂等的对称变换 

<=> PiP 2 =P 2 Pi. 

由于是 7 在认上的正交投影，因此 Im P,=L^，i=l， 2 。 任取 y 6 lm 巧 1 > 2 ，则有 
a ev， 使得 7 （ a )。 从而 yeimp! 。 由于，因此 yeim p 2 。 从而 

。所以| 1 ( 7 2 。任取卢 6 LA A U 2 , 则于是 
因此 从而 所以当 时， 

p^Pz 是 v 在 ana 上的正交投影。 ■ 

例 29 设 A 是； z 维欧几里得空间 V 上的对称变换，其所有不同的特征值为 
AmA 2 ，…， A,， 对应的特征子空间为 Vi，V 2 ，…，V,。用 P, 表示V在V,上的正交投影， 
z‘ = l， 2 , …， _s。 证明： 

( 1 ) V = W ㊉ v 2 ㊉…㊉V ,，其中当 f 关 J 时，V,与V,互相 正交； 

5 > 

( 2 ) PP } = 0 ,当 / 7 ^; ( 3 ) 2 P = ( 4 ) A = XIAJP,。 

1 = 1 i = 1 

证明 （ 1 ) 由于对称变换 A 可对角化，因此 
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V = ㊉ … ㊉V ” (17) 

由于 A 的属于不同特征值的特征向量是正交的，因此当 i 关 j 时，，于是％与 V , 
互相正交。 

(2) 当时， V ,与 V ,互相正交，因此巧厂=0。 

(3) 任取 aGV ， 有 

a — ai + a 2 + *'* H - a s » ai G V,， z = 1 ， 2， …， l (18) 

由于 P , 是 V 在 V , 上的正交投影，因此11111>,=%，从而1^ =〜，/=1，2^"，5。于是当 
j # f 时，= PfP > a ; — 0 © 从而 Pia = P , ( a ； H ~ 2 a 因此 

a = Pi a + p2ff + … + = (Pi 十巧 + … + P s ) a . 

由此得出， A + RH —— h ^= J 。 

(4) 任取 aGV ， 由第 （3) 小题中的有关结论得 

Aa — Aa \ ~\~ Aaz + ••• + Aa s = Ai ai + A2«2 **• + X s a s 


~ AiPia + 又 2p2a + …+ XsPsCt — (AiPi + A 2 -P 2 + …+ A S P S )a. 

由此得出 ^A = X \ Pi 十 A2P2 +… + AA 。 ■ 

点 评：例 29表明 ：若 A 是 n 维欧几里得空间 V 上的对称变换，则 V 能分解成 A 的特 
征子空间的正交直和（即， A 的特征子空间两两正交，且它们的直和等于 V )，并且 A 能分 


解成 A = 其中幻 ， A 2 ，…， A , 是 A 的所有不同的特征值， P , 是 V 在属于 A , 的特征子 

:=1 

空间 V ,上的正交投影“=1，2,…，5。 

例 30 设 A 是 n 维欧几里得空间 V 上的一个对称变换，对于任意且 a 关0,令 


F(a) 


(a ^Ag ) 
( a , a ) * 


证明：⑴ F (^ a )= F ( a ), V ^6 R # ; 

(2) F ( a ) 在 $ 处达到最小值，其中 f 是 A 的属于最小特征值的一个单位特征向量。 
证明 （1) 对任意非零实数々，有 


F ( ka ) = 


(kg ， A(kg) = k 2 iajAa) 

(ka fka) k 2 (a »a) 


= F ( a ). 


(2) 在 V 中取一个标准正交基 7 l ， 72 ，…，％，则 A 在此基下的矩阵 A 为实对称矩阵。 

\ f A \ 

设 a 在此基下的坐标为 X ，则 F («)=^^。 设 A 的72个特征值按照从小到大的顺序排 


成 ; u < a 2 < …，则据本套教材上册 6. 1节的例11得， v«ev 且 a 关0,有 


A ! < F ( a ) 


X f AX 

~ HT 2 


<A 


设 $ 是 A 的属于最小特征值 Ai 的一个单位特征向量，则 


— — Ai (f *?) — Ai. 

因此 F ( a ) 在 f 处达到最小值 ； U 。 ■ 

点评： 例30揭示了 F ( a ) 的最小值就是 A 的最小特征值 A ! ，且 F ( tt ) 在 A 的属于的 
一个单位特征向量 f 处达到最小值。同理可证， F («) 在 A 的属于最大特征值 A „ 的一个单 


_ 
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位特征向量处达到最大值。例30的证明之所以很简捷，是因为引用了本套教材上册 
6.1 节的例11的结论，而例11证明的关键是利用了实对称矩阵 A 能正交相似于一个对 
角矩阵。例30是运用高等代数的理论简捷地解决函数论中最小值、最大值问题的一个例 
子。这表明要善于把分析与代数沟通起来。 

例 31设 V 是〃维欧几里得空间，据 10. 1节例18知道，在 V 上的双线性函数空间 
T 2 ( V ) 与 V 上的线性变换空间 Hom ( V ， V ) 之间有一个同构映射: ~ ^ G ， 其中 

g(a ，= CGa ， ( 3 ) ， 6 

证明： 若&是 V 上的对称（斜对称）双线性函数，则 g 对应的线性变换 G 是 V 上的对称（斜 
对称）变换。反之亦然。 

证明设 g 是 V 上的对称双线性函数，则 V ，有 

(Gx ，= g(a^j3) = g(/3 9 a) = 

因此 G 是 V 上的对称变换。显然，反之亦然。 

设 g 是 V 上的斜对称双线性函数，则 V ，有 

(Ga jJ3) = g(a,/3) =~ g(j3,a) =~ (G^ ， a). 

因此 G 是 V 上的斜对称变换。显然，反之亦然。 ■ 


习题 10.4 


1. 证明： 奇数维欧几里得空间中的第一类正交变换一定以1作为它的一个特征值。 

2. 证 明：欧 几里得空间中的第二类正交变换一 定以一 1作为它的一个特征值。 

3. 设 A 是〃维欧几里得空间 V 上的一个正交变换，它在 V 的一个标准正交基 ttl ， 
« 2 ，…，〜下的矩阵为 A 。 设 a + 是 A 的特征多项式的一对共轭虚根。把 A 看成 复矩. 
阵，叉 +iY 是 A 的属于特征值 a +6 i 的一个特征向量，其中且不全为0。令 

$1 = (ai f 02 9 "• ?a n )X, ^2 — (ai ， a 2 ， ••• ， a„ )Y. 

证明 a 与 & 正交，且1&1 = 1色1。 

4. 设 A 是 3 维欧几里得空间 V 上的一个正交变换在 V 的一个标准正交基〜，以， 
a 3 下的矩阵 A 为 


3 3 3 

. 1 2 2 

— 3 3 3 ' 

_ 2 _ 2 _ 

~ y y t 

V J 

求 V 的一个标准正交基，使得 A 在此基下的矩阵是形如 （3) 式的分块对角矩阵。 

5. 设 A 是2维欧几里得空间 V 上的一个旋转， A 在 V 的一个标准正交基〜 ，的 下的 
矩阵 A 为 


A = 

3 


yio 


3 ] 
>/10 


>/10 
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把 A 表示成2个轴反射的乘积。 

6. 把第 4 题中的正交变换 A 表示成 3 个镜面反射的乘积。 

7. 设 A 是第 5 题中 2 维欧几里得空间 V 上的一个正交变换， B 是关于的轴反 
射，其中 




证明 .A BA 是一个轴反射，并且求出它是关于哪条直线的轴反射? 


8. 设 A 是 n 维欧几里得空间 V 上的一个正交变换， B 是关于超平面 < 7l 的镜面反 
射，其中％是一个单位向量。证明:是一个镜面反射，并且指出它是关于哪个超平 
面的镜面反射？ 


9. 证明： n 维欧几里得空间 V 上的任意一个镜面反射都是 V 上的对称变换。 

10. 设 A 是 n 维欧几里得空间 V 上的一个正交变换，证明： | tr ( A ) | < n 。 


11. 设 A 是^维欧几里得空间 V 上的旋转（即第一类正交变换）， /( A ) 是 A 的特征多 
项式。 证明： 


/( A ) = (― A ) tt /( A — 

12. 证明 ：实内 积空间 V 上的斜对称变换 A 如果有特征值，那么特征值必为0。 

13. 设 A 是实内积空间 V 上的斜对称变换。 证明 ： Ker A=(Im A ) i 。 

14. 设都是 3 维欧几里得空间 V 上的斜对称变换，且证 明：若 KerA = 
Ker JB ， 则 B = ZA ， Z 6 R 。 

15. 设 A ， B 分别是 n 维欧几里得空间 V 上的对称变换、斜对称变换。 证明： tr ( AB )=0。 

16. 设 /(A) 是 n 维欧几里得空间 V 上的斜对称变换的特征多项式。 证明： /( 一 A)= 
(一 l)Y(A) ，从而当々是奇数时 /(a) 中； r_ A 的系数等于0。 

17. 设都是实内积空间 V 上的斜对称变换， 证明： AB 是斜对称变换当且仅 
^AB = -BA 0 

18. 证明：2维欧几里得空间 V 上的斜对称变换 A 满足 

( Aa ， A /3) = I A I ( a , j 3) , V a »^3 G V , 


10.5 酉空间，酉变换， Hermite 变换,正规变换 

本节我们要在复数域上的线性空间中引进度量概念，关键是要引进内积的概念。容 
易想到的是在复线性空间 V 中给定一个双线性函数/，此时对任意且有 

/( ia » ia ) = i 2 /( a , a ) =—/( a ， a ). (1) 

于是若 /( a ， a )>0, 则 /( i a ， i a )<0。 正定性不成立。为了能定义向量的长度，需要有正定 
性，为此应当去掉/对第二个变量也线性的要求。观察 （1) 式的推导过程，发现应当做如 
下 修改： 

f(iaf ia ) ― i /( a , ia ) = i i /( a ， a ) = /( a ， a ) ， （2) 

这也就是让二元函数 / 具有下述 性质： 
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/( a , ia ) - /( ia , a ). (3) 

一般地，让二元函数/具有 性质： 

/( a ， 卢）= /(/?， a )， (4) 

这个性质称为 Hermite 性。由此引出了复线性空间上的内积的概念。 

10.5.1 内容精华 

一、 复线性空间上的内积，酉空间 

定义1 复数域上线性空间 V 上的一个二元函数记作 （ a ，^)， 如果它 满足： 
yevjec ， 有 

1。 ( a »)9) ― (Hermite 性）； 

2° ( a +7， jS ) = ( a ,/3) + ( y ,^) (对第一个变量的线性性之 一）； 

3° ( ka ^)= k < ia ^) (对第一个变量的线性性之 二）； 

4° ( a ， a )>0, 等号成立当且仅当 a = 正定性）， 

那么这个二元函数(《，的称为 V 上的一个内积。 

据内积的 Hermite 性和对第一个变量是线性的，得 

( afk \ j 3 i + k 2 p 2 ) — + k 2 p 2 ta ) = k \ { pi ， a ) 十々 2 (戸 2 ， a ) 

― ^ 1 (.a ) ~h 々 2(a ， /?2). 

内积的这条性质称为对第二个变量是半线性的。 

定义2复线性空间 V 上如果指定了一个内积，那么称 V 是复内积空间或酉空间。 
例如， C ” 中，对于任意 X =- U ： ，: ^ 2 , …， ％)'，规定 

( U ) := 工1 + 工2夕2 + …+ (5) 

显然， ( X ， Y )= IF ^， 且对第一个变量是线性的，且有 ( X ， X ) 二| 2 + k 2 | 2 +…+ | x n | 2 >0, 
等号成立当且仅当 x =0。 因此 ( X ， y ) 是 c " 上的一个内积（称为标准内积）， c n 成为一个 
酉空间。用 f 表示 F " ，则 （5) 式可以写成 

( x , y ) = Yx = y * x . ⑹ 

定义 3 酉空间 v 中，称为 a 的长度，记作 1«1 或者 II a II 0 
由于（ 0,0) = 0(0,0)=0 ，因此丨 0 丨 = 0 。 

当 a 关0时， M >0。 容易证明 

| | — | ^ I I a | » V a G G C. 

为了在酉空间 V 中定义两个非零向量的夹角，需要首先证明下述不等式。 

定理1 ( Cauchy -6 yHHKOBCKU , H-Schwarz 不等式）在酉空间 V 中，对于任意向量 a ， 

"，有 

I (a |^| a M ^9 l * (7) 

等号成立当且仅当线性相关。 

证明当 a # 线性相关时，与实内积空间的情形一样，可证出丨 （ a ， 辦 I = 。 

若线性无关，则对任意复数£，有 a + 啦尹0。从而 
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特别地，取 


0 <1 a I 2 


0 <C I a + ^9 I 

代入 (8) 式得 
— I ia ，0) 


a 


2 


+ tia^p) + t(j 3 ^a) tt I I 


(a ?j3) 


2 


2 


2 


(a ， P) 2 _ 

- 作 2 ■ 

(4) 2 

p\ 2 ~ 

(X 

P 2 


由此得出 ， I ( a ，#) I 〈 I or I \ fi \ o 

定义 4 酉空间 V 中，两个非零向量 的夹角 〈 a ， 和规定为 

(a,5) | 




arccos 


a I I 卢 


(8) 



于是 0<〈《，辦<音_ (10) 

定义 5酉空间 V 中，如果 U ，/?)=0, 那么称 a 与 0正交 ，记作 a 丄休 
显然， a 与自己正交当且仅当《 = 0。 

我们把复数2的实部记作 Re z ， 虚部记作 Im & 

推论 1( 三 角形不等式）在酉空间 V 中，有 

I a | + | ^ \ t V a ^ V . (11) 

证明 | a ~ h ^3| 2 = I or 1 2 十 （a ，0)十 （cr ，卢 ) + I 卢 1 2 = I ar 1 2 +2 Re(a ，0) + I 卢 1 2 

^| a | 2 +2|( a ^)| + |^| 2 ^| a | 2 +2| a ||^| + |0| 2 = (| a ;| + | 川 ） 2 . 

由此得出， \ a + j 3 \ < | a | + |^| o ■ 

推论 2( 勾股定理）酉空间 V 中，若《丄/?，则 

U + 卢 I 2 = U I 2 +1 卢 | 2 . (12) 

证明 |«+卢1 2 = |«1 2 +(«，炉+(0，《) + 1糾 2 = |«| 2 + |/?| 2 。 ■ 

用数学归纳法可以把勾股定理推广为：如果 al , a2 ，… ，〜 两两正交，那么 

I + «2 + *** + a 5 | 2 — I an 1 2 + I a2 1 2 + ■" +1 ot s 1 2 . (13) 

推论 3 酉空间 V 中，对于 V ，规定 

d ( a ^) : = I a — I . (14) 

则 d 是一个距离，从而酉空间 V 对于这个距离成为一个度量空间。 

证明与 10. 2节命题3的证法一样。 ■ 


二、有限维酉空间中的标准正交基 

命题1 酉空间 V 中，由两两正交的非零向量组成的集合是线性无关的。 

证明 与 10. 2节命题4的证法一样。 

酉空间 V 中，两两正交的单位向量组成的子集称为 正交规范集。 ■ 

推论4 在 n 维酉空间 V 中，两两正交的非零向量的个数不超过〜 

证明 由命题1立即得到。 ■ 

定义 6在 n 维酉空间 V 中，由 w 个两两正交的非零向量组成的基称为 V 的 一个正 
交基； 由〃个两两正交的单位向量组成的基称为 V 的一个 标准正交基。 

定理 2 n 维酉空间 V —定有标准正交集。 

证明 取 V 的一个基〜，的，…，〜，对它施行 Schmidt 正交化，可得到一个 与⑴， 
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的，…， A 等价的正交向量组仏，体，…，禺。于是历，体，…，戽是 V 的一个正交基。把每个 
择单位化，即令 

rji = | ^ | 戽， i = 1 ， 2,… ，打， (15) 

则％，％，•••，％就是 V 的一个标准正交基。 ■ 

类似于 10.2 节的例10,可以在酉空间 V 中，定义向量组，…，的 Gram 矩阵。 
一 个基的 Gram 矩阵也称为这个基的度置 矩阵。 

^维酉空间 V 中，向量组 中 ，平，…，&是 V 的一个标准正交基当且仅当 

(7* ， ) =在)， ！■ ，）= 1，2，…， 7?. (16) 

进而当且仅当 小 ，％，…， Vn 的 Gram 矩阵是单位矩阵。 

利用标准正交基，可以很容易地计算向量的内积。设《，/?在标准正交基&，％，•••，> 
下的坐标分别为 X = ( A ，: c 2 ，… , x n Y , Y ={ y l , y 2 ，…，％)'，则 


7i n 71 n n 

(a ， 0) — 抑 ” yj^rji.Tjj) = 2 工 :), = Y* X. (17) 

i =1 7=1 i=l 7=1 i=1 

利用标准正交基，向量的坐标的分量可以用内积表达。设 a 在标准正交基 ％，，…， 

n 

Vn 下的坐标是 ( x ": r 2 ，…， ，则《 =工工七，两边用％作内积，得 

f = 1 

n 

ia ， 7jj) = oc, ( rj t ^ rj } ) = x 3 . 

1 = 1 

因此 or — 2 ( or »7 y , ) 7^,. (18) 

(18) 式称为的 傅里叶 （ Fourier ) 展开， 其中每个系数 （《， 7 ,.) 称为《的 傅里叶 

( Fourier ) 系数。 


n 维酉空间 V 中，设％，％，…， 7 „是 V 的一个标准正交基，向量组戽，择，…，成满足 

(卢1，戶2，”•，戽 ） =(%，识，…，7«)尸， (19) 

Wl A 在标准正交基％，％，•••，>下的坐标是 P 的第 f 列 A ：,， z ‘= l ，2，〜， n 。 于是 

A ， 择，…，戽是 V 的一个标准正交基 


=> ) — 谷 o f ， j — l ， 2 ，…， /z 

^ XJXi %， “j 1,2,- 

•• ， 72 



(X ： x, xrx 2 … xr x n ^ 


- 1 0 … 0 、 


A 2 Ai A 2 A 2 … X! Xn 

m • ♦ 

■ A _ 


0 1 … 0 

» • « 

• • % 


V"* V V * V" V * v 

1 A. n 2 • • • n n 


m m « 

0 0 … 0 

V J 


f Xl * 1 

Xz 

. ( 兄 &… 夂 ）= J 
X ： 

V / 


^==> = J ， 


( 20 ) 
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其中表示 p 转置以后把其中每个元素取其共轭复数。 

定义 7复数域上的 n 级矩阵 P 如果满足 P * J , 那么称 P 是酉矩阵。 

从上面的讨论 得出： 

定理3 设^，取，•••，％是 n 维酉空间 V 的一个标准正交基，向量组戽，洚，…，成 

满足 

(恥，恥，…， &) = ( 71 ，取，…， >) P ， ( 21 ) 

则饵，体，…，戽是 V 的一个标准正交基当且仅当 P 是酉矩阵。 ■ 

从定义7得岀 

n 级复矩阵 P 是酉矩阵 
<=> P* P=I 

P 可逆，且 P — 

<=> PP* =L 

三、 酉空间的同构 

定义8设 V 和 f 都是酉空间，如果存在 V 到 V '的一个双射 a ，使得保持加法和数 
量乘法运算，且^保持内积（即（ ( 7(«)， £ 7(和）=(«，的，乂《，^96\0，那么称0是酉空间\"到 
V 的一个同构映射。此时称酉空间 V 与 V '是同构的（保距同构），记作 V 兰 V '。 

定理 4 两个有限维酉空间同构的充分必要条件是它们的维数相同。 

证明与 10. 2节定理2的证明类似。 ■ 

特别地，任一 〃维酉空间 V 都与装备了标准内积的酉空间 C ” 同构，并且让 V 中每一 
个向量《对应到它在 V 中取定的一个标准正交基 .，平，…， 7 J ” 下的坐标，这个映射是 V 
到 e 的一个同构映射。 

酉空间的同构关系也具有反身性、对称性和传递性。 

推论5设 V 是 n 维酉空间，则 V 上的线性变换 c 是保距同构当且仅当 tr 把 V 的标 
准正交基映成标准正交基。 ■ 

证明与 10. 2节推论7的证明一样。 

四、 正交补，正交投影 

与实内积空间的情形一样，酉空间中有正交补的概念。 

定理 S 设 U 是酉空间 V 的一个有限维子空间，则 

V = (22) 

证明与 10. 3节定理1的证明一样。 ■ 

设 U 是酉空间 V 的一个子空间，如果 V = U ㊉ 17丄，那么有平行于 U 丄在 U 上的投影 
Pt ；， 称它为 V 在 L 7 上的正交投影。 V 中任一向量 a 在 J \； 下的象⑴称为 a 在1/上的正交 
投影。于是 

ari 是 a 在 U 上的正交投影< > a — aiGC /" 1 。 

如果 U 是酉空间 V 的一个有限维子空间，那么存在 V 在上的正交投影 Pu 。在 U 
中取一个标准正交基％，取，…，恥，从定理5的证明中看到，《在上的正交投影⑴为 
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， rj ” …， rjn 、 = (々 1 ， 72 ，…， 7 ") A ， (28) 

则在标准正交基％，供， …，％ 下的坐标的第纟个分量为 

〜= ( An ) ， i = l ，2，."， w . (29) 

因此 A 是 V 上的 Hermite 变换 

<---> {Aa »^3) = (a ^Aj3) ? V a V 

< > ( A^j ^7 ji ) = {rjj » A ^,) * 

< > a iy — a }i , l^i 

< > A(i f j)= A^i ；]) ， 1^2 

<=> A = A ' ■ 

命题 9 酉空间 V 上的 Hermite 变换 4 如果有特征值，那么它的特征值是实数。 

证明假设 A 有特征值义：，设6是 A 的属于特征值的一个特征向量，则 

= (Aif ， f) — Ai I f 1 2 ， 

( f , A $) - ( f , Aif ) = A I f I 2 . 

由于因此 AizX ：。 于是义 1 是实数。 ■ 


七、线性变换的伴随变换 

设 V 是实内积空间，如果 A 是对称变换，那么对任意 


(Aa — (a ，邻）•， 

如果 A 是正交变换，那么对任意有 

(30) 

(Aar ， 卢） = {Aa ,A4 _1 ^9) (a »A _1 ^9 ) ； 

如果 A 是斜对称变换，那么对任意 V ， 有 

(31) 

(,Aa »j3) — — (ajA^) = (a » ( — A)y3). 

设 V 是酉空间，如果 A 是酉变换，那么对任意有 

(32) 

{Aa = (Aa = (a ,A -1 ^)； 

如果 A 是 Hermite 变换，那么对任意 V ，有 

(33) 

iAa fjS) (a ， A^). 

从上述事实受到启发，引出下述 概念： 

(34) 

定义 11 设 A 是复（实）内积空间 V 上的一个线性变换，如果存在 V 上的一个线性 
变换，记作 A* ，满足 


{Aa y /3) = ( a ， A */?)， V G V , (35) 

那么称是 A 的一 个伴随变换。 

从上述事实得出，实内积空间 V 中，对称变换 A 的伴随变换是它 自身； 正交变换 A 的 
伴随变换是 A "" 1 ; 斜对称变换 A 的伴随变换是一 A 。 酉空间 V 中，酉变换 A 的伴随变换是 
A 1 ； Hermite 变换 A 的伴随变换是它自身。 

对于复（实）内积空间 V 上的任意一个线性变换 A 是否都有伴随变换？如果有， A 的 
伴随变换是否唯一？ 

定理 7对于 n 维复（实）内积空间 V 上的任一线性变换 A ，都存在唯一的一个伴随 
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变换 A 、 

证明任给 pe V，据 10. 1节例4 得， R f •• 心 一 ~ 是线性空间V到 V* 的一个同构 
映射。由于办，因此存在唯一的向量 〆 ev， 使得办 A=& ，从而办 C4a)=A( a )， 
V«6V。 于是有 

(Aar »/3) = (a ， 〆 ）， V a G V. (36) 

于是我们得到 V 到自身的一个映射 A' ^^〆。由 （36) 式得 

(Aa 9 ^) - (a,A^), Va,^3 6 V. (37) 

现在来验证是 V上的线性变换。任取 R)， 有 

(a,A* {kp + y )) = ( Aa ， k /3 十 >0 = (Aa , kj 3) + (Aa ,/) 

= k ，y3) 十 （A? ， y) = kiajA * j 3) + Ca»A* y) 

— ( a y kA * 0) (a»A * y) = (a * p-\- A' y), 

因此 A* C^+y)-M^+A* y. 

从而是 V 上的一个线性变换。这证明了存在性。 

唯一性。假设还有线性变换 B 使得 

(Aa,^) - (a,BjS) , 6 V, (38) 

则从 （37) 和 （38) 式得 

ia^A* = (at) , V a ^ V. 

由此得岀，因此 A*=B。 ■ 

对于无限维复（实）内积空间 V，V 上的线性变换 A 可能有、也可能没有伴随变换。从 
定理7的唯一性的证明看到 ：如果 A 有伴随变换，那么 A 的伴随变换是唯一的。 

定理8设 A 是 n 维复（实）内积空间V上的一个线性变换，如果 A 在V的一个标准 
正交基 p ，& ，… ，& 下的矩阵为 A ，那么在这个标准正交基下的矩阵是 A ' 

证明设 A =( 七），且在基 Vl ， V ， 下的矩阵为 B = 由于对于 W， 

J<n ， 有 

a }i = { Arji ，％、 = y ^ } ) = ( A * rjj ，％) — b i} , 

因此 A' = B。 从而 A* =B。 ■ 

定理 9 设 V 是复（实）内积空间， A，B 是 V 上的线性变换 dec (或 R)。 如果 A，B 

都有伴随变换，那么 A+B,M,AB,A* 都有伴随变换，且 

(A + B)* = A* +B * ， CM)** = M* , 

(AB) # = BA* , (A^)* - A； 

进一步，如果 A 可逆，且 a - 1 也有伴随变换，那么 A* 也可逆，且 (A* )- 。 

证明任取有 

aA + B)a,p)= (Aa (J 3) + (Ba ,^) - (a,A * /?) + (a,B* 

- (a,(A* +B* ) 戶）， 

i(kA)a^) — k{Aa ， p) = kia^A* = (a»M * jS) 
aAB)a,^= (Ba ， A* 阶二 (a,B* A*^), 

(A * a jj 3)= (卢， A*a)= (邱， a ) = ( a ，邻）， 

因此 04+5)* =A* +B* ，（M)* AAB)* =B* A*，（AT =A. 
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若 A 可逆，则 AA - 1 = J 。 由于也有伴随变换，因此 （ AA-y = 

(A 一 1 Ar = J *。 从而 （A —in = A * (A — i )* =1。因此 A * 可逆，且 （ A * O ' 

注 1 对于任一域 F 上的 w 维线性空间 F ” ，设 

a = (〜 ，a 2 ，…， )’ ， fi = (bi ， b 2 ， … ， b n )’ • 

令 

= a x bi + a 2 b 2 H 十 a n b n ， 

则 （《，/?) 是 F 上的一个非退化对称双线性函数，依照定义 11 可以给出 P * 上线性变换 A 
的伴随变换的定义。注意到定理 7 的存在性证明关键是利用 10. 1 节的例 4, 而例 4 
的结论对于域 F 上 n 维线性空间 V 上的非退化双线性函数都成立，因此与定理 7 的证明 
完全一样可以证明： F ” 上任一线性变换 A 都存在唯一的伴随变换 A ' 

注 2从定理9的公式看出，从 A 过渡到有点像复数 z 取共辄复数 5。 我们知道， 
一 个复数 z 可以写成％ = ^ + &，其中而实数 a 具有性质 A = a 。 下面看看一个 
线性变换 A 如果有伴随变换 A * ，那么 A 能否写成，其中=皂， ； =1，2。事 
实上，只要令 

A , - 士 ( A + A * )， A 2 = ‘( A — A * )， 

L l \ 

JSO A； =A 1 ,A 2 * =A 2 ，且 

A = A , + iA 2 . (40) 

即任一线性变换 A 都能表示成 （40) 式，其中 A ,， A 2 都是 Hermite 变换； 此外，还可以证明 
A 的这种表法是唯一的，参看本节典型例题的例32。 

八、正规变换 

对于有限维复（实）内积空间 V . 上的线性变换 A ， 在什么条件下存在 V 的一个标准正 
交基，使得 A 在此基下的矩阵是对角矩阵？ 

首先推导必要条 件：假 设存在 V 的一个标准正交基％ ，平 ，…，如，使得 A 在此基下的 
矩阵 A 为对角矩阵 

A = diag{Ai ，又 2 ， … ，入 》 } ， (41) 

则 A 的伴随变换 A * 在此基下的矩阵为 

A * = diag { Ai ，久 2 ，…，又 n }. (42) 

从 （42) 式看出，若 V 是 n 维欧几里得空间，则 A * = A 。 从而 A * ，即 A 是对称变换。 
在 10.4 节中已证这个条件也是充分条件。若 V 是 n 维酉空间，则从 （41) 和 （42) 式得出， 
AA *= A * A 。 于是由此受到启发，引出下述 概念： 

定义 12 设 V 是复（实）内积空间 ， A 是 V 上的线性变换，如果 A 有伴随变换 A * 且 

A * A = AA * , (43) 

那么称 A 是正规变换。 

定义 13 —个 n 级复（实）矩阵 A 如果满足 



(39) 


A* A = AA* , 


(44) 
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那么称 A 是正规 矩阵。 

从上面的讨论知道，对于 w 维酉空间 V 上的线性变换 A ， V 中存在一个标准正交基使 
得 A 在此基下的矩阵为对角矩阵的兮、罕学疗是 A 为正规变换。下面来证明这也是充分 
条件。先证明两个引理和两个定理^ ^ 

引理 1设 A 是复（实）内积空间 V 上的正规变换，则对于任意向量有 

I Aa | = | A* a I. (45) 

证明 因为 AA" A ， 所以 

Aa \ z ~ (Aa jAa) = (afA* Aa) — (a,A4 # a)» 

I A-a I 2 - (A*a,A*a) = (a,(A # )* A*a) = (a,A4*a). 

由此得出， | A | = | A * a |。 ■ 

引理 2 设 A 是复（实）内积空间 V 上的正规变换， r 是任一复（实）数，则 d - A 也是 
V 上的正规变换。 

证明 由于 （ cJ — A )* = cI - A * ，因此 

(cl — A) (cA — A) * = (cl — A) (cl — A* ) = ccl — cA * — cA + AA * , 

(cl — A) * {cl — A) = {cl — A* ) {cl — A) — Ccl — cA — cA * + A * A. 

由此得出 ， d — A 是正规变换。 ■ 

定理 10 设 A 是复（实）内积空间 V 上的正规变换，则是 A 的一个特征值当且仅 

当17是的一个特征值4是 A 的属于特征值 A : 的一个特征向量当且仅当 f 是的属 
于特征值 X 7 的一个特征向量。 

证明 是^4的特征值且乒 0) 是 A 的属于 A : 的一个特征向量当且仅当 = 
Aj ， 即 （ A ^ J — A )$=0。 因此为了证明定理10,就只要证 

I (AJ — 丨=| ( A 7/- A * )e I . (46) 

据引理 2 得， AJ — A 是 V 上的正规变换。由于 ( AJ —= A ；1- A * ，因此据引理1立即 
得出 （46) 式成立。 ■ 

定理 11 设 A 是复（实）内积空间 V 上的任一线性变换，且 A 有伴随变换 A ' 如果 
W 是 A 的不变子空间，那么 钟^是 A # 的不变子空间。 

证明 任取卢 ew 1 ,要证任取由已知条件得，于是有 

( a,A * = (Aa = 0. 

因此丄。从而 W 丄是 A * 的不变子空间。 ■ 

现在来证明本小节的主要 定理： 

定理 12设 A 是有限维酉空间 V 上的正规变换，则 V 中存在一个标准正交基，使得 
A 在此基下的矩阵是对角矩阵。 

证明 对酉空间的维数 n 作数学归纳法。 

72=1时，命题显然成立。 

假设对于1维酉空间 V 上的正规变换命题为真，现在来看〃维酉空间 V 上的正 
规变换 A 。 

由于 V 是复数域上的线性空间，因此 A 必有特征值。取 A 的一个特征值 A : ，设 Vl 是 
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A 的属于 Ai 的一个单位特征向量，则据定理10得，％是义 # 的属于特征值 X 7 的一个单位 
特征向量。于是〈％>既是 a 的不变子空间，又是 yr 的不变子空间。据定理 11 得，〈巧〉 1 
既是 a * 的不变子空间，又是 （ a * r (即 a ) 的不变子空间，于是有 < 71 ”上的线性变换 
Ai < 7 l >」 和义* |< 71 > L 0 从线性变换的伴随变换的定义可看出，1〈％”是4|<7 ?1 > 1 的 
伴随变换。从正规变换的定义看出 ， A | < Vl > [ 是 〈 71 >1上的正规变换。由于 
<7^1彳 ㊉ ^〉^，因此〈^”是”一1维的。据归纳假设，存在〈％〉丄的一个标准正交基 
识，…，％，使得在此基下的矩阵为对角矩阵 diag { A 2 ，…， A „}。 从而 A 在 V 的标 
准正交基 rj \， rj 2 ，…， 7 j n 下的矩阵为对角矩阵 diag { Ai ， A 2 ，…， A „} 。 

据数学归纳法原理，对一切正整数 n ， 命题为真。 ■ 

从定理12的证明过程看出，这个命题的成立强烈地依赖于复数域的特 性：每 个次数 
大于0的复系数多项式都有复根。 

由于容易看岀 （利 用定理8)，在有限维复（实）内积空间 V 中，线性变换 A 是正规的当 
且仅当 A 在 V 的任一标准正交基下的矩阵是正规的，因此从定理12立即 得到： 

定理 13 对于复数域上的任一 n 级正规矩阵 A ， 存在一个酉矩阵 P ， 使得 F 为 
对角矩阵。 ■ 

显然，在酉空间中，酉变换、 Hermite 变换都是正规变换，因此定理12对于酉变换、 
Hermite 变换都成立。显然酉矩阵、 Hermite 矩阵都是正规矩阵，因此定理13对于酉矩 
阵、 Hermite 矩阵都成立。于是 n 级酉矩阵 A —定酉相似于一个对角矩阵 D = diagUi ， 

A 2 ，…， AJ ， 即存在一个酉矩阵 P ， 使得 P 由于 

DD 9 = (P- 1 AP)(P^AP)* = P J APP* A* (P- 1 )* = P l AA^ P - J, 

因此 A ; X ；=1， 从而 U , l = l 。 于是 

A ； = cos 0 } + isin 0 } , 0 < $ < ， j = 1,2 , ••• ,ti. 

利用欧拉公式可以把 A , 写成，这样我们证 明了： 

定理 14 任一 72级酉矩阵 A —定酉相似于一个对角矩阵 

diag { e %， e % ，…， } ， (47) 

其中 0< A <27 t，j = l ，2 r »， n 。 ■ 

同理，《级 Hermite 矩阵 A —定酉相似于一个对角矩阵 D = diag { Ai ， A 2 ，…， Ad 。 由 
于 Hermite 变换的特征值都是实数，因此 Hermite 矩阵的特征值都是实数。从而 得到： 
定理 15 任一 n 级 Hermite 矩阵都酉相似于一个实对角矩阵。 ■ 

从上面看到，由于引进了正规变换和正规矩阵的概念，因此统一、简便地解决了酉矩 
阵和 Hermite 矩阵在酉相似下的标准形问题。 


九 、 Hermite 型 

我们知道， n 维欧几里得空间 V 中装备的内积是一个正定的对称双线性函数， V 中取 
一个基后，内积在 ( a ，《) 上的函数值的表达式是 a 在此基下的坐标 （ A ， A ，…， : r „)' 的一个 
二 次型： 

n n 

(o; »cr) ~ > :〉: di } xiXj . 


(48) 
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现在我们来看 n 维酉空间 V 中装备的内积。 V 中取一个基^ ，(^ ，… ， a „ ，其 Gram 矩 
阵记作九称 A 是内积在基 ai ， tt2 ，…，〜下的度置矩阵。据内积的 Hermite 性得， 

(aj fa ：) — (ai » a > ) ，因此 

A * = A , (49) 


n 


n 


从而 A 是 Hermite 矩阵。设 A = ( a y )，a = = ，则 


n n 


n n 


(a,p) = XI 2^ 






n n 


(a ， a) = 2 y^aijJQi J：j = X* AX , 


其中 X = ( jCy , j : 2 ，•••，〜）’ 


o 


定义 14 n 个复变量： CHX2 ，•••，〜 的表达式 


(50) 

(51) 


(52) 

i — 1 j = l 

其中称为一个 /! 元 Hermite 型 ，矩阵 A =( a t ) ) 称为这个 Hermite 型的矩阵，它是 
Hermite 矩阵。 

设尤=(4，: c 2 ，…，〜/，则 （52) 式可以写成 

X * AX . (53) 


从上面的讨论知道，〃维酉空间 V 中给定一个基后，它装备的内积在（&«)处的函数 
值的表达式 （51) 是 a 的坐标的 Hermite 型，这个 Hermite 型的矩阵就是内积在给定基下 


的度量矩阵。 


由于 Hermite 型 （53) 的矩阵 A 是 Hermite 矩阵，因此 


( X * AX ) = 


X f AX 












从而 X * AX 总是实数。 

由于 Hermite 矩阵 A 酉相似于一个实对角矩阵，因此存在一个 n 级酉矩阵 P ， 使得 
p —】 AP = diagU 1 ， A 2 ，…， a „}。 令 其中 …，30’，则 

X * AX = y # P * APY = ( P ~ 1 AP)y 


= Ai^i ^1 + A 2 ^2 yz H - \~Xnyn y „. (54) 

这证 明了： 

定理 16 对于 n 元 Hermite SIX * AX ， 存在酉替换 X=PV (即 P 是酉矩阵），使得 

X * AX = Ai^i + Az^z : y2 + … + X n y » y „ , (55) 

其中 ； h ， A 2 ，…， A „ 是 A 的全部特征值，它们都是实数。 ■ 

定义 IS Hermite 型 X * AX 如果满足 

X-AX > 0, vx e c n 且 X 关0， (56) 

那么称 X * AX 是一 个正定 Hermite 型。 一 个正定 Hermite M X m AX 的矩阵 A 称 为正定 

Hermite 矩阵。 

正定 Hermite 矩阵与本套教材上册第6章所讲的正定矩阵（正定对称矩阵）很相像， 
不过前者是复数域上的矩阵，后者是实数域上的矩阵。 
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定理17设 A 是 n 级 Hermite 矩阵，则下列命题 等价： 

(1) A 是正定 Hermite 矩阵； 

(2) 对于任意 n 级可逆复矩阵 B ， 有是正定 Hermite 矩阵； 

(3) A 的特征值全大于0; 

(4) 存在 n 级可逆复矩阵 C ， 使得 

(5) A 可以分解成 CT Q , 其中 Q 是 n 级可逆复矩阵； 

(6) A 的所有顺序主子式全大于0; 

(7) A 的所有主子式全大于0。 

证明 （1)=>(2)对于任意 X 6 C ” 且 X 关0,由于 B 可逆，因此由于 A 
是正定 Hermite 矩阵，因此 

X * ( B * AB)X = ( BX ) # A ( BX ) > 0, 

从而 B * AB 是正定 Hermite 矩阵。 

(2) =(3) 由于 A 是 Hermite 矩阵，因此存在酉矩阵 i 5 , 使得 P — 1 = diagU ， 

A 2 ，…， A „} ，其中 AhA 2 ，…， 是 A 的全部特征值，且都是实数。由假设得，是正定 
Hermite 矩阵，由此得出 f ( P - 1 AP ) e ;>0 ，即 A,>0，f = 1，2，…， w 。 

(3) =>(4)由于 A 是 Hermite 矩阵，因此存在酉矩阵 P ， 使得 P — 1 AP = diagU ! ， 
A 2 ，…， AJ , 其中 是实数 ， z = l ，2, …， 72。 由假设; ^>0,£=1,2,*",72,令 

Q = diag{ yi7» \/a7* *** ，， 

则 i ^ AP ^ QQ ， 从而 $ C = PQ - S 则 

C m = ( PQ " 1 )* = Q—W = Q - 1 P~ l , 

于是 C * AC = I 。 

(4) =>(5) 由假设 C * AC = J ， 于是 A =( C * KY - 、 $ Q = C - S 则 

q * = ( cr 1 )* = ( cr 1 )，= (W = ( c ， r 1 ， 

因此 A = Q * 

(5) =>(1) 设 A = Q * Q ， 其中 Q 可逆，则对于任意 xec ” 且 XtM )， 有 

X * AX = X * Q*QX = ( QX ) # ( QX ). 

设 = …， a „)'， 则 

X * AX = a Y a ： + a 2 a 2 + … ~ ha n a n 

=I a x I 2 + | a 2 I 2 H - +1 a n | 2 > 0, 

因此 A 是正定 Hermite 矩阵。 

(1)<=>(6) 类似于本套教材上册 6. 3 节定理 3 的证法。 

(1)<=>(7)类似于本套教材上册 6. 3节的例8的证法。 ■ 


10.5.2 典型例题 

例1用 £[ a ，6] 表示区间|>，6]上所有连续复值函数组成的线性空间，规定 

(/( 工），茗（工 ）） ：=/ ( x ) ^( x ) cKj :). (57) 
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证明：（/(工，），尽(工））是£[«，6]上的一个内积。 

证明 对于任意 fix) jg(x) ， h(i) GC[a,6]，々6C， 有 


(g(x) f fix) ) = g (x) f(jr)dx 


a 


h 


a 


g (x) f(jc)dx = (/( 工） ， g(x)) 


( fix) + h(jc) ^g(x )) 


(/(x) + h(x) ) ^(jr)dx = (/(jc) ^g(x) ) + (/i(x) ^g(jr )); 


b 


(kf(x) ^g(x))= kf (x) g(x)dx = k(f(:r) 9 g(jo ))； 


a 


(/(x) ， /(x)) 




/ (jo) /(:c)cLr 


a 


b 


a 


/(x) 1 2 dr > 0 ， 


等号成立当且仅当1/(工）| 2 =0(“<1<«，即 /(x) = 0,^G[a,6] 
综上所述 ，（/(x)，gu)) 是 e[«， 幻上的一个内积。 


o 


例 2在 M,(C) 中，规定 


(A,B) ：= tr(AiT )• 


(58) 


证明 ：（A，B) 是 K(C) 上的一个内积 


o 


证明 对于任意 A，B，CeM n (C)，々eC， 有 

(B.A) - tr(BA* ) = tr(BA^) = tr(SV 


tr {( BA f V ) = (A，B) 


(A + C,B) = tr((A + C)B # ) = (A，B) + (C,B)； 
(M，B) = tr((M)B^ ) = k tr(AB* ) = KA，B); 


n 


n 


(A，A) = tr(AA * ) = 2 * )(“?’）= ^ A(f ;j)) 


n rt 


= 2S I a (/； 7 ) r ^o, 

i= 1 J ^ 1 

等号成立当且仅当 I A(z;j) I =0G，J = 1 ， 2,… ， w) ， 即 A = 0。 
综上所述， （A，B) 是 M„(C) 上的一个内积。 

例 3在酉空间 V中，由内积可诱导出V上的一个函数 g 


^(a) — (a，a) ， 


Va e v , 


(59) 


称 g 是 V 上的 Hermite 二次函数。 证明： 对任意 《 ，卢6 V ， 有 

(a ， P) = -^g(a 十戸） 一 -~g(a — 卢）十十 ij3) — — i(3) • 


(60) 


(60) 式称为 极化恒等式， 它也可以写成 


13) = 士 f ； i 叫 a 



2 

令 


证明 对于复数 z = a + 6i， 有 iz= — 6 + ai 。 因此 lm(z) 


(61) 


Re ( — iz)。 从而对于任 


意 a V ，有 

(a *j5) — Re(a，3) + i Re( — i ( a ，/3)) = Re(a，y9) + i Re(a，ip) ， 
q(a :t /3) = (a±0 ， a±0) =1 a | 2 士 2Re(a»^) +1 召 1 2 ， 
q(a 土 i /3) = (a 土 i^a ± 0) = I a 1 2 士 2Re(a ，切） 十 I /? 1 2 . 

从 （63) 和 （64) 式得 


(62) 

(63) 

(64) 


q(a + j 3) — q(a + i^) = 2Re(a — 2Re(or，0) ， 


(65) 
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q(a + (3) — qia — i/?) = 2Re(a ，戸 ）+ 2Re(a ， i /?) ， (66) 

qia — 0) — g(.a i^3) = — 2Re(a»^3) — 2Re(a ， ip). (67) 

(65) 式减去 （ 67) 式， （ 65) 式减去 （ 66) 式，分别得 

qia 一 qia 一 0) = 4Re(a ， y9) ， (68) 

— g ( a + i/?) + ^ ( a — ip) = — 4Re(a»i^9). (69) 

于是从 （ 62) 、（ 68) 、（ 69 ) 式得 


(a»/?) — -^qia H - j3) — ~^g(a — 0) + -^g(a + ij3) — — iy9) 

= \ w u 

4 m=l 

点 评：例 3 中极化恒等式表明，酉空间中的内积完全由 Hermite 二次函数 g 决定。 

例 4写出1级酉矩阵的形式。 

解设 A = ( a ) 是酉矩阵，则 A 11 A = J ， 即加= 1 ，于是|< 2 | =1。因此 a = e i 0 ， 从而1级 
酉矩阵形如 （ e 。， 其中 0<6><2 tt 。 

例 5 证明： 酉空间 V 中，酉变换的特征值的模为1。 

证明 设 Ai 是酉变换 A 的一个特征值，则 V 中存在非零向量 I 使得 Ae = A 1( f 。 于是 

^ ( Ai ^ fAi ^) — Ai Ai — I Ai | 2 ( 冬，芒) • 

由于 A 是酉变换，因此 (¥，¥) = ($，$) 。由于（尽，$) #0，因此 I A ! | 2 = 1，于是 Ui 丨=1。 ■ 

例6 证 明：上 三角的酉矩阵必为对角矩阵，且其主对角元的模都等于1。 

证明 设 A 是 n 级上三角的酉矩阵，则 A 可逆且 AN = A ' 由于 / T 1 是上三角矩阵， 
因此 A * 是上三角矩阵，从而 A=GV / 是下三角矩阵，于是 A 是下三角矩阵。因此 A 是对 
角矩阵。由于，因此 S ^777 yA ( M ) = l 。 于是 A 的主对角元的模都等于1。 ■ 

例 7证明 ：任一 n 级可逆复矩阵 A —定可以分解成焱=/^，其中 P 是 72 级酉矩阵， 
B 是主对角元都为正实数的《级上三角矩阵，并且这种分解法是唯一的。 

证明 可分解性。利用 Schmidt 正交化和单位化的公式，详细过程与本套教材上册 
4.6 节的例3的可分解性证明一样。 

唯一性。用反证法，然后利用例6的结论。详细过程与本套教材上册 A 6节的例3 

的唯一性证明类似。 ■ 

点评： 从例6、例7看到，复数域上的酉矩阵与实数域上的正交矩阵有类似的性质。 
又如在本套教材上册习题 5. 7的第6题证明了“酉矩阵的特征值的模为1”。而从本节定 
理14与 10. 4节定理1的矩阵语言叙述看出，酉矩阵与正交矩阵具有不同的性质。 

例 8 证明： 酉空间 V 中， Hermite 变换 A 的属于不同特征值的特征向量一定正交。 
证明 设 Ai ， A 2 是 Hermite 变换 A 的不同特征值，&，分别是 A 的属于 Ai ， A 2 的特 

征向量，则 _ 

A 1 ( f 1 * ^2 ) — (Al ，$2 ) = 1 9 $2 ) = ( ? 1 ? ) — ( fl ，又 2 $2 ) ~ A2 (^1 ? $2 ) * 

据命题 9， A 2 是实数，因此由上述式子得出，，色）=0。 ■ 

点评： 酉空间中的 Hermite 变换与实内积空间中的对称变换有类似的 性质； 复数域 
上的 Hermite 矩阵与实数域上的对称矩阵有类似的性质。 
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例9设 H 是72级 Hermite 矩阵， 证明： 

(1) J — 与 J + iH 都 可逆； 

(2) A =( J—ifDCJ + iHr 1 是酉矩阵，且 一 1不是 A 的特征值。 

证明 （1) 据定理15得，存在 72 级酉矩阵 P ， 使得 

P _1 HP = diag { Ai ， A 2 ，… ， A „} ， 

其中 AmA 2 ，…，是只的全部特征值，它们都是实数。于是 

P^ 1 (J~iH)P = I —i diag{；U，A 2 , …，; U = diag{l—Ad ，…， 1—A„i }， 
P l (/ + iH)P = / + i diag{Ai， A 2 ,-,A„} = diag{ 1 + Ai i ，…， 1 + A„i} ， 
从而乒0。因此可逆。 

a 

⑵ P-U 闕-卬，点 ’…士 


P^AP 


= P " 1 ( / - iH ) PP 1 ( J + iH ) 1 P = 



1 — Ai i 

l + J^i 


1 A„i I 

r+XTir 


因此， （ p — mpkp—M pr =/。 从而 p — iAP 是酉矩阵。由于 p 是酉矩阵， p - 1 也是酉矩 
阵，因此 A 是酉矩阵。 


从广 1 AP 的表达式看出， A 的全部特征值是 ^ ^，j = l ，2，〜， n 。 假如 — 1，则 

得1 = 一1，矛盾。因此 一1 不是 A 的特征值。 ■ 

点评： 从例9的证明中看到，利用 Hermite 矩阵的酉相似标准形可以使证明过程很 
简洁。由此体会到我们为什么那么强调研究矩阵的相似标准形。从例9的证明中看到， 
P 1 (J — ifOP 与 + 可交换，从而 I — iH 与 （ J + iH )- 1 可交换。从例9的第 

(2) 小题的证明看出，类似地可证 B =( J + iH)(J — iHr 1 也是酉矩阵，且一 1不是 B 的特 
征值。 

例 10 设 A 是 n 级酉矩阵 ，且一 1不是 A 的特征值， 证明： J + A 可逆，且 

H =— i(J — AKI + A )— 1 


是 Hermite 矩阵。 

证明 据定理 14 得，存在 n 级酉矩阵 P ，使得 

P~ l AP = diag{ e 10 ' , e'^ 2 ， … ， e %}， 

其中于是 

P^ 1 (Z + A)P = diag{l + e^ , 1 + ，…， 1 + 〆”}. 

由于一 1 不是 A 的特征值，因此 1 + A 关 0^ = 1 ， 2 ，〜， 72 。从而 U + A| 关 0 。于是 J + A 

可逆。 

P~ l (I-A^P = diag{l — ，1 —e% ， … ， 1 _#}， 

P-^I + A^P = (P~ l U + A)Py l = diagUl + e%)— 1 ，…， （l + e%r 】}， 


由于 


P— 1 HP = diag 



1 — e 吶 

1 + A ’ 
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/— - 1 \ — .1 — e- 1 〜— .e (e^ — 1) — ^— 1 — e 巧 

(― 1 1 + e 咚 ) = 1 1 + = 1 e-^ (e% + 1) = U 1 + e% ’ 

因此 DspHfiP 满足 IT =D ， 从而 D 是 Hermite 矩阵。由于 H = PDP— 1 ，且 P 是酉矩 
阵，因此 

H* = (PDF' 1 )* = PD* = PDP~ l = H, 


从而 H 是 Hermite 矩阵。 ■ 

点评： 从例 10 的证明中看到 ， f VI — A ) P 与 P _1 a + A 厂 1 P 可交换，因此 J — A 与 
( J + Ar 1 可交换。例 9 建立了 n 级 Hermite 矩阵组成的集合 n 到不以 一1 为特征值的 n 
级酉矩阵组成的集合 U 的一个映射 a : Hi ~~ -(J-iH)(7 + iH)- 1 0 记 A = (I — iH) 
(J+iH) — \ 于是 A(J+iH) = J —iH 。 从而 i(A+I)H=/ — A 。 由于 一 1 不是 A 的特征 
值，因此 J+A 可逆。于是 1(/+ 焱 ）—】（1 — A ) = — i(J —A)(J + A) — \由此看出， 
例10中把不以 一 1为特征值的酉矩阵 A 对应到 一 i(J — A )( J + Ar \ 是*7到《0的一个映 
射，它是 a 的逆映射，因此 a 是/3与 L 7 之间的一个 一一 对应，称 ct 是 Cayley 变换。它类似 

于实数集 R 到复平面的单位圆（去掉一 1对应的点） G 的一个映 射少： 

<P : R ― ★ C' 


a 


由于对任意 aeR ， 都有 


1 — ai \ /1 — ai 

1 + a i ) (iTTi 


因此 


l~ai 
1 +ai 


o 


显然 


1-ai 
1 +ai 


1 — ai 
l+ai 


1 - ai 1 


l+ai 1 


ai 


t 


a\ 


(70) 


#一1，因此少是 R 到 G 的一个映射。记 z 




1 — ai 
1 +ai 


，则 


z(l+ai) = 1—ai 。 移项得 （ z+l)ai= 1 — 由于 z 尹 _ 1 ， 因此 a = 。从而把模为 

1丄十 Z 


1的复数 H 参一 1) 对应到的映射是0的逆映射。因此步是实数集 R 与复平面的 

1 丄一 hs : 

单位圆（去掉 一1 对应的点） Ci 之间的一个——对应。 

在 10. 4 节的例 20 和例 21 中，我们讨论了欧几里得空间中斜对称变换与正交变换之 
间的联系，有点像现在讨论的 Hermite 矩阵与酉矩阵之间的联系。为什么不去讨论对称 
变换与正交变换的联系，而是讨论斜对称变换与正交变换的联系呢？这是因为对称变换 
的正交相似标准形是对角矩阵，而正交变换与斜对称变换的正交相似标准形都是可能含 
有2级子矩阵的分块对角矩阵。 

例 11 求出所有2级酉矩阵。 

解设 


ran a\z 

A = 

^21 ^22 

是酉矩阵，则 AH = A *。 于是有 


1 

<^22 ^12 


d\\ ^2i 

1 A 


— a 2 i ail 


^12 a n 

、 J 
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(4) 对于在第 （3) 小题的 V 的一个基下的坐标为尤, 

(H x ,H 2 ) = X(X 2 , 

这定义了 V 上的一个内积。设 A 是2级酉矩阵，令 

A ( H ) = AHA — 1 ， 


1，2 0 令 


VH 6 V , 


证明 A 是 V 上的一个正交变换 


o 


(5) 证明 ：对于 V 中每个非零元 H ， 存在行列式为1的酉矩阵 A ， 使得 


AHA 1 = 


c 0 
0 — c 


其中 r >0 


o 


(1) 解 设 是迹为0的2级 Hermite 矩阵，则 +/ i 22 =0，且 = H,BP 



九 21 


'"11 

厶12、 

厶 12 

方 22 

> 


方 21 

V 

六22 

j 


从而 A 




11 — 办11 ，办21 ~^12，九22 

^11 = 

其中 ： c ,6 R ，_; = l ，2,3。 因此 


工1 


h U o 于是 
^ h Z2 = 


工1 


h 


12 


x 2 + ix 3 ， 


H 


Xi 


x 2 + ix 3 


(74) 


Xz — IXz — 

易验证，对任意实数 Xpxmp 形如 （74) 的矩阵 H 都是迹为 0 的 2 级 Hermite 矩阵。 

(2) 证明 显然 V 对于矩阵的加法封闭，且满足加法的4条 法则； 对任意 a 6 R ， 
有且满足有关数量乘法的4条法则，因此 V 成为实数域上的一个线性 

空间。 

(3) 解 V 中任一元素 H 可以表示成 



H 


JOl 


oc 2 + i ^：3 


Xi 




1 0 

0 —1 


0 


0 


x 2 


工2 H 3 

) 

且上式等于 0 当且仅当： Ti = : c 2 = x 3 =0。 因此 V 的一个基为 

10、 ，01、 / 0 

0 — 1 


0 


工3 


0 



0 


从而 dimV =3。 上述3个矩阵称为 Pauli 矩阵。 
(4) 证明设 


H 


' Xi 

J0 2 + i ： c 3 、 

,h 2 

f y\ 

>2 + 1^3 ^ 

Xz — il3 

工 i 

A 

yz — i^3 

•k 

>2 

J 


则 H 


, H 2 在第 （3) 小题的 V 的基下的坐标分别为 

( Xl ，工 2 ， J ： 3 )’ ， （: Vl ，： V 2，： V 3 /， 


从而 

特别地，的长度 II || 为 


=工1)1 + x 2 yt + x 3 3^3 


M H 1 的行列式丨为 


I Hi || ^ x \ x \ + x\j 
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x \ — ix 2 + \ x z ) { x 2 — ix 3 ) =~ x \ — x \ 


=— II Hi || . 

设 A 是 2 级酉矩阵，则对于任意 H6V， 有 

(AHA -1 )* - (A" 1 )* H * = AHA~ l , 




trCAHA- 1 ) - tr(H) = 0, 

因此 AHA- 1 6 V。从而 A 是 V 上的一个变换。显然 A 保持加法和数量乘法。因此 A 是 
V上的一个线性变换。由于 

II A(H) || = || AHA - 1 || =—I AHA" 1 | =—| H |= II H || , 

因此 A 保持 V 中向量的长度不变，从而 A 是V上的一个正交变换。 ■ 

(5) 证明因为 Hermite 矩阵能酉相似于一个实对角矩阵，所以对于 HeV.R 
H 关0,存在2级酉矩阵 P 使得 


PHP 1 



c > 0. 


由于 IPI 的模等于1，于是存在 6KO<6?<2 tt ) 使得 | P | = e \ 令 A = P ， m \ A \ 
( e i ( — l )) 2 lPl = e K — = 且 


AA* = e'( -l) Pe 1 音 P* = RP * = 7, 


因此 A 是行列式为 1 的 2 级酉矩阵。且有 


AHA -1 = (- 音） PHP — 音二 PHP~ l = ( C ° V ■ 

\0 — cj 

点 评：例 13在研究由行列式为1的2级酉矩阵组成的群 SU (2) 的不可约复表示，得 
到由行列式为1的3级正交矩阵组成的群 SCX 3) 的不可约复表示时有用。有兴趣的读者 
可以参看丘维声编著的《有限群的紧群的表示论》第312〜320页。 

例 14 酉空间 V 上的一个变换 A 如果满足 

iAa . p ) -- 6 V , (75) 

那么称 A 是 V 上的一个斜 Hermite 变换。 证明： 

(1) V 上的斜 Hermite 变换 A 是线性 变换； 

⑵ n 维酉空间 V 上的线性变换 A 是斜 Hermite 变换当且仅当 A 在 V 的任意一个 
标准正交基下的矩阵 A 满足 A * 二一 A ， 称此矩阵 A 是斜 Hermite 矩阵； 

(3) 斜 Hermite 变换的特征值是0或纯 虚数； 

(4) w 维酉空间 V 中存在一个标准正交基，使得斜 Hermite 变换 A 在此基下的矩阵 

为对角矩阵，其主对角元为0或纯虚数。 

证明 （1) 任取对于任意有 

( i 4 (a +卢）， y ) =— (a + ^ Ay ) =— ( a , A /) — ip ^ Ay ) 

= ( i 4 o ； ， y ) + ( AyS » x ) ~ ， 7) ， 

由此推出 tA ( a +^) =4+#。 

(A(ka) ， l3) =~ Cka ， 邻 ) =—k(a,A^)= kiAa.p) = 

由此推出， A ( b )= M a 。 因此 A 是 V 上的线性变换 D 
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(2) 任取V的一个标准正交基％，％，…，％，设 

， rj 2 ， … ， 7j„) = irji.rjt ，•- 

Bll Arjj 在标准正交基 rji ， rjz ，…， rjn 飞 的坐标的第 i 个分量为％ = { Aq j ，吓、 ， i，j = \，2,…， n 0 
因此 

A 是 V 上的斜 Hermite 变换 
n > (Aa » (3) — — (a > V a » /?G V 

< > { Arjj ， rj t ， Arji 、 ， 

< > (Arjj ，邛 ）^ — CArji ，％) ， l^i 

< > a i} — — a }i , 

< > A —一 A *. 

于是 A 是 V 上的斜 Hermite 变换当且仅当 A 在 V 的任一标准正交基下的矩阵 A 满 
足 A * = — A , 称此矩阵 A 为斜 Hermite 矩阵。 

(3) 设 Ai 是斜 Hermite 变换 A 的任一特征值， f 是 A 的属于 Ai 的一个特征向量，贝!1 

A 1 ( — — ，冬）=—— — Ai (冬，芒）， 

由此得出， （ Ai +/ U )($，$) = 0。 从而 Ai = — 幻。设 A ! =a + 6 i ， 则 Ai —6 i 。 由 Ai = — 幻得 
a = 0。 因此；^是0或纯虚数。 

(4) 由于斜 Hermite 变换 A 的伴随变换 A " = — A ，因此 A 是正规变换。据定理12 

得， V 中存在一个标准正交基，使得 A 在此基下的矩阵是对角矩阵，其主对角元为4的全 
部特征值，从而它们是0或纯虚数。 ■ 

点 评：例 14的第（1)、 （2) 、（3)小题表明，酉空间中的斜 Hermite 变换与实内积空间 
中的斜对称变换有些性质相似；而第 （4) 小题表明，斜 Hermite 变换与斜对称变换有些性 
质是不同的。 

例15 设 A 是 n 维酉空间 V 上的斜 Hermite 变换，证明 ：如果 对任意 a G V %都有 
(.Aa * a ) = 0，那么 A = 0。 

证明据例14的第 （4) 小题得， V 中存在一个标准正交基化 ，少 ，…，少，使得 A 在此 
基下的矩阵 A 为 

A = diag { Ai ， A 2 ，… ， A „}. 

Arj t 在标准正交基 &，，•••，> 下的坐标的第；个分量为 ( An )， 它等于 A 的（…)元 A ,。 
由已知条件得，因此 A = 0。 从而 A = 0。 ■ 

点 评：例 15表明，对于 n 维酉空间 V 上的非零斜 Hermite 变换 A ， 必有 V 使得 
(Aa , a )#0。 

例16证明 ： 酉空间 V 上的线性变换 A 是 Hermite 变换（斜 Hermite 变换）当且仅当 
A # = A ( A * 二 一 A )。 

证明必要性已经证过，下面证充分性。 

若 A * 则对任意有 

{Aa ^(3) = (a p ) = ( a ， 為 8)， 

因此 A 是 Hermite 变换。 
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若 A * = — A ， 则对任意有 

(Aa »/?) = ( a » A * — ( a , — Aj 3) — — ( a ，邻 ） ， 

因此 A 是斜 Hermite 变换。 ■ 

例 17 证明： 酉空间 V 上的线性变换 A 是酉变换当且仅当 A * 

证明 必要性已证，下面证充分性。设 V 上的线性变换 A 有伴随变换且= 
A _ 1 ，则对任意 QT V ，有 

{Aa = (a ， A* {A^)) = (a,A~ l Afi) = (a ， /3) ， 

因此 A 是酉变换。 ■ 

例 18 证 明：在 酉空间 V 中，若4是 Hermite 变换（斜 Hermite 变换），则 iA 是斜 
Hermite 变换 （ Hermite 变换）。 

证明 设 A 是 Hermite 变换，贝 [J A * = A 。 从而 

( L 4)* = iA * =— iA . 

据例16得， iA 是斜 Hermite 变换。 

设 A 是斜 Hermite 变换，则 A * =— A 。 从而 

( iA )* = L 4 # =— i (— A ) = iA . 


因此 iA 是 Hermite 变换。 

例 19 设 A 是酉空间 V 上的一个线性变换， 证明： 

(1) A 是 Hermite 变换当且仅当对任意 aGV ， 有 04 a ， a ) 是 实数； 

(2) A 是斜 Hermite 变换当且仅当对任意 aGV ， 有(如 ， a ) 是0或纯虚数。 
证明 （1) 必要性。设 A 是 Hermite 变换，则 

iAa »a) = (a ， i4a) = {Aa ,a) , V a 6 V. 

于是 ( Aa ， a ) 是实数， 

充分性。任取 a ，/3 GV ， 由已知条件，对任意有 

(A(a 十印） ，a + 咕） = (A(a ~\~ k^) , a f 

于是 


( Aa ， ar ) + ( Aar 9) + ( A ( k /3) ， ar ) + ( A ( k ^) S ) 

=( Aa :， a ) + (Aa 3) 十 ， a ) + ( A (^ S )9). 
由已知条件，从上式得 

k{Aa ^0) + k(Aj3 fa) ~ k (Aak ， a) • 
分别取 A = 1，々 = i ， 由上式得 

(Aa + = (Aa ?/3) + » 

— i ( Aa ，0) 十 \( A (3 fa ) — i ( Aa ，/3) — i ( Aj 3 » a ) » 
解得 （ Aa ； ，炉 = ( or ，^9). 

因此 A 是 Hermite 变换。 

(2) 必要性 。 设 A 是斜 Hermite 变换，则 

{Aa » a ) = — (a ) = — {Aa ， a ) ， V a £ V . 

因此 04 a ， a ) 是 0 或纯虚数， 

充分性。任取 C ， 由已知条件得 
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于是 


(A(a ^9 ) » a + ^9 ) — _ (A(a + 印 ） ，a + 續）， 


{Aa ?a) + (Aa 9) + (A(^3) ,a) + (A(^3) ， kfS) 

—— (Aar »a) — (Aa ， kj3 、 — (A(^9) ,ar) — (A(k^) 9). 

由已知条件，从上式得 

k{Aa ， p) + k(A^ja) = — k (Aa ，戸 )— k {Ap ， a) • 

分別取 々 = l ，々 = i ， 由上式得 

(CAa j j3) (A^ y a) = — (Aa ，卩 ) — {A^,a) ? 

I — KAz ，戶) + i ( i 4^, a ) — — i ( Aar ， J 3) + i ( A ^^ a ). 

解得 ( Aa ，0) = — (a *^3). 

因此 A 是斜 Hermite 变换。 ■ 

例 20 证明： 酉空间 V 上的线性变换 A 如果有伴随变换 A * ，那么 A 可以唯一地表 

示成 

A — Aj 1A2 » (76) 

其中 A :， A 2 都是 Hermite 变换。 

证明令 

A , = ~( A + A ') 9 A 2 - +04 — A * ), (77) 

L 1\ 

则 Af — A ； jAz = A 2 ，且 A = A \ + LA2 。 

设及=成+旧 2 ，其中 B ^ B 2 都是 Hermite 变换，则 

A = Br + iB ； = Bi iB 2 . 

联立上述两个等式，解得 

B 1 = ~(A + A* ),B 2 = ~(A-A* ). 

I Zl 

唯一性得证。 ■ 

例 21 证明： 酉空间 V 上的线性变换 A 如果满足下列3个条件中的任意2个，那么 
它满足第3个 条件： 

(1) A 是酉 变换； （2) A 是 Hermite 变换； （3) A 是对合变换（即 A 2 = J ) 。 

证明设 A 满足条件 （1) 和（2)，则 A * , A * = A 。 从而，因此 

设 A 满足条件 （1) 和 （3)， 则 A * 1 ， A 2 = J 。 从而 A * = A - 1 = A 。 因此 A 是 
Hermite 变换。 

设 A 满足条件 (2) 和 (3)， 则 t = A ， A 2 = J 。 从而因此 A 是酉变换。 ■ 
例22设 W 是酉空间 V 的一个子空间，对于 V ，如果存在 W ， 使得 

d ( a , S ) <^( a , y ), V / 6 W , (78) 

那么称 3 是 《 在灰上的最隹逼近元。 证明： 

(1) sew 是 a 在 W 上的最佳逼近元当且仅当 a — 丄； 

(2) 如果 a 在 W 上的最佳逼近元存在，那么它是唯一的。 

证明 （1) 充分性。对于 aev ， 设 sew 使得 a — sew 1 。 则对任意 yew ， 有 
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(«— 幻丄 Q — y )。 据勾股定理得 

\_dia » /) J 2 — I a — 7 | 2 — | a —占十占一 7 1 2 = I a — 8 | 2 +1 ^ — 7 | 2 

^ | a — ^ | 2 = id(a jd) ) 2 . 

因此 d ( a ，7)> d ( a , d ) ， V 76 W 。 于是$是 a 在 W 上的最佳逼近元。 

必要性。设3是 a 在 W 上的最佳逼近元，则 

d(a,S) d ， y 、 ， V7 G W. 

由于 VyGW ， 有 

I a 一 7 1 2 — I (a — d ) + (d — /) | 2 

— I a — d | 2 十 （a _ d 一 >0 十 — 7»o — 占 ）+1 占 一 7 1 2 
— a — d | 2 十 （a — d^d — /) + Ca — d^S — /) +| d — 7 | 2 . 

因此 VyGW ， 有 

(a —— 8 f 8 —— /) + (a —— S —— 7)+1 占 ——7 1 2 ^ 0. (79) 

于是当 k 判 时 3—7 用 MS — y ) 代替，从 （79) 式得， Vyew ， 有 

kia — dfd — y )+ 是 （or _ d^d — y ) ~\~ k k | — 7 | 2 ^ 0, (80) 

显然，当々= 0时， （80) 式也成立。当；时，取 


(a —— d —— /) 


代人 （80) 式得 ，V 且 7 种，有 

— L (_ d _ m 2 > 0 ( si ) 

u -/ r 夕 

由此得岀， （ a _ 占 y )=0，\/ y ew 且7^谷。因此 ( a — 占，卢)=0, V /36 W 。 从而丄。 

(2) 设都是 a 在 W 上的最佳逼近元，则 dia ^)= d { a ^) 0 由第 （1) 小题的结论， 
a — 占丄。由于因此 (《— 们丄 （5— 辦。从而据勾股定理得 

I a — ^9 | 2 =| a — 谷十占 一 | 2 — | a 一 d 1 2 +1 8 一 ^9 1 2 . 

由此得出， —^3| 2 — 0 0 从而 3 = 卢。 ■ 

点 评：设 W 是酉空间 V 的一个子空间，对于 V ，如果 a 在 W 上的最佳逼近元谷存 
在，那么把 3 称为 a 在 W 上的正交投影。如果 V 中每个向量 a 都有在 w 上的正交投影 
谷，那么把 a 对应到 3 的映射称为 V 在 W 上的正交投影。此时由于 a — ，因此 a 可 
以表示成 

ar = H ~ (a — 5)， — d G 灰丄 . （82) 

从而由于 wnw 丄 = 0 ,因此 ㊉ 这表明 ：这里 给出的 v 在 w 上 
的正交投影的定义与定理5后面一段话中给出的正交投影的定义 一致； 并且这证明了下 
面例23的结论。 

例 23设 W 是酉空间 V 的一个子空间，则 V 在 W 上的正交投影存在当且仅当 

v = w © w x . ■ 

例 24设 W 是酉空间 V 的一个子空间，证明 ：如果 V 在 W 上的正交投影 P 存在，那 
么 P 是 V 上的幂等线性变换，且 


Ker P = W ^- ， 


lm P = W. 
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证明 设 V 在 W 上的正交投影 P 存在，则据例23得 ， V = W ㊉ Wi ， 且 P 是平行于 
W 丄在 W 上的投影，因此 P 是 V 上的幂等线性变换，且 Im P = W，Ker />=灰丄。 ■ 

例 25 设 P 是酉空间 V 在子空间 W 上的正交投影，证 明： JP 是 V 上的 Hermite 
变换。 

证明 对于任意 a ， 卢 ev ， 由于 a — 丄 P (矽6灰丄 ， 因此 

0= (a — Pa fPj ^) — ( a * P ^3) — ( Pa ， Pp ) ， 

0= (jS — Pj 3 ， Pa ) = ipjPa ) — { Pp ， Pa ) ， 

于是有 

(Pa , p ) = ( jS , Pa ) = ( P ^, Pa ) = ( Pa , P ^) - 

因此 P 是 V 上的 Hermite 变换。 ■ 

例 26 设 i > 是酉空间 V 上的一个线性变换，证明 ： P 是 V 在一个子空间上的正交投 
影当且仅当 P 是幂等的 Hermite 变换。 

证明 必要性。从例 24 和例 25 立即得到。 

充分性。设 P 是幂等的 Hermite 变换，由于 P 是 V 上的幂等线性变换，因此据 9.2 
节的命题3得 

V = Ker P © Im P , 

且 P 是平行于 Ker P 在 Im P 上的投影。由于 P 是 Hermite 变换，因此 

a G Ker P < > Pa = 0 

< > (Pa — 0 , V ^9 G y 

<=» (a,P^3) = 0 , e v 

< > a G (Im JP ) 丄. 

由此得出 ， Ker P =( ImP ) i 。 从而 V = P ㊉ （Im P ) 1 。 因此 P 是 V 在 Im i > 上的正交 

投影。 ■ 

点评： 在例 26 的充分性的证明中看到，若 P 是 Hermite 变换，则 Ker P-(Im P ) 1 。 

与例26的充分性证明类似可 证：若 P 是斜 Hermite 变换，则 Ker (Im i>) 丄。例26用 
幂等的 Hermite 变换来刻画正交投影。 

例 27 是酉空间 V 的两个子空间，证 明： 

(1) (2) 研,€(\^丄）丄“=1，2; 

(3) 若胥 1 。灰 2 ± ，则砑 2 。灰 1 1 ，此时称灰 1 与 W 2 是 互相正交的。 

证明 （1) 任取则对 任意存 ，有 （ a ， 戸）=0。由于，因此 
W 六。从而 

(2) 任取 a ew ,， 则对于任意于是 a e ( wt )^ ■，从而 

(W ± ) 1 o 

(3) 若，则据第 （1) 小题得，据第 （2) 小题得， 

因此 ■ 

例 28设1^，巧分别是酉空间 V 在子空间\^,灰 2 上的正交投影，证 明： 61^=0当 

且仅当与 W 2 互相正交。 
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证明 必要性。设则对任意有于是 P ia eKerP 2 。 据例 
24 得， KerP 2 = W 2 i 。 因此 PweW #。 从而 ImPiGW ?。 仍据例 24 得 ， Im C 。因此 

。据例27得，与 W 2 互相正交。 

充分性。设与 W 2 互相正交，则据例24得， ImRGKerh 。 于是对 
任意 V ，有 i > 2 CP , a ) =0。因此 P X P , =0。 ■ 

例29 设 W 是酉空间 V 的一个子空间，证 明：若 V = W ㊉ W 」 ，则 （W 丄）」 = W 。 
证明例27第 （2) 小题已证， WGCW 1 ) 1 。 

任取卢6 ( W 丄）丄，取 ye W 丄，记0 = 0+7。由于 V = W ㊉ W 丄，因此 a = m + a 2 , a ! 6 W , 
丄。 于是卢 + y = ai + a 2 。 从而戶一 m = a 2 — 7。由于丄）丄，因此)丄。 
又有 a 2 — y 6 W 丄，由于丄）丄=0, 因此卢 一 ai =0, 即 /3= ai ew 。 从而 （ W 丄）丄 ew 。 
所以 （ W 丄 ）」-= w 。 ■ 

例30 S \^， w 2 是酉空间 V 的两个子空间，证 明： 

(1) 门灰 2 丄 ； 

(2) 若 V = W t ㊉ W, 丄 ， z .= l，2, 则 （Wi 门尿 2 )丄2\^ 十\^ 2 丄； 

(3) 若 V 是有限维的，则 

证明 （1) 由于，因此据例 27 的第 （1) 小题得， 2(^^+^^)」 , 
i ~ 1»2 0 从而 

wi n ^ cw t + w 2 ) 丄. 

任取 nwt ，则对于 \^+ w 2 中任一向量戽 + 译（其中 a ew ! ，你 ew 2 ) ，有 

( a ，卢 1 十典 ） = ( ar ，卢1 ) + ( a ，体 )— 0 » 

因此，从而 nwtG ( Wi + w 2 p 。所以 

w x + w 2 )^ = w ^ n 

(2) 若 ㊉ ％丄，;=1，2,则(灰卜）丄=\^，/=1，2。在第 （1) 小题的等式中，把 W , 
用代替，得 

( w ^- 十灰 2 丄）丄= ( w ； 1 ) 丄 n ( w 2 丄）丄 = n 

于是 

(( W ^ + w 2 丄）丄）丄 = (Wi n w 2 ) ± . (83) 

据例27的第 （2) 小题得 

(3) 若 V 是有限维的，则 V = (Wt +Wi )©( W 十 + W 2 丄）丄 = ，& 1，2。于 

是从第 （2) 小题的 （83) 式得到 

wf + w ^ = ( w : n 灰 2 )丄_ ■ 

例 31 设/和户 2 分别是酉空间 V 在子空 间\^ 和\^ 2 上的正交投影，证 明： A + P 2 
是正交投影当且仅当与 W 2 互相正交，且此时巧 + P 2 是 V 在上的正交 
投影。 

证明 必要性。 SPi + P 2 是正交投影，则 Pi + P 2 是幂等的；又 A 和 P 2 也是幂等 
的，于是据 9.1 节例15得，从而据例28得,与 W 2 互相正交。 
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充分性。设\^与 W 2 互相正交，则据例28得，由于巧和巧是幂 
等的，因此据 9.1 节例15得，广+巧也是幂等的。由于巧和巧是正交投影，因此它们 
都是 Hermite 变换。从而 Pr ，朽=1> 2 。于是 

( Py + p 2 y = p ( + p ; - Pi + p 2 , 

因此 R +巧 是 Hermite 变换。据例26得， i ^ +朽 是 V 在子空间 IrMi ^+ P 2 ) 上的正交 
投影。 

据例24得 ， Im P , = W,，Ker P , =\^丄 ，f = 1，2。由于 , W 2 ^ Wf ，因此对于任 

意 ai 6 W \， a 2 6 Vr 2 ，f 

(P\ + P2 ) (aj + «2 ) — (ai + «2 ) ~\~ P2 (ai + a 2 ) — P\oc\ + P2CX2 — oti + at . 

从而 Wi + WzdmCC + A )。 任取 /61111(户 1 十1> 2 )，则存在《6\^使得 y ={ P x + P z )a = 
Pw + Pw ， 从而 yGWi + Wu 因此 Im ( P 1 + P 2 )<^ W , + W 2 。 综上所述， Im ( P 1 + P 2 )= W 1 + 

W 2 。 由于因此从而\^+\^ 2 是直和。因此巧+巧是 
V 在 \^© W 2 上的正交投影。 ■ 

例32设 P 是酉空间 V 在子空间 W 上的正交投影，证 明 ： J — P 是 V 在上的正 
交投影。 

证明由于 P 是 V 在 W 上的正交投影，因此 

V = W ㊉ W 丄， 

且 ImP 二 W 。 于是对于任意 a ev ， 有 a — 丄。从而 

a = (/-P)a + Pa,d-P)a G W L ， P a 6 W = (W 丄） 丄 . 

因此 J 一 P 是 V 在 Wi 上的正交投影。 ■ 

例 33设/^，!^分别是酉空间 V 在子空间上的正交投影，证明 一 P 2 是 

正交投影当且仅当，且此时广一 p 2 是\^在上的正交投影。 

证明 据例32和例31得， 

P !- P 2 是正交投影 
<=> I (Pl 一 P 2 ) 是正交投影 
<=^ a - Pi ) 十 p 2 是正交投影 

<==> wfewf ，且 （/— po + a 是¥在灰^ ㊉ ^^上的正交投影 

<==>撕 1 2胃 2 ,且1> 1 一1> 2 是\^在（， 1 1 ©灰 2 ) 1 上的正交投影 

<=> 且是¥在 w , nw : 上的正交投影。 ■ 

例 34设^^巧分别是酉空间 V 在子空间 W X , W 2 上的正交投影，证明：广巧是正 
交投影当且仅当 P i P 2= P 2 Pi ，且此时 P ^ P ^ 是 V 在 nw 2 上的正交投影。 

证明 据例26得 ， A ， i > 2 都是幂等的 Hermite 变换。于是据本节习题第11题得 
Ah 是正交投影 d AP 2 是幂等的 Hermite 变换 

<=> PxPz ^ PzPi . 

由于 Im P , = W ,， / = 1，2,因此任取沒 G n w 2 ，有广巧卢二尸4=卢。从而 
吟 ImPA 。 于是 任取 yGIm ，则有 aGV ， 使得 

P 2 P iao 于是 yeMHW 。 从而 因此 于是当 



• 526 • 


第 10 章具有度量的线性空间 


P 1 P 2 = P Z P 1 时 U 2 是 V 在州上的正交投影。 ■ 

例 35 证明： 酉空间 V 上正规变换 A 的属于不同特征值的特征向量一定正交。 

证明 SAhA 2 是正规变换 A 的不同特征值是 A 的分别属于 A :， A 2 的特征向 
量，则据定理10得 

Ai (fl = (Al f 1 ? ) = (Af i，$2 ) — (fl ， A * $2 ) = (6l ，久 2 $2 ) = 又 2 (fl ， f2 ) • 

由于 A : 关； b , 因此 （6,6 2 )=0, 即&与 & 正交。 ■ 

例 36设 A 是 n 维酉空间 V 上的正规变换，，…， A s 是 A 的所有不同的特征值， 
V ,表示属于夂的特征子空间，用 P , 表示 V 在 V ,上的正交投影， z _= l ，2, …， s 。 •证 明： 

(1) ㊉ … ㊉ V s ， 其中 V ,与 V ,互相正交，当〖关乃 

S 5 

(2) P , P 7 =0, 当 i ^ j ； (3) = JT ; (4) A = XIH . 

i = 1 I = 1 

证明 （1) 据定理 12 得，〃维酉空间 V 上的正规变换 A —定可对角化，因此 

" = …㊉ (84) 

据例35得，当时，因此％与互相正交。 

(2) 由于当时， V ,与 V ,互相正交，因此据例28得，1>扎=0。 

(3) 任取 aGV ， 据 （84) 式得 

a — ai + a 2 H - *** + a s ? a, 6 V \ ， i = 1,2*** , 5 . (85) 

由于 P , 是\"在1上的正交投影，因此 Im P ,= V ，，从而 P , a ,= a t ， f = l ，2，"*， s 。 于是当 
时，有 P 〜= P , iV ,=0。 

P,a — P , ( a , + ) = a t 9 i = 1 ， 2 ，…， 5 ， 

J 辛 i 

因此 a = i > 1 « + i > 2 aH —— hP 5 a -( Pi + P 2 H —— hP s ) a , Va 6 V 。 由此得出 

Pi + P 2 H - h P s - I . 

(4) 任取利用 （85) 式和第 （3) 小题中的 （86) 式得 

Aa — Aa i Aaz + ••• + Aa s —— Ai ai + Xzaz + *■* + A,a s 

— Ai Pi a ; 十 A2P2a + … + X s P s a = (Ai Pi + A2P2 + … + A , P S )a » 

由此得出 A=XxPi + A2P2 + … + AJP S . 

点评： 例 36 表 明：若 A 是 n 维酉空间 V 上的正规变换，则 V 能分解成 A 的特征子空 
间的正 交直和 （ E 卩， A 的特征子空间两两正交，且它们的直和等于 V );并且 A 能分解成义= 


( 86 ) 



t ； A , P ,， 其中; U ， A 2 ，•“ ， A ，是 A 的所有不同的特征值 ，尺是 V 在属于的特征子空间 V ,上 

i = 1 

的正交投影 ，纟 =1，2,…，5。 

例37设酉空间£[0，1](参看例 1) 上的一个变换 A : /!^ ^ A /， 其中 


(A/)(x) := x /( 工）， V x 6 [ 0 ， 1 ]. 

易看出 A 是 V 上的一个线性变换， 试问： 

(1) A 有没有伴随变换？如果有，义 # 是什么？ 

( 2 ) A 有没有特征值？ 

解 （1) 任取 /， gG £[0， l ], 则 


(A f ， g) = 


(A /)(x) g{x)dx — x f (x) g(x)dx 
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= fix ) x g ( x)dx = fix ) ( Ag ) ( x)dx = (/， 知）， 

J 0 J 0 

因此 A 有伴随变换，且 A * = A 。 即 A 是 Hermite 变换。 

(2) 假如 A 有特征值；^，则存在/6邙0，1]且/#0,使得4/=^/。从而 V ： c 6[0， l ]， 
有 /(: r )， 即 （x — 幻）/(：1：)=0。据命题9得， Ai 是实数。 若入 i 6[0，1]，则 
Vi 6[0， l ]， 有 / u ) = 0。 从而/=0,矛盾。若幻 e [0， l ]， 则当[0，1]中的：时，有 
fU )=0 o 由于 /( 工)是[0，1]上的连续函数，因此 lim /(: r )=0, 即 / U )=0。 从而/=0, 

矛盾。这证明了 A 没有特征值。 

点 评：例 37给出了无限维酉空间上的线性变换可能有伴随变换的例子，给出了无限 
维酉空间 C [0，1] 上的一个 Hermite 变换，并且证明了这个 Hermite 变换没有特征值。这 
与有限维酉空间上的 Hermite 变换区别很大。 

例 38 设 V 是有限维复（实）内积空间 ， A 是 V 上的一个线性变换，且 A 在 V 的一个 
标准正交基％，，•••，％下的矩阵 A 是上三角矩阵。 证明： A 是正规变换当且仅当 A 是 
对角矩阵。 

证明 充分性。设 A 是对角矩阵 diagU :， A 2 ，…， A „} ，则据定理8得，在基0，％ ，…， 
>下的矩阵为 A * = diag { X 7, 万，… J ：}。 于是 AA *= A * A 。 从而 AA *= A * A 。 即 A 是正规 
变换。 

必要性。设 A 是正规变换，则 A 是正规矩阵。于是 AA *= A * A 。 设 A = U t ,)， 由于 
A 是上三角矩阵，因此知=0,当是〉 f 。 比较 AA * 与 A * A 的 （ i ， i ) 元，得 

71 n 

D I “法 1 2 = 2 I afa 丨 2 ， Z ’ = 1，2，…， w . (87) 

i — 1 k = \ 

当 z = l 时， （87) 式成为 

I O-W I 2 +1 o.\z 1 2 + … + | 1 2 = I | 2 • 

由此得出 ， a 12 = a 13 = …二 a ln =0。 

当 z -2 时， （87) 式成为 

I o. 12 | 2 + | a 2 3 1 2 + *•* +1 a 2n 1 2 = I a i2 1 2 + | a Z2 | 2 . 

由此得出 ， a 2 3 = a 2 4 = … = a 2 „ = 0 。 

陆续考虑 i = 3,4, …，？ 1 — 1， 从 (87) 式可得出， a 34 = a 35 = = … 

此 A 是对角矩阵。 ■ 

点 评：例 38用矩阵语言叙述就是 ：“复 （实）数域上的上三角矩阵 A 是正规矩阵当且 
仅当 A 是对角矩阵。” 

例 39 设 V 是 w 维酉空间。证明 ：对于 V 上的任一线性变换 A ， V 中存在一个标准 
正交基，使得 A 在此基下的矩阵 A 是上三角矩阵。 

证明 对酉空间的维数〃做数学归纳法， n = l 时命题显然成立。 

假设对于〃一 1维酉空间命题为真，现在来看 n 维酉空间 V 上的线性变换 A 。 取 A # 
的一个特征值，记作; U 。 设％ 是的属于 A „ 的一个单位特征向量，则〈&>是的不变 
子空间。据定理11得，〈％〉 1 是 （ A •广的不变子空间，于是 A 在<>>1上的限制是 

的线性变换。由于7= <>> ㊉ < % >1，于是据归纳假设，<>>1中存在一个标准正 
交 基切， …，，1，使得^〈^丄在此基下的矩阵 B 为上三角矩阵。显然 V ”…，是 
V 的一个标准正交基。设 
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则 A 在&下的矩阵 A 为 

A ° \ 

A= (0 J ， 

其中因此 A 是上三角矩阵。 

据数学归纳法原理，对一切正整数《，命题为真。 ■ 

点评： 例39的证明中不是取 A 的一个特征值，而是取的一个特征值，这是为了保 
证<>>1是 A 的不变子空间，从而可以对〈&>1用归纳假设。例39用矩阵的语言叙述 
就是： “任一 〃级复矩阵都酉相似于一个上三角矩阵。”本套教材上册 5. 7节的例6证明 
了 ：“ 任一〃级复矩阵一定相似于一个上三角形矩阵。”这里的例39则进一步指出 ：任一 n 

级复矩阵叫于一个上三角矩阵。 

例 4(/ kk 域上的对称矩阵是不是 Hermite 矩阵？是不是正规矩阵？ 

解设 


叫々 I } B = 

则 A ， B 都是复对称矩阵。由于 



因此 A ， B 都不是 Hermite 矩阵。由于 










0 






B m B = 


因此 B 不是正规矩阵。计算得， AA * = A # A ， 因此 A 是正规矩阵。 


复对称矩阵 A 是 Hermite 矩阵 

< > 八 * = 义且八’=八 

< > A = A 日 A f = A 


<=> A 是实对称矩阵。 

复对称矩阵 A 是正规矩阵 
<==> AA* = A* A 且 A，= A 
<==> AA=]^A 且 A' = A 



AA=AA 且 A/=A 
<=> AA 是实矩阵且 A ' = A 。 

例 41 设 A 是72维酉空间 V 上的正规变换，证 明：若 W 是 A 的不变子空间，则 w 1 
也是 A 的不变子空间，且 A | W 是 W 上的正规变换。 

证明由于 A 是酉空间 V 上的正规变换，因此 A 可对角化。由于 W 是 A 的不变子 

空间，因此据 9. 6节的命题9得 

w = cv A n 灰） ㊉ （ v A n w ) ㊉…㊉ n w ) ， 

U J Z 3 r 

其中 W 是 A 的属于特征值 A ; 的特征子空间。任给则 + …门 

U 1 

W ， z = l ，2，一， r 。 于是 A ^ t = AJ 3 t 。 由于 A 是正规变换，因此据定理10得， 

从而 
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= - hA^ r G W . 

于是 w 是的不变子空间。据定理11得， wi 是 uy 的不变子空间，即 wi 是 a 的不 
变子空间。 

任给《，沒 6 W ， 由于 

(a,A*p) = G4a ， 卢 ）= ((A | W)a^) = (a,(A | W)*^), 

因此 C 4| w )*^=0。 从而 A * p—Ulwr 沒 ew 丄。又由于 Aj —( A | w )*# ew ， 
因此 ay —( Aiwrp ^ o 。 从而 A *| W = U | W )' 由于 A 是 V 上的正规变换，因此 
(A I W)(A I W) # = (A I W)(A # I W) = (A* I W)(A \ W) = {A \ W) ^ (A \ W), 
从而 AI w 是 w 上的正规变换。 ■ 

例 42 设 A ， B 是 n 维酉空间 V 上的正规变换，证 明：若 = 则 V 中存在一个 

标准正交基，使得 A ， B 在此基下的矩阵都是对角矩阵。 

证明对酉空间的维数 n 作数学归纳法。 
n=l 时，命题显然成立。 

假设对于 n — 1维酉空间命题为真，现在来看 n 维酉空间上的正规变换 A ， B ， 它们满 
足 AB = JBA 0 

由于因此至少有一个公共的特征向量％。取％为单位向量，则 
V =< 7 l >®< 7 l > i 。 由于 〈 p 〉 是 A 不变子空间，也是 B 不变子空间，因此<^>1是 A 不变子 
空间，也是 B 不变子空间。于是又|<7 ?1 〉1，忍|<7 71 >1都是<7 ?1 〉1上的正规变换，且它们仍可 
交换，因此据归纳假设得，〈 71 >1中存在一个标准正交基％，…，％，使得 A 1〈％ 

在此基下的矩阵都是对角矩阵。从而在 V 的标准正交基&，％，•••，％下的矩阵都是 
对角矩阵。 

据数学归纳法原理，对一切正整数 n ， 命题为真。 ■ 

例 43证 明：有 限维酉空间上的两个正规变换如果可交换，那么它们的乘积也是正 
规变换。 

证明设 A ， B 是;2维酉空间 V 上的两个正规变换，且 AB = BA 。 据例42得， V 中存 
在一个标准正交基％，％， …，％ ，使得 AB 在此基下的矩阵 A ， B 都为对角矩阵 ： A = 
diag { Ai ， A2 ，…， A „} = diag {^/ i ，/ / 2 ，…， //„} 。于是 AB 在此基下的矩阵为 AB = diag { Ai//i » 

A 2 p ， …， A „~}。 显然，是正规矩阵，因此 AB 是正规变换。 ■ 

点 评：例 43指出， w 维酉空间 V 上两个正规变换的乘积仍是正规变换的一个充分条 
件是： 它们可交换。注意这个条件不是必要条件，因为 n 维酉空间 V 上任意两个酉变换 
的乘积仍然是酉变换，无论它们是否可交换。例如，设 

1 办、 

~1 一 T 1 

A = 

vl 丄 1 

2 2 

据例11得， A 和 B 都是酉矩阵，容易看出 

r 1 >/3.1 

— —1 

2 2 

AB = , 

2 2 
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于是 AB 关 BA ， 但是据例11得， AB 是酉矩阵。 

例44 SAuA 2 ，…， A m 都是 n 维酉空间 V 上的正规变换，且它们两两可交换。证 
明： V 中存在一个标准正交基，使得它们在此基下的矩阵都是对角矩阵。 

证明 对酉空间的维数 n 作第二数学归纳法。 

n ~ \ 时，命题显然成立。 

假设对于维数小于 n 的酉空间命题为真，现在来看 n 维酉空间的情形。 

由于辜 是 V 上的正规变换，因此据例36得 

V = V ! ㊉ V 2 ㊉ … ㊉I ， （88) 

其中 V ,是辜的属于特征值的特征子空间 ， AnA 2 ，…， A , 是辜的所有不同的特征值，％， 
%，•••，％两两正交。若5=1，则辜是数乘变换，可以转而去考虑 A 2 ，因此不妨设 5 >2。 

由于与义：可交换，因此 Ai 的特征子空间％是的不变子空间，）=1，2, …， ^ 
z '= l ，2 r "， m 。 于是成 | V , 是％ 上的正规变换，且两两可交换。 
由于 dim <dim V ，因此据归纳假设， V 』中存在一个标准正交基糾， 7 /? 2 ，…，％，使得 
A , |%， A 2 | V ,，“_， A m | V , 在此基下的矩阵，…， A m , 都是对角矩阵。从 （88) i 得， 


”11 ,”12， …， 7 J 1' ， … ，如，仏2，… ， rjsr s 

是 V 的一个标准正交基， A ,( i = l ，2, …， m ) 在此基下的矩阵 A ^ diaglA ^ A ^,-^,}, 
显然人 是对角矩阵。 

据第二数学归纳法原理，对一切正整数 n ， 命题为真。 ■ 

例45设 A 是 n 维酉空间 V 上的正规变换，证 明： 

(1) A 是酉变换当且仅当 A 的特征值的模为1; 

(2) A 是 Hermite 变换当且仅当 A 的特征值都是 实数； 

(3) A 是斜 Hermite 变换当且仅当 A 的特征值是0或纯虚数。 

证明 由于 A 是 V 上的正规变换，因此 V 中存在一个标准正交基，使得 A 在此基下 
的矩阵 A 为对角 矩阵： 


A = diagUi ， A 2 ，… ， A n } ’ 
其中 Ai ， A 2 ，…， A „ 是 A 的全部特征值。 

(1) A 是酉变换<=> A 是酉矩阵 

<=> A* =A— 1 

<=> Yi=X7 l ， z’=l ， 2,…， w 

^=> | A , | = 1“-=1，2,…， 77. 


(2) A 是 Hermite 变换 < > A 是 Hermite 矩阵 

^=> A * =A 
< > Ai ~ A, »^ ~ 1 ， 2， …， w 

<=» A ( 是实数， z '= l ，2, …， n 。 

(3) A 是斜 Hermite 变换 < > A 是斜 Hermite 矩阵 

«=> A*=—A 

< > Ai = — 1，2 ，…， n 

< > Re A , = 0 ,z = 1,2, 

A , 为0或纯虚数， i = l ，2, …， n 。 


例 46 证明： n 维酉空间 V 上的正规幂零变换一定是零变换。 
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证明设 A 是正规变换，且▲=()，则 V 中存在一个标准正交基，使得 A 在此基下的 
矩阵 A 为对角 矩阵： 

A = diag { Ai ，入 2 ，… ， A „ }• 

由于因此 =0。从而 A ! = 0, £= 1，2，…， 72 。于是 A ; = 0 ，i = 1，2,…， W 。 所以 
A = 0, 于是 A = 0。 ■ 

例47证明 ： n 维酉空间 V 上的正规幂等变换一定是 Hermite 变换，从而是正交 
投影。 

证明设4是《维酉空间 V 上的正规幂等变换。由于 A 是幂等的，因此 A 的特征值 
是0或1。又由于 A 是正规变换，因此据例45的第 （2) 小题得， A 是 Hermite 变换； 再据 
例26得， A 是正交投影。 ■ 

例48设 A 是酉空间 V 上的线性变换，且 A 有伴随变换 A ' 证明： 

(1) A 是正规变换当且仅当 

( iAa . Afi ) = 6 V ； 

(2) a 是正规变换当且仅当 | a*i = w « i ， v a ev 。 

证明 （1) = 

( A * a , A *^) = ( a ，（ A * )* A * 卢） =( a , AA ^), 

于是有 

A 是正规变换 <=> A * A = AA * 

n > (a »A * A^) = (a ^AA * , V V 
<==> = Va ^ GV . 

(2) 由（如，却）=(4*«，^戶），¥«，戸6\"可推出 1 如 I = | A * a | , V « GV 。 

反之，设 l^l = | A 、 i ， v « ev ， 由于 

{Aia + p) ? A(a + ^9) ) = | Aa \ 2 + (Aar + , Aar ) + 1 \ 2 

=I Aa 1 2 + 2 Re ( i 4 a ? Aj 3 ) H - 1 \ 2 ? 

(A # (a + /3),A^ (a + ^9))= I A*a | 2 + 2Re(A* a,A* +| A* (3\ 2 

I A ( a + j 9) 1 2 — I A * (a + jS ) | 2 » 

因此 Re (^， A 8)- Re ( A ^ a , A ^). 

类似地，由于 | A( a + 诉 ）| 2 = 1 A * ( a 十诉 ）| 2 , 且 

I A (a + i ^9) 1 2 = I Aa 1 2 + i ( i 4 a ，^4^3)十 i ( A /3 ， Aa ) 十 i i | ^4^ 1 2 

= I Aa 1 2 + i(Aar + i {Aa ».4^9) + 1 Ap \ 2 9 
I A * (a + i ^) | 2 =| A*a I 2 + I ( A # a , A * i 9) +i ( A - a , A * j 3) +| | 2 , 

因此 ImG 4 a ，49) = Im ( yr a ， A *0). 

综上所述，若 | Aa | = H a |， 则可推出 

( Aa ，咐 = ( A * a , A ^), V . 

因此 A 是正规变换 <==> (Aa , Aj 3) = (A , A *^3) , V aV 

<=> |Aa| = |A # a| , VaeV. ■ 

例 49 设 A 是酉空间 V 上的正规变换，证 明： 

(1) Ker A = Ker A * ； 
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(2) Ker A=(Im A) 丄 . 

证明 （1) 由于 A 是正规变换，因此 H | = | U 。 从而 

a 6 Ker A <==> Aa = 0 <==> A # a = 0 <=> a G Ker A* , 

因此 Ker A = Ker A * 。 

(2) ^ Ker A < —— -> ^ Ker A* < > A* j3= 0 < > (a ， A* 沒 ） =0，V a 6 

V < > (Aa ^0) — 0, V arG V < > 卢 6(Im A) 丄， 

因此 Ker A=(Im A) x . ■ 

例 50 证明： 酉空间 V 上的正规幂等变换一定是 Hermite 变换。 

证明 设 A 是 V 上的正规幂等变换。由于 A 是幂等的，因此据 9.2 节的命题3得， 
㊉ KerA 。 由于 A 是正规变换，因此据例49得 ， Ker A =( Im A )^。从而 
A ㊉ (Im A )" 1 。于是 A 是 V 在 Im A 上的正交投影。据例25得， A 是 Hermite 变 
换。 ■ 

点评： 例47证明了有限维酉空间上的正规幂等变换是 Hermite 变换。例50证明了 
任意酉空间（有限维或无限维）上的正规幂等变换是 Hermite 变换。例50的结论比例47 
的结论深刻。例47用的是矩阵的方法 ； 例50用的是空间分解的方法。一般地，矩阵的方 
法适用于有限维线性空间，而空间分解的方法既适用于有限维又适用于无限维线性空间。 

例 51 证明 ： 酉空间 V 上的 Hermite 变换 A 如果可逆，且有伴随变换，那么 A 一 1 
也是 Hermite 变换。 

证明 由于 A * = A ，因此 (A — 、从而 A — 1 是 Hermite 变换。 ■ 

例 52设 A 是酉空间 V 上的 Hermite 变换，如果对于任意都有 
G 4 a ， a )>0, 那么称 A 是正定 Hermite 变换。证明 ：如果 V 是有限维的，那么下列命题 
等价。 

(1) A 是正定 Hermite 变换； 

(2) A 的特征值全大于0; 

(3) 对于 V 上的任意可逆线性变换 B ， 有是正定 Hermite 矩阵； 

(4) 存在 V 上的可逆线性变换 C ， 使得 

(5) A = fG ， 其中 S 是可逆线性变换。 

证明 在 V "中取一个标准正交基 Tj \ ，平，…， 7 j n ，设 A 在此基下的矩阵为 A ，设 a 在此 
基下的坐标为 X ，则 AX 。 从而 A 是正定 Hermite 变换当且仅当 A 是正定 
Hermite 矩阵。利用定理17立即得到上述5个命题等价。 ■ 

例 53 设 A 是 n 维酉空间 V 上的正定 Hermite 变换， 证明： 

(1) A 2 也是正定 Hermite 变换； 

(2) 存在唯一的正定 Hermite 变换 B ， 使得 A = B 2 。 

证明 （1) 由于 A 2 = AA = A * A ， 且 A 是可逆的，因此据例52的 （5) 与 （1) 等价得到， 
A 2 是正定 Hermite 变换。 

(2) 由于 A 是 V 上的 Hermite 变换，因此 V 中存在一个标准正交基 p ，％，…，％，使 
得 A 在此基下的矩阵 A 为实对角矩阵 diag { A J ， A 2 ，…， A „}。 由于 A 是正定的，因此 A , >0， 

= 1，2,…， n 。 令 B = diag { …» vX "} ，设 B 是 V 上的线性变换，使得 
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B (7 j ”7 j 2 ，…，= (々 1 ， 72 ，.”， 7 «) B . 

由于 B * = B ，因此 B 是 Hermite 矩阵。从而 B 是 Hermite 变换。由于 B 的特征值 

VX 7(/ = 1，2, …， n ) 全大于0,因此 JB 是正定的 Hermite 变换。由于 A = B 2 ，因此 A = B 2 。 

唯一性。假设还有一个正定 Hermite 变换 C ， 使得 A = 0。 V 中存在一个标准正交 
基，占 2 ，…， A ，使得 C 在此基下的矩阵 C = diag {；/ 1 ，" 2 ，•••，//„}，其中 JU1 ，" 2 ，…，卩 n 都是正 
实数。设标准正交 基屮， 72 ，•••，>到标准正交基^，&，•••，&的过渡矩阵为 P ， 则尸是酉 
矩阵，且 C 在基 &，，•••，> 下的矩阵为 PCP 1 。 由于 B 在基化 ，取，…， 7 „下的矩阵为 
B ， 且因此 （ PCP — 于是 PC 2 P — isB 2 。 从而 

P diag {；/? ，/4，…，/^} = diagUi ， A 2 ，…山 } P . (89) 

设 P =(~)， 比较 （89) 式两边的（^)元得 

= X t t tJ . (90) 

若〜^^，则从彳的彡式得…丨二义^从而 /^ = v ^7, 因此 

= » (91) 

若~=0,则 （91) 式显然成立。于是有 

P diag {^! jfxz ，…卞 „} = diag { V ^7, …， VXT } P . (92) 

从而 PCP 1 = B 。 由于 PCP~ l , B 分别是 C , B 在基 a ，，…，分下的矩阵，因此 C = B 0 ■ 

例54证明极分解定 理：设 A 是〃维酉空间 V 上的可逆线性变换，则存在一个酉变 
换 P 和两个正定 Hermite 变换片 ，乐 ，使得 

A = PH , - H 2 P ， 

并且 A 的这两种分解的每一种都是唯一的。 

证明可分解性。据例52得， A * A 是正定 Hermite 变换。 

Hermite 变换此，使得 

a 9 a = hU 

于是 )- 1 H ?-( A ^ 1 )* H 1 H lo 记 JP=(A — ，则 

JT = H ； A~ l - Hi A -1 = HiCCA * )~ ! H \ r l 
=Hi Hr 2 A* = H7A* = 产， 

因此1>是酉变换，且 

令 由于 =// 2 ，因此 ff 2 是 Hermite 变换。由于 f / 2 = 

( P # ) ，因此据例 52 得， JJ 2 是正定 Hermite 变换。我们有 

A = PH , - PH . P ^ P - H 2 P . 

唯一性。设还有一个酉变换 Q 和一个正定 Hermite 变换 G ，使得 4 = 0(^ ，则 

A * A = G Q QG , - G \, (95) 

从 （95) 和 （94) 式，据例53第 （2) 小题的唯一性得，&=氏，从而 (2 = P 。 

类似地，考虑 AA * 的分解式可证得 A 的第二种分解的方式也唯一。 ■ 

点 评：例 54的极分解定理中 ， A = ff 2 P 很像非0复数 z 的指数式 = 其中 r 是 
正实数， O <0<2 tt 。 由此 看到： n 维酉空间上的 Hermite 变换可以和实数类比，正定 
Hermite 变换可以和正实数类比，酉变换可以和模为 1 的复数类比。可以这么类比的 


(93) 

据例53得，存在正定 

(94) 
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根源在于 Hermite 变换、正定 Hermite 变换、酉变换的酉相似标准形。当 n = l 时，正定 
Hermite 变换、酉变换的酉相似标准形分别是正实数 r 、 模为1的复 数一； 而可逆线性变换 
的酉相似标准形为非0复数 z 。 此时例54的分解式成为 z = r 一。这个指数式也可以看 

成非0复数在复平面的极坐标系中的表达式，这就是极分解式这个词的由来。 

例55设 ( a ,)) 是 w 级正定 Hermite 矩阵， 证明： 

| A | < a u a 22 •••a m , (96) 

等号成立当且仅当 A 是对角矩阵。 

证明取一个 n 维酉空间， n 级正定 Hermite 矩阵 A 可以看成 V 的一个基〜 ， a 2 ，…， 
a n 的度量矩阵（即 Gram 矩阵）。于是〜= ( a , ，〜） ， 

在 V 中取一个标准正交基…， >。 设 

( ai ， o ；2 ，…， a „) = (”1 ，^2，… ，7”） P ， 

则％在标准正交基％，％，•••，％下的坐标为 P 的第 i 列&“ = 1,2,…， n 。 于是 

a i } = (山，〜）= X ； X , = X ;足，1 < …< n ， 

从而 A =， F 。 

对 ai ， q ； 2 ，…，进行 Schmidt 正交化，令 


^1 = ai 


A 


ai 


v ( ai ，乳） n 

U ( A ， A ) ft ， 


l 


2,3 ， ••• 


则 (決 ，择 ，…， 成） ，心 ，…， OB ， 其中 B 是主对角元为 1 的上三角矩阵。于是 

(卢1，体，… ，成） = ，7 j 2 ，…， 7 j n 、 PB . 

从而尽在标准 正交基 ％，％，•••，>下的坐标为 的第〗 列 u = l ，2, …，《。因此 

= Y ； Y t = Y ： Y } , 




^ ijj ^ n . 


从而 


I Gram ( 历 ，译 ， … ，私 ) 


( PB) f ( PB ) I = I B f P f PB 


B f AB 


B \ \ A \ \ B 


A 1/ 


由于（译，这 ）=0, 当 i #;'， 因此 

I A 丨 =I Gram ( 负， 达， … ，氏 ) 

由于 


A 


2 




2 




2 


A 


2 


ai 


I 覆 fuw — 


r™l 

+ s 

i=l 


(% f / 3 j ) ( g , ， A ) rf \ 
㈣ ） ㈣ ） 


I 2 - E 1 U f J I | 2 -<la, I 2 , 

> ft 

因此 IA 1 < 1 ai 1 2 I ar 2 1 2 … I a n 1 2 = a u a 2 2 … a m 0 

等号成立当且仅当 （ as ) = 0,其中 f = 1 ， 2 ，…， = 1 ， 2 ，…， 1 。 从而 
< = l ，2，一， n 。 于是 A 为对角矩阵。 



点 评：例 55 证明的关键之一是把 n 级正定 Hermite 矩阵 A 看成 n 维酉空间 V 的一个 
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基&，《 2 ，…，的度量矩阵;关键之二是为了计算内积简便，在 v 中取一个标准正交基％， 
rp . ，…，> ;关键之三是把 qti ， ar 2 ，…， a n 进行 Schmidt 正交化，得到正交向量组戸 i ，择，…，涔，这 
是因为正交向量择，译 ，…，爲的 Gram 行列式就等于其主对角元的乘积， 
即1戽| 2 1啟| 2 …⑷ 2 0 

例56设 A 是 n 级可逆复矩阵，证明 Hadamard 不 等式： 

II A || 2 < n 2 I a ,- I 2 , (97) 

1 = 1 

其中 II A || 表示复数 1 A | 的模。 

证明 由于 A 是 n 级可逆复矩阵，因此 A 是正定 Hermite 矩阵。由于 

n n 

A # A(z ； z ) = ^ A * ； f ) = I a }i 1 2 , 

J =1 )=1 

因此据例 55 得 

n n ti 

|| A || 2 -| A |< - ns i 2 . ■ 

i=i i=i >=i 

例 57 设 A 是 n 级可逆复矩阵，且 A 的每个元素的模不超过1， 证明： 

II A || 2 < n n . (98) 

证明 据例56得 

II A II 2 < JJ 2 \ a Jt \ 2 <: YLYh = n \ ■ 

f = = l i = 1 j = 1 

例 58 设 A ， B 都是 n 级正定 Hermite 矩阵， 证明： 

(1) AB 的特征值都是正 实数； （2) 若 AB = BA ， 则是正定的 Hermite 矩阵。 
证明 （1) 由于 A ， B 都是 n 级正定 Hermite 矩阵，因此犬=尸*尸，3 = 0*0,其中 P ， 

Q 都是 n 级可逆复矩阵，于是 = 尸 PQ # Q 。 由于 F (PCT Q ) 与 （ PCTQ ) i ^ 有相同的 
非零特征值，且 （ PQ * Q ) P * -( QP # )* ( QP # ) 是正定 Hermite 矩阵，因此广 ( PQ * Q ) 的 
非零特征值都是正 实数； 又由于 ( PQ * Q ) 是可逆矩阵，因此0不是它的特征值。从而 
AB = P * PQ ^ Q 的特征值都是正实数。 

(2) 若 AB = BA ， 则据本节习题第11题得， AB 是 Hermite 矩阵。又由于它的特征值 

全是正数，因此它是正定的。 ■ 

例59设焱=(~)是72级复矩阵， A !， A 2 ，…， A „ 是 A 的全部特征值，证 明： A 是正规 

矩阵当且仅当 


SS i 2 = E I A ,- | 2 . (99) 

*=1 >=1 i=l 

证明必要性。设 A 是正规矩阵，则存在 n 级酉矩阵 P， 使得 P ~ 1 AP = 6 iag { k l ，A 2 ，…， 
A „}。 从而 

A = P diag{Ai，A 2 ，…， A„} P— 1 ， 

AA * = P diag{ I Ai 1 2 ， I A 2 1 2 ， … ， | A„ 1 2 }P 一 1 . 

由于 AA* 的 GV) 元为 

« n n 

(j ； i) = a (J = ^ \ a i; |S 


_ 
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n n 


因此 


tKA/T ) = 22 I a 




2 


n 


tr(AA * ) = tr(P diag{ | Ai | 2 ， I A 2 


A n | 2 }P-2 


2 


n n 


m 


从而 


SSI - 


y 


I ： IA 


2 


n n 


n 


n 


充分性。设 EE u , I 2 - E 1^- l 2 , 即 tr ( AA *) = 2 


2 


o 


由于 A 是〃级复矩 


阵，因此据例 39 的点评得，存在〃级酉矩阵 P ， 使得 


从而 



0 

tr ( AA * )= tr ( P " ] AA # P ) 


<^i2 … d Xn 

久 2 … d Zn 

争 » 

攀 _ 

• _ 

0 … 



^Ai d u … d u ' 


Ai 0 … 0 ， 



0 A 2 … d 2rt 

• • • 

_ • 攀 


du A 2 … 0 

• • • 

途 — 通 



拳# 攀 

0 0 … A „ 

、 j 


■ ■ ■ 

d u d Zn … > 



— I Ai | 2 +| d u 1 2 +***+! d ln 1 2 + | A 2 1 2 +1 d 23 1 2 + ••• + 
d Zn 丨 2 + … +1 A „ 1 2 . 


由于 tr(AA ^ ^ I A , l 2 ，因此 di2 = … == As = ••• = = ••• = d n - Un = 0 o 

i = 1 

从而 i ^ AP 是对角矩阵。于是 A 是正规矩阵。 ■ 

例 60设13={1，2,…， n }， 用 C 3 表示定义域为 X 2 的所有复值函数组成的集合，它是 
复数域上的一个线性空间，规定 

n 

( fix) ,g(x)) ! = 2 f(j ) g(J ) ， V f(jo) ,g(x) G C n . (100) 

(1) 证 明：上 述二元函数是 c 1 上一个内积，从而 C 1 成为一个酉 空间； 

(2) 对于 A 6{1，2, …， n }， 令 

g k (j) = Xv ij , j e n, (ion 

\Jn 

其中证明 ： 心（_2：)，心（工），…，是酉空间的一个标准正 交基； 

(3) 对于/(0：)6(^，定义 1 ^上的一个函数/(尤），使得/(幻等于 / U ) 在标准正交基 
gi O ) ， 片 2 (1) ， … ，心 （： c ) 下的坐标的第々个分量，令 

(T : C n — ^ C n 

/(• r)i - - /( x ). 

证明: ^是 C 3 上的一个酉变换，并且求^7在标准正交基 a U )， ☆(: r )， …， aU ) 下的矩阵。 
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着 


证明 （1) 对于任意 /( i )4(: r )，/ i ( x)ecn 有 


n 


71 


(尽(工），/(:)) = 2尽()）/0) = ( 2 ^( 7 )/( 7 ) )= (/( 工），片(工)) 


n 


(/( x ) + hix ) ，莒( X ) ) = ^ (/()) 十 & 0) ) 茗 (）） = (/( 了） ，尽(工） ） + ( h ( x ) ， g ( x )) 


n 


(左/(工） , gix )) = y ^ jkf ( j ) g ( j ) = k (/( x ) ，尽(工）） ; 


n 


n 


(/( x ),/( x >) - E / o ^ To ) ^ S 1 / o *) r > 0 , 


等号成立当且仅当 /( P =0, VjeD ， 即 /( x )=0。 

综上所述， （100) 式定义的二元函数是 C 5 上的一个内积。从而 C 1 成为一个酉空间。 
(2) 先求 C 3 的维数。令 

r : C n ——^ C" 

/( x ) i ——^(/(1)，/(2)广.，/(打)），. 

显然 r 是到 C ” 的单射、满射，且保持加法和数量乘法，因此 r 是一个同构映射。从而 

dim C n = dim C” = 72. 


再证 A (* r )' zO ) ， … ，仏 （ x ) 是正交单位向 量组: 


n n 

igk ( x ) ^gi ( x ))= 2^0) gi ( i ) = 2 t 


(D 




‘ A 

因此 gi ( 1 )， g 2 (: r ) ，… ， g „( x ) 是 C n 的一个标准正交基。 
(3) 由 / O ) 的定义得 


(M) 


—U 


1 w 

1 v 

n 4" 


co 


ik-Oj 


谷 kl 


， V 

= { fix ) , g k { x )) = ^ f ( j ) 

j=i j=i 


kj 


任取 /( o ^/ Kdee 3 , 则 


(/( j :) , h ( x )) = ^]/(^) h ( k ) = 2 f ( j ) 


k 


k 


Ci ) 


kj 


丽/ 

\(n i = \ 


n 


n 


n 


n 


E/wS 


Hl — j 、 


—^] / (j ) h ( j)n = (/( x ) ， h ( x )) ， 

n ~ 


因此 a 是酉空间上的一个酉变换。对于/=1，2 ,…， n 


n 


ji n 


(j(g*/(x))=- glijc) = ,g k (x))g k (x) = X] ( gk(j^>)gk(^) 

k = \ k—l 1 = 1 


m n 


n 


n 


XI 2(幻（工），&(工）） gk ^ Dgkijo ) — 2 gk ^ Ogk ^ Jc ) = 


k 


k 


k 


4T 


kl 


足 〆 工）， 


因此 cr 在基 gi ( x ) , g 2 ( jo ) ，…， h (* r ) 下的矩阵为 

, n—\ n—2 _ 


4 n 


CO CO 


o^ z co n 4 


cv 


a ) 


2 


CM) CO 


2 


O) 




« 
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习题 10.5 


1. 在酉空间 C 3 (指定标准内积）中，设 

a=(l ，一 1 ， 1 )’， P=(l ， 0 ， i )'， 

求 |«|，|/?|， a 与戸的夹角 〈 cr ， P >。 

2. 在酉空间 C 2 (指定标准内积）中，设 

Cfi = ( l ，一 1)’， a 2 = ( l ， i )'， 

求与 OCi ， oe 2 等价的一个标准正交基。 

3. 在酉空间 C 3 (指定标准内积）中，设 


ai = (1, — 1,1), a 2 = (1,0,0, 

求与 ai ， a 2 等价的一个正交向量 组取， ft 。 

4. 在酉空间 C 3 (指定标准内积）中，设 

a ： = (1，一 l ， i )'， a 2 — ( l ，0, i )、 a 3 = (1，1，1)’， 

求 C 3 的一个标准正交基。 

5. 在酉空间 £[0,2 tt ] 中， 证明： 它的一个子集 


S = ^ \ r~^ nX 71 = 士 1，士 2，一> 

V 2 tc 

是正交规范集。 

6. 在紙（0中，指定内积为 （A，B)=tr(A『 ）。设 W 是所有 rz 级复对角矩阵组成 
的子空间，求以及 Wi 的一个标准正交基。 

7. 设 a 级复矩阵八=尸十1<3,其中 P，Q 都是实矩阵。 证明： A 是酉矩阵当且仅当 
是对称矩阵且 P'P+Q'Q = I。 

8. 设 A 是酉空间 V 的一个酉变换， W 是 A 的有限维不变子空间，证 明： Wi 也是 A 
的不变子空间。 

9•设 


/cos 0 —— sin 6 \ 

A =( )， 

\ sin 0 cos 6 ) 

其中 O <0<2 tt ， 把 A 看成复矩阵，求 A 的酉相似标准形。 
10. 写出2级 Hermite 矩阵的形式。 


11. 设 A ， B 是酉空间 V 上的两个 Hermite 变换， 证明： 是 Hermite 变换当且仅当 


AB = BA a 

12. 设 A ， B 是酉空间 V 上的两个斜 Hermite 变换， 证明: AB 是斜 Hermite 变换当且 

仅当 BA 。 

13. 设 A , B 是酉空间 V 上的两个 Hermite 变换， 证明 ： AB + BA 与 i(AB — BA ) 都是 
Hermite 变换。 

14. 设 W 是酉空间 V 的一个有限维子空间，以，《 2 ，…，〜是 W 的一个正交基，用 P 
表示 V 在 W 上的正交投影，证明 ：对于 有 
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Pda) = 2 T^TT«- 

Try I a t I 

15. 设 71 ，彳 2 ，… ，如是 酉空间 V 的一个正交单位向量组。 证明： 对任意有 

X ) I ( a ，分 ） 丨 2 < I a | 2 ， 

I = 1 


等号成立当且仅当《 = 这个不等式称为 Bessel 不等式。 

1 = 1 

16. 酉空间 C 2 中指定的是标准内积，设 C 2 上的线性变换 A 在基&，&下的矩阵 

A 为 



说明 A 是正规变换，并且求 C 2 的一个标准正交基，使得 A 在这个基下的矩阵是对角 
矩阵。 

17. 证 明：酉 空间中，正规变换与复数的乘积仍是正规变换。 

18. 证明： 酉空间上的线性变换 A 如果有伴随变换，那么 A 是正规变换当且仅当 
A + L 4 2 ，其中 A , A 2 都是 Hermite 变换，且 A ^ A Z =^4。 

19. 设 A 是^维酉空间 V 上的正规变换，证明 ：存在 g •(: r )6 C [ x ]， 使得 A * = g ( A )。 

20. 设 A 是 n 级实对称矩阵 （ Hermite 矩阵），证明 ：存在 n 级实对称矩阵 （Hermite 
矩阵） B ， 使得 

A = B \ 


21. 设4,5是《维酉空间 V 上的线性变换，且 = 证明： V 中有一个标准正交 
基，使得 A ， B 在此基下的矩阵都是上三角矩阵。 

22. 设 A ， B 都是《级复矩阵，其中 B 是幂零矩阵，且 AjB = BA ， 证明： + = | 川。 

23. 设 A 是酉空间 V 上的线性变换。证明 ：如果 A * = M ，々6 R ， 那么 A 是 Hermite 
变换或斜 Hermite 变换。 

* 24. 设 A 是 n 维欧几里得空间 V 上的正规变换，证 明： A 必有1维或2维不变子空 


间，且它们也是的不变子空间。 

*25. 设 A 是 n 维欧几里得空间 V 上的正规变换，证 明： V 中存在一个标准正交基， 
使得 A 在此基下的矩阵 A 是形如下述的分块对角 矩阵： 


diag 



Ai ， A 2 ，… 



<^\ 厶 1 
bi a ： 


a z 

— b 2 


b 2 ' 

a 2 


a s 




此矩阵称为 A 的标 准形。 

* 26. 设 A ， B 都是 r / 维欧几里得空间 V 上的正规变换，证明 ：如果 AJ 8 = BA ， 那么 A 
与 B 有公共的1维或2维不变子空间。 

*27. 设 A ， JB 都是 n 维欧几里得空间 V 的正规变换，证明 ：如果 AJB = BA ， 那么 V 中 

存在一个标准正交基，使得 A ， B 在此基下的矩阵都是标准形。 

28. n 级 Hermite 矩阵 A 称为半正定的，如果对任意 X € C n 且有 f AX >0。 

证明： n 级 Hermite 矩阵 A 是半正定的当且仅当 A 的特征值全非负 


o 
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29. 设 A ， B 都是 n 级 Hermite 矩阵，证明 ：如果 A 是正定的， S 是半正定的，那么存 
在一个 n 级可逆矩阵 C ， 使得 C AC 与 CT BC 都是对角矩阵。 

30. 设 A ， B 都是 n 级 Hermite 矩阵，证明 ：如果 A 是正定的， J 5 是半正定的，那么 

I A + B |>| A | + | B | , 

等号成立当且仅当 B = 0 o 


*10.6 正交空间与辛空间 

我们已经在实数域或复数域上的线性空间中，通过引进内积的概念，使得这些空间中 
有了长度、角度、正交、距离等度量概念。现在要 问：对 于任意一个域上的线性空间能不能 
引进度量概念？关键是要引进内积的概念。由于在一般的域中，没有“正”元素的概念，因 
此实（复）线性空间上内积的正定性很难保留到任一域上的内积概念中。然而放弃了正定 
性的要求，就不容易引进向量的长度、两个非零向量的夹角，以及两个向量的距离等概念。 
这时我们必须坚持保留两个向量正交的概念，于是对于任一域 F 上的线性空间 V ，内积 
应当是一个二元函数/;为了能充分利用线性空间有加法和纯量乘法这两种运算的特性， 
这个二元函数/应当是双线性 函数； 由于两个向量 a 与^正交应当是相互的，因此/应当 
满足 “/( a , 妒=0当且仅当 /(^， a )=0”。 可以 证明： 满足这个要求的双线性函数/或者是 
对称的，或者是斜对称的（证明可参看 N . Jacobson 著 J 第330页定理 
6. 2)。以上分析说明，任一域 F 上的线性空间 V 上的内积应当是一个对称或斜对称双线 
性函数。如果 V 上指定一个对称双线性函数作为内积，那么 V 称为正交 空间； 如果 VI 
指定一个斜对称双线性函数作为内积，那么 V 称为辛空间 （ symplectu: space )。 这一节就 
来研究正交空间和辛空间，以及保持内积不变的线性变换。 

对于实数域上的线性空间 V ，在某些实际问题中也不用正定对称双线性函数作为内 
积，而用非退化对称双线性函数作为内积。我们在下面的第一部分来详细地阐述这一点。 

10.6.1 内容精华 


一、 洛伦兹 （ Lorentz) 变换与闵柯夫斯基 （ Minkowski ) 空间 

任何物理量（例如距离、速度、力）都是用一组数来表示的，这组数的值一般与坐标系 
的选择有关。 

如果一个坐标系是静止不动的或者作匀速直线运动，那么该坐标系称为惯性系，否则 

称为非惯性系。 

设直角坐标系 O ： o ^ 是一个惯性系，另一个直角坐标系 O ' x '/ 〆 沿着 x 轴正向相对 
于 Oxyz 作匀速直线运动，速度为 w 两个坐标系的原点 O 与 O ' 在£ = 〆 = ()时刻重合 。一 
个点 P 对于时间有1个坐标，对于在空间中的位置有3个坐标，称为这个点的时-空坐 
标。设点 P 对于惯性系 Oiw 的时-空坐标是 G ，• r ，3^) / ，点 P 对于惯性系 OW /的时- 
空坐标是( Z '， x / ， y ，2/) / 。 当远小于光速 C (记作时坐标变换公式为 





542 




第 10 章具有度量的线性空间 


时-空坐标分别为 

a = Ui ，工1 ，： y 】 ，之1 )' ， p = U2 ，了2，>2 ，之 2 )’■ 

现在想在实线性空间 R 4 中定义一个非退化对称双线性函数/作为内积。类比实内积空 
间中，两个向量《与戶的距离妒定义为 k — 川，于是 （ a — —灼是距离 d ( a ， 和的平 
方。由此受到启发，把 /( a — /?， a — 妒称为 a 与# 的时-空间隔的平方。根据狭义相对性原 
理，所有的基本物理规律在任一惯性系中具有相同的形式，因此两点 P ， Q 在惯性系 ar^z 
中的时-空坐标的时-空间隔平方与它们在惯性系中的时-空坐标的时-空间隔平 
方应当相等，即应当有 


~ fiaia ) »£ t (^)). 

取 R 4 上的一个二元函数/: 


(4) 


/( a ，卢 ） G + 工1工 2 十夕1 >2 + 之1 之2， (5) 

其中 r 是光速，显然/是一个非退化的双线性函数，把它作为 R 4 上的一个内积，此时称 
( R 4 ，/) 是一 个闵柯夫斯基空间。 现在我们来证明 ：在闵 柯夫斯基空间 （ R 4 ，/) 中，洛伦兹 
变换 a 保持任意两个向量的时-空间隔的平方不变。这只要证对任意 a 6 R 4 , 有 /( a , a ) = 
/( a ( a )， a ( a )) 即可。设 于是 

fiaia ) ， a ( a ) ) =— c ： 2 / + + / 2 + z〆 



十 y 十？ 


c 2 (c 2 — v 2 )t 2 十 （ c 2 — W 


c 


2 


V 1 


+ y 


2 


z 


2 


—— c 2 t 2 + x 2 y 2 ~\~ z z — /( a ? a ). (6) 

由 （6) 式得出，对于任意 a ， j 96 R 4 , 有 

f ( a — j 3 ，a — — /( a ( a — (3) ^ a ( a — j 3) ) » (7) 

这证明了洛伦兹变换 a 保持任意两个向量的时-空间隔的平方不变。进一步可证明洛伦 
兹变换 a 保持闵柯夫斯基空间 （ R 4 ，/) 上的内积不变。证明如下 ：任取 有 

f(a — j3,a — ^)= /(a,a) — 2 f(a^) + /(0 ， 0 ) ， 

/(a(a _ P) ， <7(a — 0)) — /(a(a) *a(a) ) — 2/(cr(a) ， £T( 卢 )） + /(cr(^) *cr(^)) 

= /(a ? a ) — 2 f ( a ( a )， tr (/?) ) + * 

于是由 （7) 式得，- 2/( a ,/3) = -2/( a ( a )， 〆 #)) 。因此 

f ( a ， p ) = /( 〆 《)， 〆 #) )_ (8) 

如果在 R 4 中指定标准内积成为欧几里得空间，那么 （《 ，的关 （ 〆 《)， 〆 灼 ）（ 这可以从 
(6) 式的推导过程看出）。这表明洛伦兹变换 a 不保持欧几里得空间 R 4 上的内积。但是 
洛伦兹变换 a 却保持闵柯夫斯基空间 （ R 4 ，/) 上的内积，这就是我们为什么要在实线性空 
间 V 中，指定一个非退化对称双线性函数作为内积的物理背景。 
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二、正交空间 

定义 1域 F 上的线性空间 V 如果指定了一个对称双线性函数 /， 那么称/是 V 上 
的一个内积（或 度量） ，称 V 是一个正交 空间。 用0/，/)表示指定的内积为/的正交空间， 
如果/是非退化的，那么（ V ，/)称为正 则的， 否则称为非正 则的。 

例如，闵柯夫斯基空间 R 4 是一个正交空间，指定的内积为 （5) 式所给的非退化对称 
双线性函数/。 

又如，在实线性空间 R 4 中，对于 0 ；= ， x 2 ，： c 3 ， j ： 4 )' (^1 ，: )' ，规定 

f ( a ， p ) = x ^ y x X 2 yz — Jo 3 y 3 — (9) 

易验证/是一个非退化的对称双线性函数，于是/可作为 R 4 上的一个内积，此时 （ R 4 ，/) 
成为一个正交空间，且它是正则的。在 （ R 4 ，/)中，对于任意 a 6 R 4 ，有 

/( ar ' cr ) = x \ — x \ — x \ — x \. (10) 

于是若 a =(2， l ，0,0)\ 则 /( a ， a ) = 3; 若 a = (1 ， 1，0，0)', 则 /(«，(?）=0;若 (0，1，0,0)% 则 

/( a ， a ) = — 1。因此在 ( R 4 ，/) 中没有正定性，即 /( a ， d 可能是正数或0,也可能是 负数； 而且 
当 a 关0时，有可能 /( a , a )=0 o 由于没有正定性，因此无法引进长度、角度、距离等度量 
概念。 

定义2在正交空间（ V ，/) 中 ，如果 /( a ， 妒 =0, 那么称《与戶正交，记作 a 丄戸。 

由于/是对称双线性函数，因此 /( a ，^=0 当且仅当/(卢，《)=0,从而 a 丄卢当 且仅当 
卢丄 cm 即两个向量正交是相互的。 

定义3在正交空间( V ，/)中，一个非零向量 a 称为迷向的 ( isotropic )， 如果 /( a ， a )=0; 
否则 a 称为非迷向的 （ anisotropic )。 正交空间（ V ，/)称为迷向的，如果 V 包含了一个（非 
零的）迷向 向量； 否则称为非迷向的。如果 V 中所有非零向量都是迷向的，那么称( V ，/) 

是全迷向的。 

例如，用 （10) 式给出的非退化对称双线性函数/作为内积的正交空间 （ R 4 ，/) 是迷向 
的，但不是全迷向的。 

命题 1如果正交空间（ V ，/)是非迷向的，那么它一定是正则的，即/ 一定是非退 
化的。 

证明 假如/是退化的，则 rad V 关0,于是存在 aGrad 7且《关0,从而 /( a , a )=0 o 

矛盾。 ■ 

注意： 命题1的逆命题不成立。例如，在上述的 （ R 4 ，/) 中， / 是非退化的 ，但是 （ R 4 , 

/) 是迷向的。 

命题2设 char F 关2,若正交空间（ V ，/)是全迷向的，则/=0。 

证明 任取 a ， 沒6 V ，由于 V 全迷向，因此 

0 = fCa + ^ a +^) = /( a , a )+2/( a ^)+/(^,/3) = 2/( a ,^). 

由于 char F #2, 因此 /( a ， 戸）=0。从而/=0。 ■ 

设( V ，/)是一个正交空间 ， W 是 V 的一个线性子空间，显然 /I W 是 W 上的一个对称 
双线性函数。从而 （ W ，/| W ) 也是一个正交空间，称它是( V ，/)的一个子空间。值得注意 
的是 ：即使 （ V ，/)是正则的，其子空间 （ W ，/| W ) 也有可能是非正则的。例如，在上述 

♦ ♦ 鲁# _ ♦峰争 礞 • _ 

(1^，/)中，设《=(1，1，0,0)'，令灰=-〈《>，则对任意 々 GR ， 有 
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f(a,ka) = kf(a^a) = 0, 

于是 aGradW 。 从而 /| W 是退化的，因此 ( W ，/| W ) 是非正则的。进一步，对任意 々 GR ， 有 

f(ka jka) = k 2 f(a^a) = 0» 

因此 （ w ，/| w ) 是全迷向的。 

定义4设 S 是正交空间（ V ，/)的一个非空子集，集合 UGV |/( a ， 的=0, V 0 GS } 称 
为 S 的正交补，记作 S 丄。 

容易看出 Si 是 V 的一个线性子空间。 

定理1设( V ，/)是域 F 上有限维正则的正交空间 ， W 是 V 的一个子空间，则 

(1) dim W + dim =dim V ； (11) 

(2) ( W 丄）丄=研. (12) 


证明由于/是非退化的对称双线性函数，因此据 10. 1节的例8立即得到结论。 ■ 

定义5域 F 上有限维正交空间（ V ，/)的一个 基 01 ， a 2 ，… ，〜 称为正交基，如果 ai ， 
的，…，〜两两正交。 

注意正交基的定义中，首先要求是基，然后要求基向量两两正交。这是因为在正交空 
间中两两正交的向量可能是线性相关的。例如，在 （ R 4 ，/) 中，设《=(1，1，0,0)'，则 a 与 
2«是正交的，然后它们是线性相关的。 

定理2特征不为2的域 F 上的^维正交空间（ V ，/)一定存在正交基。 

证明由于/是对称双线性函数，因此据 10. 1节的定理3得， V 中存在一个基⑴， 
，…，^，使得/在此基下的度量矩阵为对角矩阵，于是/(«,，~) = 0当 i ^ 3 o 从而 ai ， 
a 2 ，“ •，〜是 V 的一个正交基。 ■ 

注意当（ V ，/)是正则的时候，定理2证明中的对角矩阵是满秩矩阵（因为/非退化）， 
从而主对角元 / U ， a ,) 全不为0,因此是非迷向的， f = l ，2, …， n 。 即当（ V ，/)是正则 
时，存在由非迷向向量组成的正 交基； 而且它的任意一个正交基都是由非迷向向量组 
成的。 

定义6域 F 上 n 维正交空间（ V ,/)的一个正交基 7] ， V2 ，…，，称为标准正交基（或 
正交规范基），如果 


/( 分，％ ) = 0或士 1， f = 1，2，…， ”• (13) 

当域 F 取成实数域 R 或复数域 C 时，〃维正交空间（ V ，/)存在标准正交基。对于复 
数域 C 上的 n 维正交空间（ V ，/),可以使标准正交基中的每个向量 7 ,满足 

/(7‘，分）= 0或 1. 04) 

命题3设 （ V \/) 是域 F 上的 n 维正则的正交空间 ， ai ， a 2 ，…， 是它的一个正交基， 


则对于 V 中任一向量^，有 


n 





/(“） 
/( a ? » a ,) 


(15) 


n 

证明 设 则对任意_; e U ，2, …， n }， 有 

i = l 

n n 

f(P ， a 】、 =f 、 ^ i b i ot i ， a 】、=/ (a, ， Q0 ) = bj f (aj jaj ) ^ 
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上两个 n 维正交空间（…，/。与^^，/ 2 )，应当满足什么条件它们才保距同构？关键是对 
tr 保持内积不变，即对 （17) 式加以分析。 

在 10. 1节的内容精华的第六部分中，我们指出特征不等于2的域 F 上〃 维线性空间 
V 上的对称双线性函数与 V 上的二次函数之间有一个 一一 对应 ：给了 V 上的对称双线性 
函数/，有 V 上的唯一的二次函数 g 与/对应 w ( a )=/( a ，《)， 反之，给了 V 上的 

一个二次函数 g ， 有 V 上的唯一的对称双线性函数/与 对应： /( a ，/3) = +[ g( a + p — 

g ( a )- g (^)] 0 我们又指出 V 上的二次函数与域 F 上的//元二次型之间有一个——对 
应 ：给了 V 上的一个二次函数 g ， 在 V 中取定一个基⑴， a 2 ，…^后，有唯一的 n 元二次型 
与 g 对应，其中 A 是 g 对应的对称双线性函数/在基 ai ， a 2 ，…^ 下的度量 矩阵； 
反之，给了域 F 上的一个 n 元二次型 XVLX ：， 有 V 上唯一的二次函数 g 与它 对应： g ( a ) 二 
X ' AX ， 其中 A ： 是 a 在 V 的一个基下的坐标。于是特征不等于2的域 F 上 n 维线性空间 
V ,上的对称双线性函数兑对应于 W 上的一个二次 函数& ，进而对应于域 F 上的一个 n 
元二次型叉4叉；而 V 2 上的对称双线性函数/ 2 对应于 V 2 上的一个二次函数仍，进而对 
应于域 F 上的另一个 tz 元二次型 WBY 。 W 到 V 2 的线性同构(7保持内积不变当且仅当 
(17) 式成立，这等价于 

q \ ( a ) = Qz ( a ( a )) » V a G V ] (18) 

<==> X f AX = Y f BY VX G F \ (19) 

其中 A ： 是 a 在％的基 ai ， a 2 ，…，％下的坐标， Y 是 〆 《)在％的基历 ，体 ，…，成下的坐标。 
设 a 关于 W 的基，&，•••，〜与的基爲，体 ，…，戽 的矩阵是 P , 则 
因此 W 到的线性同构^保持内积不变当且仅当域 F 上的 n 元二次型 X ' AX 与 Y^BY 
等价。这样我们证明了下述 定理： 

定理 4 设(％，，）*(%，/ 2 )是特征不等于2的域 F 上的两个正交空间，则％到 V 2 
的线性同构 tr 是保距同构当且仅当域 F 上的 w 元二次型 X ' AX 与 Y f BY 等价，其中 A 是， 
在 Vl 的一个基&，奶 ，…， &下的度量矩阵，3是/ 2 在 V 2 的一个基择，戌，…，戽下的度量矩 
阵，是关于％的基 a 】， 的，… ，〜和 V 2 的基戽 ，体 ，…，啟的矩阵。 ■ 

推论 1设…^/^和…^/^是特征不等于？的域 F 上的两个正交空间，则％到 
V 2 的线性同构 cr 是保距同构当且仅当乃在 W 的一个基下的度量矩阵 A 与/ 2 在 V 2 的 
一个基下的度量矩阵 B 合同。 ■ 

这样我们就可以利用推论1来研究特征不等于2的域 F 上维数相同的两个正交空 
间 （ Vt ，，）*(%，/ 2 )保距同构的条件。 

根据“两个 n 级实对称矩阵合同的充分必要条件是它们的秩相等，且正惯性指数相 
等”，我们立即 得到： 

定理5实数域上两个 n 维正交空间(％，/ 1 )和（7 2 ，/ 2 )同构（即保距同构）的充分必 
要条件是， A 在％的一个基下的度量矩阵 A 与/ 2 在 V 2 的一个基下的度量矩阵 B 有相 
同的秩和相等的正惯性指数。 ■ 

对于实数域上的正交空间（ V ，/)，/在 V 的一个基下的度量矩阵的秩和正惯性指数 
分别称为/的秩和 正惯性指数。 
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根据两个〃级复对称矩阵合同的充分必要条件立即 得到： 

定理 6复数域上两个 n 维正交空间 （ W ，，）*(%，/ 2 )同构的充分必要条件是， 

在的一个基下的度量矩阵 A 与/ 2 在的一个基下的度量矩阵 B 有相同的秩。 ■ 

三、 正交空间上的正交变换 

定义 9设( V ，/)是域 Fin 维正则的正交空间， V 上的一个线性变换 r 如果保持 
内积不变，即 

fia.fi) = f(Ta,Tj3), V, (20) 

那么称 r 是 V 上的一个正交 变换。 

由前面讨论过程中的 （18) 式立即 得到： 

定理 7设( V ，/)是特征不为2的域 F 上的 n 维正则的正交空间， g 是/对应的二次 
函数，则 V 上的线性变换 T 是正交变换当且仅当下式 成立： 

g ( a ) = g ( Ta ), Va 6 V . (21) 

推论 2 设 ( V ，/) 是特征不为2的域 F 上的 n 维正则的正交空间，/在 V 的一个基 
a !， a 2 ，…^ 下的度量矩阵为 A 上的一个线性变换 r 在 V 的基，&，•••，〜下的矩阵 
是了 ，则 T 是正交变换当且仅当下式 成立： 

X'AX = X f { T f AT ) X , VX G F \ (22) 

证明 任取 a 6 V ， 设 a 在基 ai ，&，•••，〜 下的坐标为 X ，则 Ta 在此基下的坐标为 
TX 。 由于因此从 （21) 式得 

X'AX = ( TX )’ A ( TX ) = X \ T f AT ) X , ■ 

定理 8设( V ，/)是域 F 上72维正则的正交空间，则 T 是 V 上的正交变换当且仅当 
r 是正交空间 V 到自身的同构映射。 

证明 充分性是显然的，关于必要性只要证 T 是双射即可。设 《 GK er T ， 则 T a =0。 
从而对一切 pev % 有 

= f(Ta,Tj3) = /(0 ，邛 ）= 0. 

由于/是非退化的，因此《 = 0。于是 Ke r T =0。 从而 r 是单射。由于 V 是有限维的，因 
此线性变换 T 也是满射。从而 T 是双射。 ■ 

从同构关系的性质得出，恒等变换是正交变换，正交变换的乘积是正交变换，正交变 
换的逆变换还是正交变换。 

定理 9设( V ，/)是特征不为2的域 F 上的 n 维正则的正交空间，/在 V 的一个基 
a ： ，《 2 ，…^ 下的度量矩阵为 A 上的一个线性变换: T 在基 ai ， a 2 ，…，〜下的矩阵是 T ， 
则 r 是正交变换当且仅当 T f AT = A . 

证明 据推论2得， T 是正交变换当且仅当下式 成立： 

X f AX = X f CT f AT ) X ， vx e F \ (23) 

由于 A 是对称矩阵，因此 T ' AT 也是对称矩阵。从而： Tat — A 是对称矩阵。于是据本 
套教材上册 6. 1节的例8,从 （23) 式得出， T'AT = A 。 ■ 

推论 3条件同定理9,正交变换 T 在 V 的任意一个基下的矩阵 r 的行列式等于1 


或 _ 1。 


_ 
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证明 由于 T ' A：r = A ， 因此|丁| 2 | A | = IAI 。 由于/非退化，因此 A 是满秩矩阵。 
从而 | A | 关0。于是 |7 T = 1。 由此得出， | T |=1 或 一 1。由于线性变换 T 在 V 的不同基 
下的矩阵是相似的，因此 r 在 v 的任意一个基下的矩阵的行列式等于1或一 1。 ■ 

行列式为1的正交变换称为第 一类的 （或 旋转） ，行列式为一 1的正交变换称为第二 

类的。 

本节第一部分中讲的闵柯夫斯基空间 （ R 4 ，/)上的洛伦兹变换 a 是第一类正交变换。 
一般地，在实线性空间 R 4 中，给定一个非退化的对称双线性函数/，如果/的正惯性 
指数为 3( 或 1) ，那么称正交空间 （ R 4 ，/)为一个闵 柯夫斯基空间 ，其上的第一类正交变换 

称为广义 洛伦兹变换。 例如，设 

=- - ^\ y \ + JCzyz + ^3^3 + ^4^4. (24) 

易看出/是非退化的对称双线性函数，且/的正惯性指数为3,因此 （ R 4 ，/)成为一个闵柯 
夫斯基空间。据定理5,内积的正惯性指数为3的闵柯夫斯基空间都是同 构的； 内积的正 
惯性指数为1的闵柯夫斯基空间也都是同构的。 


四、辛空间 

这一部分和第五部分中，域 F 的特征都不等于2,不再每次声明。 

定义10 域 F 上的线性空间 V 如果指定了一个斜对称双线性函数 /， 那么称/是 V 
上的一个内积（或辛内 积）。 称 V 是一个 辛空间 ，记作（ V ，/)。如果/是非退化的，那么 
( V ，/)称为正 则的； 否则称为非正则的。 

例如， R 2 中，对于《=(4,0： 2 /，办=(3^，>/，规定 


f ( a ， fi ):= x x y t — x 2 yi . (25) 

显然，/是 R 2 上的一个非退化斜对称双线性函数，于是 （ R 2 ，/) 成为一个辛空间，且是正 
则的。 


与正交空间一样，辛空间中有向量的正交、子空间的正交、非空子集的正交补、迷向向 
量、迷向子空间等概念，且任一非空子集的正交补是子空间。由斜对称双线性函数的定义 
立即 得出： /( a ， a )=0, Vaev 。 从而辛空间（ V ，/)中每个非零向量都是迷向向量。因此 
辛空间是全迷向的。 

从 10. 1 节的定理 4 立即 得出： 

定理10 域维辛空间（ V ，/)中存在一个基&，心 i ，…， U — ，…， &，使得 

f(di U = 1 ， f(d-i ,d t ) =~ 1, f = 1 ， 2 ， … ， r; 


f (8 i )=0, i ~\~ j 7 ^ 0 ； 


/( 茂，，少 ）= 0 ， i =士 1 ， ••• ， 土 r ，^ = 1，2 ， •••， s ; 

/(%， 少 ）= 0， j = 1，2，•••，$， 

这个基称为 （ V ，/) 的 辛基。 


我们把定理10中的辛基重排一下 次序: 



，… %8 r ，5— 1 ，… ， d- r ， 7Jl ，•••，％， 


这个基也称为辛基，容易看出， / 在这个基下的度量矩阵为 


(26) 
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^ 0 J r 0、 

- l r 0 0 . (27) 

0 0 0 

\ y 

从定理10立即 得到： 

推论4域 F 上有限维正则的辛空间一定是偶数维的。 ■ 

命题4设( V，/)是 n 维正则的辛空间， n = 2r， 它的一个辛基是 d^d-, ，8”8— 2 ,…， 
U_ r ，则对于任意 a 6 V，有 

r 

a = \_f (a f d~i)di — _/Xa ， 次 ) 谷 —]• (28) 

f = 1 

r 

证明 设^ = U (工 忒十 3^-,)， 对于』 6 U，2, …， r}， 有 

i= 1 

r 

f(a,dj) = X) [x,/ ( 次，色 ） + y/CU』）] = 乂 /( 谷 — , ， 色） =— y 3 , 

i= 1 

r 

fXa ， 8— J ') :== > ] [工 |/'(& ^-,) yif (^-i ) ] ~ idj j8~j) ~ J0j, 

i = 1 

r 

因此， a = Lf (a ^d-i)di — /(a，ft ) 占 — ,]• ■ 

i — l 

由 10. 1 节的例 8 立即 得到： 

定理 11 设 ( V，/) 是域 F 上有限维正则的辛空间 ，W 是V的一个子空间，则 

(1) dim W 十 dim W 1 =dim V； 

(2) ( W 丄）丄=灰. ■ 

下面的定理12给出了 V=W ㊉的一个充分条件。 

定理12设（ V，/)是域 F 上的辛空间是 V的有限维正则子空间，则 

V = W ㊉ (29) 

证明因为 W 是正则的，所以 rad W = 0。 从而 WnWi=0。 

因为 W 是有限维的正则子空间，所以可以在 W 中取一个辛基&，&!，…， U 一 m 。 
对于任意令 

m 

^ = S[/(a — * (30) 

i = 1 

则 A G W。 令 a 2 =a-ai ，则对于 G {1,2 ，…， m } ，有 

m 

1 = 1 

- /u，A) + /(«，&)/ (谷— ; ，色） = 0， 

m 

fiaD= ficc，8— } 、一 2[/ ( a，U/ ( H) — / (a ，&)/(H)] 

t — 1 

因此⑴ ew 丄。从而丄。于是 v=w ㊉ w 丄。 ■ 

容易看出， w 是正则的子空间也是㊉ wi 的必要条件。当 v 是有限维的辛空 
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间时， V = W ㊉ 的充分必要条件为 W 是正则子空间（据 10. 1节例9)。 

从定理12和定理10立即 得到： 

定理 13域 F 上有限维辛空间（ V ，/)一定能分解成一些2维正则子空间与1维非 
正则子空间的正交直和。 ■ 

与正交空间一样，辛空间也有同构的概念，且辛空间的同构关系具有反身性、对称性 
和传递性。 

域只上两个有限维辛空间（\^，/ 1 )和(7 2 ，/ 2 )如果同构，那么\^与7 2 必线性同构， 
从而 W 与％ 的维数相同。反之，如果 W 与 V 2 的维数相同，那么它们必线性同构。于 
是存在 W 与％的一个线性同构映射(7。在％中取一个辛基 :次， ，…， 
7 ,;在％中取一个辛基々，卢^，…，馬，…，乃。设^关于 W 的上述基和 v 2 的上 
述基的矩阵是在％的上述基下的度量矩阵为 Ai ，/ 2 在％的上述基下的度量矩阵 
为 A 2 。 任取，设《，沒在 W 的上述基下的坐标分别为 X ， Y ， 则 〆 在 V 2 的 
上述基下的坐标分别为于是 

M(x ， 0) = X'A.Y, 

/ 2 ( a ( a )^(^)) = ( BX ) / A 2 ( BV ) = X / ( B / A 2 B ) V . 

据 10. 1 节例 10 的结论 ：“特 征不为2的域 F 上两个《级斜对称矩阵合同的充分必要条件 
是它们有相同的秩”，因此有 

Vi 到 W 的线性同构映射0是保距同构 

<=> /i (a ?/?) — /2 ( cr ( a ) » cr (/3) ) » V a Vi 

<=» X ' A 1 Y = X ， iB , A 2 B ) Y , VX , yGF w 

< > e[A j Sj —Si (B / A 2 B)e > , z ,7 = 1,2 , **• ,n 

< - > Ai (ij) = (B’A 2 B) (“j ) ， f ，_; = 1 ， 2，.“，rz 

<==> A l ^ B f A 2 B 

< -> rank(Ai ) = rank ( A 2 ). (31) 

于是我们证明了下述 结论： 

定理 14 域 F 上两个有限维辛空间 （\^，/ 1 )与（\^ 2 ，/ 2 )同构的充分必要条件是％ 
与有相同的维数，且 A 与/ 2 有相同的矩阵秩。 ■ 

推论 5域 F 上两个有限维正则的辛空间同构的充分必要条件是它们有相同的 
维数。 ■ 

五、辛变换 

定义 11设( V %/)是域 F 上有限维正则的辛空间， V 上的一个线性变换 B 如果保持 
辛内积不变，那么称 B 为辛变换。 

类似于定理8的证明可证得下述 结论： 

定理 15设( V ，/)是域 F 上有限维正则的辛空间，则 B 是 V 上的辛变换当且仅当 B 
是辛空间 V 到自身的一个同构映射。 ■ 

从同构关系的性质得出，恒等变换是辛变换，辛变换的乘积是辛变换，辛变换的逆变 
换还是辛变换。 
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正交空间。 

从/的度量矩阵 A 看出，，私是 （ R 2 ，/) 的一个标准正交基。 
(2) 由于 


T f AT - 

1 、 

f 1 °) 

^ 1 、 


1 V2 

\o -i) 

1 y/2 

V J 


因此据定理9得， T 是 （ R 2 ，/) 上的正交变换。 


0 


0 


-1 






A/-T 


A —^2 — 1 

—1 A — 4 ^ 


= [A — (^/2 + 1 ) ] [A — (^/2 — 1 )] ， 


因此 T 的全部特征值是#+1，在一 1。 

解齐次线性方程组 （( W +1) J — T ) X =0, 得一个基础解系：（1，1)'。因此 t 的属于 
#+1 的全部特征向量为 

々（1，1)'， 々 G R 且々关 0. 


同理可求出 r 的属于# 一 1的全部特征向量为 

々（1， 一 1)'， 

记 cr = 々 （l ，1)’ =(々，走 ）’，p 二 々（1 ， 一 1)'=(々，一々）'，有 

/( a , a ) = k 2 — k 2 = 0, f ( p ， p ) = k z — (— k ) 2 = 0, 

因此 r 的所有特征向量都是迷向的。 ■ 

点评： 从例1的第 （2) 小题看到，正交空间 （ R 2 ,/) 上的正交变换 r 的全部特征值为 

#+1，# 一 1，而欧几里得空间 V 上的正交变换如果有特征值，那么它的特征值必为1或 
一 1。由此看出 ：正交 空间上的正交变换与欧几里得空间上的正交变换是不一样的。 

例2设( V ，/)是特征不为2的域 F 上的 n 维正交空间， W 是它的一个正则子空间。 
证明 ：存在 平行于 W 丄在 W 上的投影 P ，且 Im P = W，Ker 。称 P 是 V 在 W 上的 

正交投影。 


证明由于 W 是（ V ，/)的一个正则子空间，因此据定理3得\^ = ,©灰丄，从而存在 
平行于在 W 上的投影 P 。 据 9.2 节推论2得 ， Im P = W，Ker 。 ■ 

例3设（ V ，/)是特征不为2的域 F 上的 n 维正则的正交空间， 7 是一个非迷向向 
量，用 P 表示 V 在 〈以上 的正交投影，对于任意求 JP a 。 

解由于7?是非迷向向量，因此〈…是^：^，/)的一个正则子空间。从而 V =<^>© 
〈7〉 L 。对于任意有 a = +«2 ， a \^: irp wiUrpi 。 据定理 3 的证明过程得 


例4条件同例3,令 


Pa 




(45) 


G = / — 2 P . (46) 

证明： G 是（ V ，/)上的第二类正交变换，称 G 是关于超平面 < 7 > i 的镜面反射。 

证明显然 G 是 V 上的一个线性变换。由于，/|〈77> L ) 是正交空间，因此在 
中存在一个正交基 72 ，•••，>，从而，•••，>是( V ，/)的一个正交基。 

Grj = Irj — 2Prj = rj — 2rj =— 
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Grji = Irji — 2Prj t == rji , f = 2，3 ，…，”， 

于是 G 在（ V %/)的正交基 r }， rj 2 ， rj n 下的矩阵 G 为 

O = diag {— 

/在正交基^，取，…，％下的度量矩阵 A 为 

A = diag{^i ， d 2 ， … ，尤 } ， 

其中 A =/(1?，7) ，山= fin 、， iU ， …， n 。 由于 

GAG = GAG = AG 2 — AI = A f 

因此 G 是 ( V ，/) 上的正交变换。由于 | G | = — 1，因此 G 是第二类的。 ■ 

例5设( V ，/)是域 F 上/ 2维正则的正交空间， T 是 V 上的一个正交变换，证 明：如 
果 V 的子空间 W 是: T 的不变子空间，那么也是 r 的不变子空间。 

证明 任取 ， T | W 是 W 上的一个线性变换，由于 r 是（ V ，/)上的正交变换， 

因此 r 是单射，从而 T | W 是单射。于是 r | w 也是满射。任给 pew ， 存在 yew ， 使得 
Ty = p 0 我们有 


(召， Ta ) = ( iy , Ta ) ^ ( y , a ) = 0, 

因此 丄。 从而 w 丄是 r 的不变子空间 D _ 

例 6设( V ，/)是特征不为2的域 F 上的2维正交空间，如果（ V %/)是正则的而且是 
迷向的，那么称它为一个双 曲平面 （hyperbolic plane ) P 证明：2维正交空间（ V ，/)是双曲 
平面当且仅当 V 中存在一个基，使得/在此基下的度量矩阵 A 为 


A 



(47) 


证明 充分性。设 V 中存在一个基 q , a 2 ，使得/在此基下的度量矩阵为 4( 见 （47) 
式）。由于 A 满秩，因此/是非退化的，从而( V ，/)是正则的。由于 


f ( o；i ? or ] ) — (1 ， 0)= 0 ， 

因此 m 是迷向向量，从而 ( V ，/) 是迷 向的， 所以（ V ，/)是双曲平面。 

必要性。设2维正交空间（ V ，/)是双曲平面。由于 ( V %/) 迷向，因此存在 V 且 

«关 0 ,使得 /( a ， a ) = o 。 把 a 扩充成 V 的一个基 a ，/?， 则/在基下的度量矩阵 B 为 

0 /(«, 

由于( V ，/)正则，因此/非退化。从而/(…妒关0。设/(«，印=“，令则 

/(a»7) — /(a*a = a~ : f(a^) = a -1 a = 1, 

显然 a ， y 仍是 V 的一个基。若/(7,7) =0,则/在基 a ， y 下的度量矩阵 A 为 


A 



若/(7,7)=#0，则令—易知 a ， 占是 V 的一个基。由于 


f(ajd')=fiajy) — ~fCa9a) = 1 , 
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f ( d ， 幻 


c 


/(y ， y) — ^f(y^a) — 


c 


2 


_ 


f(aja) 


c 


c 


暑 


1 - 


c 


m 


0, 


因此 / 在基 ad 下的度量矩阵为 A 


■ 


例7设( V ，/)是 n 维正则的辛空间 U = 2 r )， B 是 V 上的一个线性变换， 证明： B 是 
辛变换当且仅当 B 把辛基变成辛基。 

证明 设&，…，是（ V ，/)的一个辛基，则/在此基下的度量矩阵 A 为 


A 


r 0 


r 


0 


设 


(谷！，…， 6 V ，谷— i ，…，谷 — r ) =(在1，…，占,■，谷 1 ，…， r (48) 

必要性。设 B 是辛变换，则 B'AB 二 A ， 且 B 是辛空间 （ V，/) 到自身的一个同构映射。 
从而彤！，…，彤—！，…，彤- r 也是 V 的一个基。 此时 （48) 式也表明基&，… ，表，心 i ，…， 


到基彤！，…，玢，…，说的过渡矩阵是 B ， 于是/在基朌 i , JS ^ r ,® ! 
下的度量矩阵等于 B ' AB = A 。 因此朌1 ,-^ Bdr,Bd ，…，彤-,是<^，/)的辛基。 


_ ♦ * 




B 8 


充分性。设线性变换 B 把辛基 A ，…， U - i ，…，&，变成辛基财！，…，说-!，…， 
，则 U 8) 式表明从第1个基到第2个基的过渡矩阵是 B ， 于是/在第二个基下的度量 


矩阵由于第2个基财：，…，，…，说，也是（ V ，/)的辛基，因此/在 
第2个基下的度量矩阵也是 A 。 从而 B'AB = A 。 所以 B 是辛变换。 ■ 


例8设 


A 


0 




r 


0 


证明 ：2 r 级矩阵 B 是辛矩阵当且仅当 B =— 

证明 由于 A 2 = _ J 2 „ ，因此 A 1 :— A 。 从而 
B 是辛矩阵 ^ t =» B f AB = A , 





例 9 设 B 是以 级矩阵，把 B 分块写成 


B 


B n 

B 


B \2 
B 


(49) 


其中氏是 r 级矩阵， f ， 


21 J -^22 

1，2。 证明： B 是辛矩阵的充分必要条件是 

rBi\B 21 — B 2 \ But 

^ 12^22 ~ ^22 B 12 J 


< 


( 50 ) 


证明 B 是辛矩阵 < 


Bi/B 2 2 _ B 2 /B 12 
» B r AE = A 




Bn B/r 


0 


^11 B12 、 


r 0 

B 1'2 B22 

K > 


一 i r 0 

、 > 


B21 BZZ , 


一 i r 0 




556 




第 10 章具有度量的线性空间 


b 1 / 2 b 22 =b/ 3 b 

jB i\B 22 — ^2\B 12 — I r 


11 


12 


■ 


例 10 证明下列矩阵都是辛 矩阵: 


(1) B = diag 


0 1 

-1 0 


0 1 

— 1 0 


，其中含 2 m 个2级子矩阵 


( 2 ) 


(3) 


(4) 


0 I r 

一 I r 0 

0 一 I r 

Ir 0 

r0 0 


0 


0 0—10 
o — 1 o o 

10 0 0 


证明 （1) 令 


B 


B 

B 


21 ^22 


^12 

B 


其中氏是 2 m 级矩阵山 j = l ， 2 , 则 Bn^diag 



0 1 

-1 0 


， 9 


0 1 

— 1 0 


，其中含 m 个子 


矩阵，，显然满足例 9(50) 式中的第1、2个 等式； 关于第3个等式， 
由于 


B u f B 2 2 = diag 



0 


0 — 1、1 


9 ^ 

01 \1 


0 






diag 


0 1 

——1 0 


0 1 

—1 0 




diag 


0 


0、1 


0 




0 


Zm 


因此也满足第3个等式，从而 B 是辛矩阵。 


(2) 用例9的记号， — 显然满足例9中 （50) 式，因 


此 


f 0 I r 

-L 0 


是辛矩阵。 


(3) 用例9的记号， B n =0， B 12 = - U 21 = J r ， B 22 =0。 显然满足例9的 （50) 式，因 


此 


「0 — I r ) 

I r 0 


是辛矩阵。 


(4) 用例9的记号， jB u = 0 ,B 


12 


0 1 
一 1 0 


~ 1 ), B 22 = 0 o 显然满足例9 


0 


的 （50) 式，因此所给的4级矩阵是辛矩阵。 

例11 设 ga ) 是 2 r 级辛矩阵 B 的特征多项式，证明 

g ( X ) = X 2 r gU ~ ] ). 


■ 
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证明 据例8得 ， B = A — UB — O ' A 。 由于 | B |=1， 因此 

《⑴二丨 A/ - B I - I AJ-Am'A |-| 入 I 

=1 XI - B~ l | = A 2r I J —A— 】 B— 1 | = A 2r I JB— 1 I I B - A" 1 / I 
=A 2r (— l) 2r I k l I~B I - A^CA -1 ). ■ 

例 12 设 B 是实数域上的 2 r 级辛矩阵， A : 是 B 的特征多项式的一个复根， 证明： 
Ar 1 ， X 7， X 7 1 都是 b 的特征多项式的复根。 

证明设 WA ) 是 B 的特征多项式，由于 B 是实矩阵，因此 #( A ) GR [ A ]。 据例11得， 
^( A )= A 2 ^( A - 1 ) 0 由于辛矩阵 B 可逆，因此 A !^0。 于是 

g ( XT l ) = A 7 2r ^(Ai ) = 0, 

从而 Ar 1 是 ga ) 的一个复根，显然 X ：是 g ( A ) 的复根。于是亓- 1 也是 g ( A ) 的一个复根。 ■ 

习题 10. 6 

1. 设 （ R 2 ，/) 是例1中的正则正交空间， r 是 R 2 上的一个线性变换， r 在 （ R 2 ，/) 的标 
准正交基 A ，&下的矩阵为： r 。 证明： T 是 （ R 2 ，/) 上的正交变换当且仅当： T 是下列4种 
形式的矩阵 之一： 


t 

— 1、 

9 

f 

t — 

k vV - r 

Vt 2 -l 

t 

> 


V 

vV — 1 

t 

J 

〆 

t 

- ^t 2 - 

T 

j 

t 

t 1 — 1 

Vt 2 l 

t 

j 


— A 2 - 1 

—— t 

* 


其中 kl > i ; 当了为前两种矩阵时， r 是第一 类的； 当 r 为后两种矩阵时， r 是第二类的。 

2. 第1题中的线性变换 r 为正交变换时，求: r 的全部特征值。 

3. 说明例1中的 （ R 2 ，/) 是一个双曲平面，并且求它的一个基，使得/在此基下的度 


量矩阵 A 为 



o 


4. 求第3题中双曲平面 ( R 2 ，/) 的所有迷向向量。 

5. 设 ( R 4 ,/) 和 ( R 4 ， g ) 都是闵柯夫斯基空间，且/和#的正惯性指数都为 3( 或都为 1) 。 
(硭，/)到(记4)的一个同构映射为1证 明：若 T 是 （ R 4 ，/) 上的一个正交变换，则 rTV - 1 是 
( R 4 ， g ) 上的一个正交变换。 

6. 设 （ R 4 ， g ) 是一个闵柯夫斯基空间，内积为 


g ( a , fi ) = =—JOiyi JC 2 yz + ^3^3 + 工4>4， 

其中 a= (jCi ,x z ,jo 3 j ： c 4 )\fi= (y x ,y 2 *^ 3 ，: y 4 )'， 求 （ R 4 ， g ) 上的一个广义洛伦兹变换。 

7. 设 ( R 2 ，/) 是一个实数域上的辛空间，辛内积为 

fia.fi) = x x y 2 — x 2 y x , 

其中《=(々，〜设 B 是 R 2 上的一个线性变换，它在基^，心下的矩阵 
为 证明： B 是 （ R 2 ，/) 上的辛变换当且仅当丨 B |= l 。 

8, 第7题中实数域上的辛空间 （ R 2 ，/)， 其上的辛变换一定有特征值吗？ 
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9•设 B = diagj ( — ? 3卜 试问： B 是辛矩阵吗? 
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10.7.1 内容精华 

我们已经知道，〃维欧几里得空间 V 上所有正交变换组成的集合具有如下性质 ：正交 
变换的乘积还是正交变换，恒等变换是正交变换，正交变换是可逆的并且它的逆变换也是 
正交 变换； 但是正交变换的和不一定是正交变换（例如 J + (— 1)=0 不是正交变换），实数 
与正交变换的乘积不一定是正交变换（例如 2 J 不是正交变换）。这说明 n 维欧几里得空 
间 V 上所有正交变换组成的集合只有一种 运算：乘法； 它满足结 合律； 恒等变换属于这个 
集合；这个集合的任一元素可逆且逆元素也在这个集合。类似地，〃维酉空间上所有酉变 
换组成的集合、域 F 上//维正则的正交空间上所有正交变换组成的集合，以及特征不为2 
的域 F 上 2 r 维正则辛空间上所有辛变换组成的集合都具有这样的性质。由此受到启 
发，抽象出群的 概念： 

定义 1设 G 是一个非空集合，如果在 G 上定义了一种代数运算，叫做乘法，并且满 
足下列 法则： 

1° aibcXab 、 c ， Va ，6， c 6 G (结合 律）； (1) 

2° G 中有一个元素 e ， 使得 

ea = ae = a 9 V a G G; (2) 

3° 对于 G 中每一个元素 a ，都有 G 中一个元素使得 

ab = ba = e , (3) 

那么 G 称为一 个群。 

容易证明，群 G 中满足 （2) 式的元素 e 是唯一的，称 e 是 G 的单位 元素； 对于 
中满足 （3) 式的元素6是唯一的，称6是 a 的 逆元素 ，记作“- 1 。 

如果群 G 的运算还满足交换律 ， BP 

ab = ba ， V a ,6 G 

那么称 G 是交 换群 ，或 Abel 群。 

对于交换群 G ， 有时把运算叫 做加法 ，此时（1)、（2)、 （3) 式的写法作相应的变化。例 
如， G 中的单位元素 e 记成0，（2)式成为 

0 + a = a + 0 = a ， M a & G, 

由于群 G 的运算满足结合律，因此对于任意可以定义 a 的方 幂：设 mGN 、 则 
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a~ m : = (a _1 ) m . 

容易验证 

a n a m ― , ia n ) m = , n,m 6 Z. 

注意： 一般地， U 6 ) m 关 对于 Abel 群 G 才有 

若群 G 的元素只有有限多个，则称 G 是有 限群。 此时， G 中元素的个数称为 G 的阶， 
记作 | G |。 

n 维欧几里得空间 V 上所有正交变换组成的集合对于映射的乘法成为一个群，记作 
ooo; 行列式为 1 的正交变换组成的集合对于映射的乘法成为一个群，记作 so(v )。 

n 维酉空间 V 上所有酉变换组成的集合对于映射乘法成为一个群，记作 U ( V ) ; 行列 
式为1的酉变换组成的集合对于映射的乘法成为一个群，记作 SU ( V ) 0 

域 F 上^维正则的正交空间（ V ，/)上所有正交变换组成的集合对于映射乘法成为一 
个群，记作 CKV ，/)。 

特征不为2的域 F 上维正则辛空间（ V ，/)上所有辛变换组成的集合对于映射乘 
法成为一个群，记作 Sp ( V ,/) 0 

域 F 上 n 维线性空间 V 上所有可逆线性变换组成的集合对于映射乘法成为一个群， 
记作 GUV ); 行列式为 1 的线性变换组成的集合对于映射乘法成为一个群，记作 SL ( V ) 0 
域 F 上所有 n 级可逆矩阵组成的集合对于矩阵乘法成为一个群，称之为域 F 上的^ 
级一般线性群 ，记作 GL ( n , F ) 0 

域 F 上所有行列式为1的 n 级矩阵组成的集合对于矩阵乘法成为一个群，称之为域 
F 上的^级特殊 线性群 ，记作 SL (〃， F )。 

实数域上所有 n 级正交矩阵组成的集合对于矩阵乘法成为一个群，称之为实数域上 
的 n 级正交群 ，记作 O ( TZ ); 行列式为1的 n 级正交矩阵组成的集合对于矩阵乘法成为一 
个群，称之为 W 级特殊 正交群 ，记作 SO ( n )。 

所有 n 级酉矩阵组成的集合对于矩阵乘法成为一个群，称之为《级酉群，记作 UU ) ; 
行列式为1的 n 级酉矩阵组成的集合对于矩阵乘法成为一个群，称之为 n 级特 殊酉群 ，记 
作 SU ( n )。 

设域 F 的特征不为2,取定域 F 上一个 n 级可逆对称矩阵 A ，令 

0( A , F ) = {T e GL (”， F ) I T f AT = A }, 

则 0( A ， F ) 对于矩阵乘法成为一个群，称之为域 F 上的一个 n 级正交群。 

当 F 取为实数域，且取 A = diag{l ， … ，1，一1，."，一 1} 当 q ^ O 时， 0( A ， R ) 称 

' V ^ ' -V- f 

个 9个 

为 n 级伪 正交群 ，记作0(/>，9);当 < 7 = 0 时， 0( A ， R ) 就是实数域上的 n 级正交群 O ( n ) 。 

特征不为2的域 F 上 2 r 级辛矩阵的全体，对于矩阵乘法成为一个群，称之为 2 r 级辛 
群 ，记作 Sp (2 r , F ) 0 

域 F 上的一般线性群 GL ( n , F ) 、特殊线性群 SLU ， F ) ;特征不为2的域 F 上的正交 
群 0( A ， F )、 辛群 Sp (2 r ， F ); 实数域上的正交群 O ( n )、 特殊正交群 SO ( n )， 以及复数域上 
的酉群 U ( n )、 特殊酉群 SU ( n ) 都称为典 型群。 

定义 2如果群 G 的非空子集 H 对于 G 的运算也成为一个群，那么 H 称为 G 的子 


參 
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群，记作 H < G a 

定理 1 群 G 的非空子集 H 是一个子群的充分必要条件 是：由 a ，66 H ， 可以推出 
abH 

证明 必要性是显然的，现在证明充分性。由于 H 非空，因此 H 含有一个元素 a 。 
由已知条件得， aaHeH ， 即 eGH ， 显然 e 也是 H 的单位元。 

任取由6,66幵得到紿— 1 6只，即 bH 

任取由上述知从而 Kf 1 )- 即 H ， 这说明群 G 的乘法 
限制到 H 上是 H 的运算，结合律是显然的。 

综上所述， H 是一个群，从而 H 是 G 的一个子群。 ■ 

显然， SLU ， F )< GLU ， F );0(”）< GL (”， R ) ; S 0(”）<0 U ) ; U (”）< GL (”， C ) ; 
SU (^ XU ( n ) 0 设 Char F 关2,则 

OCA , F ) < GL (”， F )， Sp (2 r , F ) < GL (2 r , F ), 

又有 0(/>， g )< GL (/>+ g ， R )。 

定义 3 设 G 和 G ' 是两个群，如果存在 G 到 G ' 的一个双射 a ，使得 

aiab) = cr(a)cr(6) , Va，6 G G ， (4) 

那么称 cr 是 G 到 G ' 的 一个同构映射 （简 称为同 构）； 此时称 G 同构于 G '， 记作 G 兰 
命题 1设^是群 G 到群 G ' 的一个同构映射，则 

a(e) = e ; cr ( a 一 1 ) = cr ( a)~ f , V a G G . 

证明 任取，由于 j 是满射，因此存在 aGG ， 使得 a ( a )= 〆 。 从而 

aie)a = aie)aia) = aiea ) = aid) = a’• 

同理有 = a ' ，因此 We ) 是 G ' 的单位元素，即 <j(e)=e 。 

由于 aia)aia~ l ) = cr ( aa — 1 ) =a{e)=e ，且同理有 aia~ l )a{a)=e ，因此 — 1 ) 是 cr ( a ) 

的逆元，即 < T ( a — 1 )=( T (<2) — 1 。 ■ 

不难证明，群的同构作为群之间的一种关系，具有反身性、对称性和传递性。 

在域 F 上的 n 维线性空间 V 中取定一个基后， V 上可逆线性变换与它在给定基下的 
矩阵 （ n 级可逆矩阵）的对应 a 是 GL ( V ) 到 GL (〜 F ) 的双射，且保持乘法运算，因此 a 是 
GL (\0 到 GLU ， F ) 的一个同构映射，从而 

GL ( V ) ^ GL (”， F )， SL ( V ) ^ SL ( w , F ). 

n 维欧几里得空间 V 中取定一个标准正交基后， V 上正交变换与它在给定标准正交 
基下的矩阵 （„ 级正交矩阵）的对应是 O ( V ) 到 OU ) 的一个双射，且保持乘法运算，因此 

O ( V ) ^ OU ) ， SO ( V ) ^ SO ( n ). 

n 维酉空间 V 中取定一个标准正交基后， V 上酉变换与它在给定标准正交基下的矩 

阵 （ n 级酉矩阵）的对应是 U ( V 0 到 UU ) 的一个同构映射，因此 

U ( V ) ^ U ( n ), SU ( V ) ^ SU ( w ). 

在特征不为2的域 F 上的 n 维正则的正交空间（ V %/)中取定一个基后，设/在此基 
下的度量矩阵为 A ，则（ V ，/)上的正交变换与它在此基下的矩阵的对应是 0( V ，/) 到 
0( A , F ) 的一个同构映射，因此 

0( V ,/) ^ Q ( A , F ). 
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在特征不为2的域 F 上的 2 r 维正则辛空间（ V ，/)中取定一个辛基后，（ V ，/)上的辛 
变换与它在给定辛基下的矩阵 （2 r 级辛矩阵）的对应是 Sp ( V ，/) 到 Sp (2 r ， F ) 的一个同构 
映射，因此 

Sp ( V ，/) 兰 Sp (2 r , F ). 

设 D 是任一非空集合， X 2 到自身的所有双射组成的集合 S ( X 2) 对于映射的乘法成为 
一个群，称之为 D 上的全变 换群。 S 02) 的任一子群称为 D 上的变 换群。 当 D 为 n 个元 
素的有限集合时， D 到自身的一个双射称为一个 n 元 置换; 上的全变换群称为 《元对称 
群 ，记作 S „; S „ 的子群称为置 换群。 

历史上对群的研究最早是从置换群和变换群开始的。1771年 Lagrange 自发地采用 
置换群以解决用根式解代数方程问题。1799年 Ruffin 、1824 年 Abel 继续这一工作，直到 
1830年， Galois 自觉地应用群的思想（群的术语就是他首先引进的）彻底解决了这个问 
题，证明了一般的五次和五次以上的方程不能用根 式解； 并且给出了五次和五次以上的方 
程能用根式解的充分必要条件。与此独立，19世纪中叶出现了多种“几何”，需要弄清楚 
到底什么叫做几何？如何对各种几何分类？ 1872年 Klein 提出了著名的 Erlangen 纲领， 
用变换群来对几何学分类。他指 出：几 何就是研究空间中的图形在某个变换群作用下不 
变的性质。到19世纪末叶，人们意识到，在数学的不同领域中独立存在的群论思想在原 
则上是统一的。这种想法引起了研究抽象群的概念。 Kelly 、 Fr 0 b en i US 、 D yc k 等最早从事 
抽象群的研究， Schmidt 于1916年出版了《抽象群论》。于是群论成为代数学的一个重 
要分支。 

下面的定理说明了抽象群与变换群的密切关系。 

定理2 (Cayley 定理） 任何一个群都同构于一个变换群。 

证明设 G 是一个群，对于 G 中每个元素 a ，定义集合 G 上的一个变换〜 如下： 

a a (-^) = ax , V x G G, (5) 

令 G L = {< j a \ a ^： G }. 

首先 证明& 是 G 到自身的双射，为此只要证 ^ 是集合 G 的可逆变换。因为对一切 
xGG ， 有 

(^-!^)( x ) = a - i ( ar ) = a - 1 ( ax ) = x , 

) (x) = a a (a~ l x) = a{a~ x x)= 工， 

a 

所以与都是 G 的恒等变换，从而〜是 G 的可逆变换，且。 

其次证明 G 是集合 G 上的变 换群，即要证仏是 S ( G ) 的一个子群。上面已证是 


S ( G ) 的一个子集，显然 Q 

非空。任取 

6 Gr ，因为 


(cT a (Tfc )X 

— a a (6 x ) — 

iab^x = (job (了）， V 工 G G ， 


所以 

b ^ab 

, Va ,6 eG . 

(6) 

于是 

aAa b )— 1 : 




这证明了 Q 是 S ( G ) 的一个子群。 

最后证明 G 兰 G L 令 

^ Gl 


ip *G 


^ a a » 


( 7 ) 
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显然0是 G 到 Gt 的满射。 如果％ =%，那么 

a = a a (^) = a h ie) — bn 

因此 0 是单射。又从 (6) 式知，0保持运算，所以0是群 G 到 Gt 的一个同构映射。从而 
G ^ G ,. 



^就是把 G 中每个元素用 a 左乘，称&是由元素 a 引起的左 平移。 抽象群 G 与变换 
群 Gt 同构，意味着抽象群 G 获得了一个具体实现。因此把变换群称为群 G 的左正则 

表不。 

如果定义 


那么同理可证， 


T a (x) =xa , x G G ， 

{ r a | aGG } 是集合 G 的一个变换群，并且 G ^ G r 


( 8 ) 

r c 称为由元素 a 引 

起的右 平移。 变换群称为群 G 的右正则 表示。 在 （8) 式中之所以用右乘 工， 是为 
了让 a 对应到^的映射保持乘法运算 ：由于 有 


( r a r 6 ) ( jo ) = r a { xb~ l ) = { xb~ l ) 


-l 


_ 1 


( ah ) 


一 l 


Tab 


U )， 


因此 


h 

推论 1 


^ab 


任何一个有限群都同构于一个置换群。 



想了解更多关于群的知识，可以参看丘维声编著的《抽象代数基础》（高等教育出版社 
2003年出版）第1章。 

大家熟知，等腰三角形是轴对称图形，底边上中线所在的直线 Z 是它的对称轴，即在 
关于直线/的轴反射下，等腰三角形的象仍是这个等腰三角形，也就是等腰三角形变成与 
它自己重合的图形。等边三角形除了是轴对称图形（它有3条对称轴）外，还是旋转对称 
图形，即在绕等边三角形的中心 O 旋转120°(或240°，或 36(0 下，等边三角形的象仍是这 
个等边三角形，也就是等边三角形变成与它自己重合的图形。从这些例子将抽象出度量 
图形的对称性的一个有力的工 具：图 形的对称群。 

以等边三角形 ABC 为例，如图 10-4 所示。 1\，1” 

/ 3 是的3条对称轴， O 是 AABC 的中心。用^ 

表示平面关于直线的轴反射，/=1，2,3;用 a 表示平 
面绕定点 O 转角为120°的旋转，则 n , r 2 , r 3^^ 2 , a 3 = 

J 都使等边三角形 ABC 变成与它自己重合的图形，其 
中 J 表示平面上的恒等变换。令 

G — dT 2 »ri 9T2 »T 3 } » 

平面上的旋转和轴反射都是正交变换，正交变换的乘 
积仍是正交变换，把等边三角形 ABC 变成与它自己重 
合的图形的正交变换的乘积仍具有这个性质，这样的 图 

正交变换的逆变换仍具有这个性质。因此平面上把等边三角形 ABC 变成与它自己重合 
的图形的所有正交变换组成的集合是0(\0的一个子群，其中 V 表示平面，我们把这个子 
群称为等边三角形 ABC 的对称群。从直观上看，把等边三角形 ABC 变成与它自己重合 
的图形的正交变换只有1，〜^ 2 ，^，^，^(可以证明这个结论，证明的思路如下：设7是把 
等边三形 ABC 变成与它自己重合的图形的正交变换，且 y 弇/，则 y 保持 AASC 的中心 O 
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不变，而保持点 o 不变的正交变换或者是绕点 o 的旋转，或者是关于经过点 o 的直线的 
轴反射，或者是它们的乘积，然后去证7等于 a 或 a 2 , 或 r , G = l ，2,3))， 因此这6个正交 
变换组成的集合 G 就是等边三角形 ABC 的对称群。用类似的方法可以 得出： 

命题2设 r 是平面图形，把图形 r 变成与它自己重合的图形的所有平面正交变换 
组成的集合 g 是 o(\o 的子群，称 g 是图形 r 的对称群，其中 v 是平面。 


命题2表明，图形的对称群可以度量图形的对称性。 
例如，等边三角形的对称群 G 由6个正交变换组成，而等腰 
三角形的对称群只有两个正交 变换： J ， r ， 其中 r 是关于底 
边上中线所在直线的轴反射。直观上知道，等边三角形比 
等腰三角形更具对称性。现在用图形的对称群的概念，等 
边三角形的对称群比等腰三角形的对称群“大”，由此认识 

到：群 是认识现实世界最深刻的规律性之-对称性的 

有力武器。 ’ 

如图 10-5 所示，正方形 ABCD 有4条对称轴、1个对 



称中心0。用 r , 表示平面关于直线/,的轴反射，〗=1，2,3， 图10_ 5 

4;用 a 表示平面绕定点 O 转角为90°的旋转，则可以证明把 


正方形 ABCD 变成与它自己重合的图形的所有平面正交变换组成的集合为 


G = 


{ J ， (7 ， CT 2 ，(7 3 


^T\ jTz 


j 


于是 G 为正方形 ABCD 的对称群，它含有 8 个正交变换。 

注： 关于把正方形 ABCD 变成与它自己重合的图形的平面正交变换 y —定属于 G 的 
证明，可参看丘维声编著的《抽象代数基础》第14页例6。 


10.7.2 典型例题 

例1设 A , B 是特征不为2的域 F 上两个合同的 n 级可逆对称矩阵，证明 ：0( A ， F ) 兰 
O ( B ’ F )。 

证明由于 n 级矩阵 A 与 B 合同，因此它们可以看成是域 F 上 W 维线性空间 V 上的同 
一 个双线性函数/在 V 的不同基下的度量矩阵。由于它们是可逆对称矩阵，因此/是非退 
化的对称双线性函数，因此（ V ，/)是 n 维正则的正交空间。由于 CKV ，/) 兰 0( A ， F )， 
CXV ，/) 兰 0( JB ， F ), 因此 CXA ， F ) 兰 0( B ， F )。 ■ 

例2 证 明：群 U ( l )^ SO (2) 0 
证明据 10. 5节例4得， 

U ( l ) = { e ,0 | 0 < ^< 2 tc }. 

从本套教材上册 4. 6节例7得 

f /cos 0 — sin 0\ ' 

SO(2) = \ I ] . 

\ sin 0 cos 6 j 

J 

U(l) ― -SO(2) 


令 
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^ /cos d — sin 0\ 

e 1 - " ( • ) ， 

\ sin Q cos d I 

显然 J 是映射，满射。假如 (KeA )= c 7( e ie O ,0< ft ，私 <2 tt ， 则 cos d x = cos <9 2 ,且 sin ft 
sin 私，由此得出 ft 。因此 ff 是单射。从而 er 是双射。由于 

/ 1^! \& 9 ^ / 叫+心）、 

a(e 1 e 2 ) = aCe 1 2 ) 


’cos(<9i + (9 2 ) — sin(^i + 氏 ） 、 

I 

COS d\ 

— sin ft 、 


COS 02 

sin 0 2 ' 

sin(<9i +^ 2 ) J cosidi +d 2 ) 

V y 


sin 0i 

V 

COS 

J 


sin d 2 

cos 0z 

/ 


= cr(e 矽 1 )cKe 访 2 ) ， 


因此 U ( l ) 兰 SO (2). ■ 

点评： 在复平面上， e ” 对应的点在单位圆上，因此 U ( l ) 是单位圆。 SO (2) 的元素可以 
看成是绕原点 O 转角为6的旋转，当0从0逐渐增大到 2 tt 时，与原点的距离为1的动点 
P 在旋转下的轨迹正好是单位圆。由此可以直观地看出 U ( l ) 与 SO (2) 的密切联系。 

例 3 求 SU (2)。 

解据 10. 5节例11得，任一 2级酉矩阵 A 形如 

(cos 0 • e^ 1 — sin 6 • e 迫 3 e - ^ 2 ' 

A = . 

sin 6 • e^ 2 cos 0 • e^ 3 e 


其中 0<6<|，0<%<2 tw = 1，2,3。 于是 

A \ = l < - > cos 2 汐 • e% + sin 2 Q • e^ 3 = 1, 

< ""~ > e '^ 3 == 1» 

< -- > (9 3 = 0, 

因此 SU (2) 的任一元素 A 形如 


A 


cos 


争 


e 




sin 0 • e 


沿 2 


- sin 沒 • e 诏 2 
cos 0 * e 


(9) 


其中 0<6<~|，0< A <27 T，j = l ，2。 


令 a = 2 d < f < p —6\ —沒 2 + 寻 ^ ip —6\ +^ 2 —寻，则 


A 


cos 冬 . e 1 ^ 


sin ^- e ^ 


i sin! • e 々 cos-^ - e _ 呼 


其中 ( Xo ^ tc ，， 0<4〈2 tc (注：此时 0< A <!27 t ， 一寻 <沒 2 ，从 10. 5 节例 11 


( 10 ) 


的证明看出，此的取值范围也可为 一 •|<乳<¥)。容易验 证：当 、在上述范围取值 

时， （10) 式中的矩阵 A 的表法唯一，即给定了 SU (2) 中的一个元素 A ， 用 （10) 式表示时， 
参数《，^，0是唯一确定的，习惯上把《记成 I 于是 
当 6 = 0且4=0时，从 （10) 式得 
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把 （11) 式的矩阵记作 



当 < p = ip =0 时，从 （10) 式得 


cos 


6 

2 


sin 


2 


sin 


e 

2 


cos 


6 


把 （12) 式的矩阵记作 q 


o 


综上所述， SU (2) 的任一元素 A 可以唯一写成下述形式 


(11) 


( 12 ) 



0 





0 



(13) 


例4 求 SO (3)， 并且指出 SO (3) 的元素的几何意义。 

解 任取 AGSCK 3)， 取一个3维欧几里得空间 V ，把 A 看成 V 上一个正交变换 A 


在标准正交基下的矩阵。由于 | A |=1， 因此1是 A 的一个特征值。设 71 是 A 
的属于特征值1的一个特征向量，则〈％>是 A 的一个不变子空间，且 

A ( kjj\ ) = kA.7^\ — kyji • 

由于〈％〉 1 也是 A 的不变子空间，因此 A I 〈％〉 1 是< 71 >1上的一个正交变换。在 
〈中^中取一个标准正交基^^卩^则 V ”平，平是 V 的一个标准正交基， A 在此标准正交 
基下的矩阵 C 是正交矩阵，且 C ^ diagd ，^} ，其中 G 是 A |〈 v 〉 i 在基下的矩阵。 
由于 | C |=1， 因此丨<^|=1。从而 GGSOQ )。 于是 


/COS a — sin a 、 

C : = . ], (14) 

\ sin a cos a ) 

其中 0< a <27 t 。 于是 A 是绕直线< 71 >转角为 《 的旋转。由于 SO (3) 兰 SO ( V )， 因此 
SO (3) 的任一元素 A 可以看成是绕某条直线的旋转。这是 SCK 3) 的元素的几何意义。 
由于 A 是正交变换 A 在标准正交基 ai ，《 2 ， a 3 下的矩阵，因此 

A(ai j0t2 *03 ) ~ (ai »«2 »03 )-A. (15) 

于是 A 可看成是标准正交基⑴， a 2 ，《 3 到标准正交基的过渡矩阵。不妨把 
V 取成欧几里得空间 R 3 。在 R 3 中直角坐标系 I 到 n 的坐标变换可以分 3 个阶段来完成 
(参看丘维声编著的《解析几何》（第2版）的第147页第14题），从而 I 到 n 的过渡矩阵 
A 为 



COS (p 

— sin <p 

Ol 


rl 

0 

0 、 


COS ip 

sin tp 

O ' 

A - 

sin <p 

cos <p 

0 


0 

cos 6 

sin 6 


sin ip 

COS ip 

0 


0 

0 

1 

> 


0 

V. 

sin 6 

cos d 

4 


0 

V 

0 

1 

J 


_ 
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(16) 


其中 


B 9 C ffB ^， 



cos <p 

sin <p 

0、 


rl 

0 

0 、 


A — 

sin <p 

cos <p 

0 

p — 
f _ 

a 

cos Q 

— sin 6 

. (17) 


0 

0 

1 

> 


0 

k . 

sin 8 

cos 6 

j 



(16) 式的角称为欧拉角 ， O < p <27 r ， O<0<7r，O<0<27r。 这3个欧拉角完全确定了 
右手直角坐标系I到右手直角坐标系 n 的坐标变换，因此 SCK3) 的任一元素 A 可唯一地 
表 7K 成 


A = B 9 C e B ^ (18) 

其中 B ? ， C e 如 （17) 式所示。 

点评： 在指岀 SO (3) 的元素的几何意义时利用了 SO (3) 与 SO ( V ) 同构。关于 SO (3) 
的元素的表示形式，我们在本套教材上册补充题五的第3题证明 了：行 列式为1的3级正 
交矩阵 A 可以表示成 


a 0 0 、 

A = T 0 cos Q — sin 6 丁 — 1 ， (19) 

0 sin 6 cos 6 

< J 

其中丁是 3 级正交矩阵。现在我们进一步证明了行列式为1的3级正交矩阵 A 可以表 
示成 A = ，其中 B ,， C d 如 （17) 式所示。现在得到的结论更明晰，其原因在于把 A 

看成正交变换 A 在一个标准正交基 ai ，&，下的矩阵，接着又把 A 看成是标准正交基 
a !， a 2 *«3 到标准正交基 An ，如 2 ，如 3 的过渡矩阵，于是利用解析几何中直角坐标系 I 到 
直角坐标系 n 的坐标变换可分3步完成的结论，把过渡矩阵 A 表示成了 3个正交矩阵的 
乘积。由此体会到，要善于把代数与几何结合起来。 

例 5群 G 到群 G ' 的一个映射 a ，如果保持乘法运算，即对任意 a ， b 6 G ， 有 a ( ab )- 
那么称 a 是群 G 到 G ' 的一个 同态。 若 a 还是满射，则称^是群 G 到<^的一个 

满同态。 用 〆 表示群以的单位元， G 的子集 

{a ^ G \ cr ( a ) = e } (20) 

称为同态 tr 的核，记作 Kera 0 证明： SU (2) 到 SO (3) 有一个满同态，且同态的核是 { 士 1} ， 

其中 J 是2级单位矩阵。 

分析： 直接找 SU (2) 到 SO (3) 的一个映射，且要保持乘法运算，这不容易找到。可以 
先找 SU (2) 到 SOOO 的一个映射且保持乘法运算，然后利用 SO ( V ) 兰 SO (3)， 便找到了 
SU (2) 到 SO (3) 的同态。 V 应当是3维欧几里得空间，任意给定 PG SU (2) ， 如何找到 V 
上的一个正交变换与 P 对应呢？这个3维欧几里得空间 V 应该是由什么元素组成呢? 
任给一个2级 Hermite 矩阵 H ， 有 

(PHP~ l ) m = (P -1 )* H" F* = PHP ~ l , 

因此 PHP — 1 仍是 Hermite 矩阵，于是让 H 对应到 PHP - 1 的映射 P 是所有 2 级 Hermite 
矩阵组成的集合到自身的一个映射。为了得到3维欧几里得空间 V ，且使 P 成为 V 上的 
一个正交变换，经过探索发现，应当让 V 是由所有迹为0的2级 Hermite 矩阵组成的集 
合。这正是 10. 5节例13所做的事情。 
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证明把迹为0的2级 Hermite 矩阵组成的集合记作 V 。据 10. 5节例13得， V 是 
一个实线性空间， V 中任一元素可表示成 


H 


JO\ 

x z — ix 3 


oc 2 + ix 3 

—工1 


于是 dim 的一个基是 






注意： 为了后面的计算简便，我们把次序调换了 一下。 

设氏 ， H 2 在基 71 ， 73 下的坐标分别为 （ a ，工 2 ， i 3 ) 、（： yi ，： y 2 ， : y 3 )'， 

令 (H 19 H 2 ) = 工 1>1 + 工 2)2 + 尤 3 夕 3 ， 

则，只 2 )是 V 上的一个内积，于是 V 成为 3 维欧几里得空间，且 ^, 7 ^, 73 是 V 的一个 
标准正交基。 

任取 pesu(2 )， 令 

P ( H ) = PHP 1 , V H e v , (21) 

在 10 . 5 节例 13 中已证明 P 是 V 上的一个正交变换。 

令 a : SU( 2 ) ^ -O(V) 

P 1 —— ► P , 


(22) 其中 P 由 （21) 式定义。任取 h ， P 2 eSU (2) ， 记 P = P , P Z ， 
则 P ( H ) = PHP - 1 = ( P 1 P 2 ) H ( P 1 P 2 )- 1 = P 1 ( P 2 HPr 1 ) Pr 1 = FiF 2 ( H ), V HGV , 
因此 JP = i ^ P 2 。 从而 j ( P ) 。 即 〆 

因此 a 是 SU (2) 到 0(\0 的一个同态。 

下面分别求 b 9 ， c ” b * 在 V 的标准正交基下的 矩阵： 

C T^i) — b^tj 1 b 9 1 


VI 

0 、 

(° 



0 、 

0 

< 

e - .f 

J 

(l 

0 ) 

0 

i ! 

e l 2 

J 


0 


cos <p —— isin <p 


cos <p + isin <p 
0 


cos <prj\ + sin <pq z 


b 9 rj 2 b 9 

办， （ 73) = & 9 7 ^(?甲 


sin cprji + cos <pr^ 




=c & r } 1 c e 


一 1 


cos 


ism 


e 


ism{ cos I 


0 


0 


cos 


6 


isin 


e 

2 


ism 


2 


cos 


d 

2 


= 71 ， 

c 0 irj2^= c e rj2C e l = cos 吻 2 + sin 和 3 ， 

qipc/ =—sin 和 2 + cos(^ 3 ， 

因此 b 9 ， c e 在基 & ，仿，取下的矩阵分 别是： 
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cos <p 
sin <p 
0 

即例 4 中的 

据例 3， SU (2) 中任一元素 P 可表示成 ，于是 a { P )= a { b 9 ) a { c e ) a { b (l> ) = 

b 9 C e b < p 。 从而 cKP ) 在 V 的基力，，％下的矩阵为于是 

| B 9 C e B , \^\ B 9 \\ C e \\ B ,\= l , 

因此 cr ( JP ) eSOOO 。 从而是 SU (2) 到 SO ( V ) 的一个同态。 

把 SO ( V ) 中的元素对应到它在 V 的标准正交基 p ，取，取下的矩阵的映射 r 是 
son /) 到 so (3) 的同构映射。令 


- sin (p 

0 、 


l 

0 

0 、 

COS (p 

0 

J 

0 

cos 6 

sin 0 

0 

1 

J 


0 

\ 

sin 6 

cos 6 

j 


0 = TU J 

则0是 SU (2) 到 SO (3) 的一个同态，并且 

= B 9 , 0ic 9 ) = Q, = B^. 

任给 AeSO (3)， 据例 4 得 

A = B 9 C e B^ = = ^{b 9 cjb^ , 

因此中是 SU (2) 到 SO (3) 的一个满射。从而中是满同态。 

利用例3中 SU (2) 的元素的表达式 （9) 式，可得 
P e Ker <P ^=> P e Ker a 

<=» P ( H ) = H , VH e V 
<==> PH = HP , VH e V 
<=^ P Vt = rj t P , i = 1,2,3 


-K 

cos 0 • e^ 1 

— sin 6 • e — %， 


cos 

—sin <9e— 咚、 


sin 6 • e i52 

N 

cos 0 • e— % 

j 

7 A — 

一 7 A 

sin d^ 2 

cos ^e - ^ 1 

j 


• • j = 0 或 7 T 

<==> J 

仏 = 0 

N 

< — ■> P =土 I ， 


因此 Ker 0={± J }. ■ 

例 6 探索 U ( r ) 与 0(2 r ) HS p (2 r ， R ) 的关系。 

解 r 维复线性空间 CT 中元素 X = ( ai + Mi ， …， i + hi )' 可以写成 

X= (ai +6ii)Ci + (a 2 + b 2 \)£ 2 + ••• + (a r + b r '\)e r 
= ais ^ + a z Zz + …十 dr£ r + b \ ici + b z ie 2 + H - b r \ e r , (23) 

于是 CT 可以看成是 2 r 维实线性空间，记作 V ，它的一个基为，心，…，仏，…， ifi r 。 
于是同一个记号 X 既可表示 r 维复线性空间 （ T 的元素，又可表示 2 r 维实线性空间 V 的 
元素，要从上下文去判断。 

任给一个 r 级复矩阵 P ， 可定义复线性空间 C 上的一个线性变换 P : PUO = PX ， 
VXeCT , 又可定义 2 r 维实线性空间 V 上的一个线性变 换戶： 

p ( x ) = px , vx e v . 


(24) 
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由于从形式上看，戶( X )与 P ( X ) 都等于 PX ， 因此我们可以把 P 也记成 JM 旦要按照 （24) 式 
去理解，即把 X 看成 V 中元素，此时 PX 计算出来后要写成 (23) 式的第二个式子的形式。 
在复线性空间 C 中定义标准内积（即 （ X ， Y ) c = n ) 成为一个酉空间。 

在心维实线性空间 V 中定义内积如 下:设 


aifii + ••• + a r e r + is 


+ b r ic r , 


Cifii + 


Cr£ r + di iei + **• + d r ic r , 


规定 


(X,Y) R — ai Cj + … + a r c r + 6^} 十 … + b r d r , (25) 

则 V 成为一个维欧几里得空间。 

在 2/* 维实线性空间 V 中，定义一个双线性函数/，它在 V 的基 e , ，… 

下的度量矩阵 A 为 


卜0厂 

由于 A 是可逆斜对称矩阵，因此/是非退化的斜对称双线性函数。从而（ V ，/)成为一个 
2 r 维正则辛空间，/是( V ，/)上的辛内积。对于上述 X ，!％有 


/( X , V )= X f AY = a . d , + … + a r H lCl - b r c r 

r 

= — v 山 


于是有 


r 


(x ， y) c =y ， x= 


(26) 


r 


— -\~b } dj) — \{a } d } — b } c 7 )] 

> =i 

=(X,y) R -i /(X,V). (27) 

设 P 是 C 上的线性变换，按前面所述，它也表示 V 上的一个线性变换，利用 （27) 式 
可以 得出： 

P G U(C)<=> (PCX) ,P(V)) C = (X ， Y) C 

<=^> (px,py) c = (x,y) c 

<==> (PX,py) R -i /(px,pv) 

=( mi/(m 

f (PX,PV) R = (X,V) R 

<=> 

\/(Px,py> = /(x,y) 

f (P(X),P(Y)) R - (X,V) R 

<==> 

}/(P(X),P(y)) = /(x,y) 

<=^ P 6 O(V) n Sp(y,/), 

因此在对于有两种理解的约定下，我们可以写 

uce) - o(V) n s P (v,/). 

由于 U (( T ) 兰 U ( r )， Q ( V ) 兰 0(2 r )， Sp ( V ，/) 兰 Sp (2 r ， R ). 因此在上述约定下，可以写 
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习题 10.7 

1. 证明 ：在群 G 中，任给元素方程 = 6 有唯 一解； 方程 = 6 也有唯一解。 

2. 证明：在群 G 中，消去律成立， BP 由 ax — ay 可推出 x = ;由 xa = ya 可推出 x ~ y 0 

3. 如图 10-5 所示，正方形 ABCD 的 4 条对称轴记作设 in 表示平面关 
于直线的轴反射 ， i = l，2,3,4 ;i r 表示平面绕正方形 ABCD 的中心 O 转角为90°的旋 
转。证明 ： 在正方形炱300的对称群0中，4个轴反射分别是1* 1 ，^〜0¥，1^ 3 。1 

4. 写出平面上正六边形的对称群的所有元素。 

5. 证 明：群 G 的任意多个子群的交还是 G 的子群。 

6. 设 G 是一个非空集合，在其上定义了一种运算，叫做乘法，它满足结合律，并且具 
有下列 性质： 

1° G 含有1个元素以，它使得 

aen = a , V a G G ， 

此时称 e R 是 G 的一个右单 位元； 

2° 对于 G 的每一个元素 a ，有 G 中一个元素6，使得 a6 = e R ，称6是 a 的一个右逆。 
证明： G 是一个群。 

7. 设 G 是一个非空集合，在其上定义了一种运算，称为乘法，它满足结合律，并且对 
任意 a，66G， 方程以= 6在 G 中有解，方程^ = 6在 G 中也有解。 证明： G 是一个群。 

8. 设 a 是群 G 任意给定的一个元素，证 明： G 中所有与 a 可交换的元素组成的集合 
是 G 的一个子群，称它为 a 在 G 里的中心化子， 记作 C c (a) 。 

9. 设£:是空间图形，把£:变成与它自身重合的图形的所有旋转（即几何空间V上的 
第一类正交变换）组成的集合对于映射的乘法成为一个群，称为图形 E 的旋转对称群。 
求正四面体的旋转对称群。 

10. 在数域 K 上的 rz 元多项式环 K ^ ，x 2 ，…，: c„] 中，取一个多项式 

/(-Tj , X 2 »*•* = JJ iXi — X^). 

对于，用 d 表示置换 a 诱导的代入，即 

(<t/)(xi ， x 2 ， … ， x„) = /(x ff -Vi> ， : c ， 1 ⑵ ，… ), 


显然有 if = f 或考 Sf = - f . 

如果 S / = /， 那么称 tr 是偶置换; 如果 S /=— /， 那么称 J 是奇置换。 

(1) 证明：对于任意，尤2，…， A) G jK [ x ]，x 2 ，…， x n ] ，任意 S„ ，有 ur 诱导的 

代人碎使得莽 

(2) 证明 ： S „ 中全体偶置换组成 S „ 的一个子群，这个子群称为《 元交错群 ，记作 A „; 

(3) 证明 U >2)。 

11. 证明 ：每个 《元置换都可以表示成一些对换的乘积。 设 n 元置换 cr 为 
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则 a 表示成对换的乘积时，对换的个数与 W 元排列《口 2 有相同的奇偶性。从而^表 
示成对换的乘积时，对换个数的奇偶性由7本身唯一决定。 

12. 证明： n 元置换 a 为偶置换当且仅当 a 能表示成偶数个对换的乘积。 

13. 如果一个 w 元置换 a 将1，2，•••，;？中某 m 个数 a ! ， a 2 ，…， a ， n 映成： 

cr(aj ) — a 2 » a ( a 2 ) = a 3 , …， aia m ) = a ] ， 

而保持其余 n — m 个数不变，那么 (7 称为一 个轮换 ，记作称为轮换 
a 的长度。长度为2的轮换就是 对换； 长度为 w 的轮换称为 m - 轮换。 

两个轮换… 6,) 称为 不相交 ，如果 a k ^ b t ，々= l ，2，"， m ; Z = l ，2，-“， s 。 
容易看出，不相交的轮换对于乘法是可交换的。 

证明 ：任一 n 元置换 cr 都可以分解成一些不相交的轮换的乘积，而且这种分解除了轮 
换出现的次序外是唯一的。 

14. 证明： 长度为 r 的轮换 r 是偶置换当且仅当 r 是奇数。 

15. 写出 A 3 ， A 4 的所有元素（用轮换表法）。 

16. 证明 ：正四 面体的旋转对称群与 A 4 同构。 

补充题十 

1. M „( F ) 中， AB — 称为矩阵的 换位子 ，记作 [ A ， B ]。 这样我们可以诱导出 
换位 运算： 

[ A , B ] = AB - BA , VA,B e M ”（ F ). 

证 明：换 位运算 [ A ， B ] 满足下列 法则： 

1°线性性（即与加法、数乘相容） 

[A + C , B ] = [ A , B ] + [ C , B ], [ A，B + C ] = [ A ， B ] + [ A ， C ]， 

[yfeA , B ] = y^[A , B ] = [ A ,^ B ]； 

2° 反交换律 
3° Jacobi 恒等式 

[ A ,[ B , C ]] + [ B ,[ C , A ]] + [ C ,[ A , B ]] = 0. 

2. 从第 1 题受到启发，联想到几何空间中，向量除了有加法和数乘运算外，还有外积 
运算。向量的外积与加法、数乘都相容（即满足分配律和与数乘相容），向量的外积满足反 
交换律和 Jacobi 恒等式。由此抽象出下述概念。 

域 F 上的一个线性空间 L 如果定义了一种换位运算 [ a ， 刃且它满足下列 法则： 

1°线性性（即与加法、数乘相容） 

[a + y ，0] = [ a ，0] + [ y ，/3] ， [ a ， i 3+ y ] = [ a ，^] + [ a ， y ]， V L ， 

\_ka y = k\_a p } = \_a t k ^\ , V a L , k ^ F ； 

2° 反交换律 

[ a ，0]=— [卢，0；]， V L ； 

3° Jacobi 恒等式 
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[ a ，[0， y ]] + [0，|>， a ]] + |>，[ a ，)3]] = O ， 

那么称 L 是域 F 上的一个 李代数 （Lie algebra ) 。线性空间 L 的维数称为李代数的 维数。 

第1题中，域 F 上的线性空间 M „( F ) 连同换位运算成为域 F 上的一个李代数，这个 
李代数记作 glU , F) a 

证明： 中迹为0的矩阵组成的集合对于矩阵的加法、数乘和换位运算成为域 F 
上的一个李代数，记作 sl ( n ， F ) 0 

3. 证明 ：设域 F 的特征不等于2,则中所有斜对称矩阵组成的集合对于矩阵 
的加法、数乘和换位运算成为域 F 上的一个李代数，记作 o ( n ， F )。 

4. 证明 ：所有 n 级斜 Hermite 矩阵组成的集合对于矩阵的加法、数乘和换位运算成 
为实数域 R 上的一个李代数，记作 u ( n ) 0 

5. 证明 ：迹为 0的^级斜 Hermite 矩阵组成的集合对于矩阵的加法、数乘和换位运 
算成为实数域 R 上的一个李代数，记作 suin ) 。 

6. ， F) ， W (”， F) ， o ( ” ， F) ， m ( w )， ( w ) 统称 为典型李代数 （Classical Lie 
algebras )。 求它们的维数。 

7. 证 明：复 矩阵指数映射（即，把每个〃级复矩阵 A 对应到 〆 的映射）在 w ( n ) 上的 
限制是到 UU ) 的满射。 


* 应用小天地:酉空间在量子力学中的应用 

20世纪物理学取得的两个划时代的进展是建立了相对论和量子力学。相对论的建 
立从根本上改变了人们原有的空间和时间的概念，并指明了牛顿力学的适用范围（适用于 
物体运动速度其中 c 是真空中的光速）。量子力学的建立，则开辟了人们认识微观 
世界的道路。原子和分子之谜被揭开了，物质的属性以及在原子水平上的物质结构这个 
古老而又基本的问题才原则上得以解决。在量子力学中，人们找到了化学与物理学的紧 
密联系。 

1900 年， M. Planck 提岀了一个黑体辐射公式，并且他发现，如果作如下假定，那么可 
以从理论上导出他的公式。这个假 定是： 对于一定频率〃的辐射，物体只能以心为单位 
吸收或发射它， A 是一个普适常数。换句话说，物体吸收或发射电磁辐射，只能以“量子” 
(quantum) 的方式进行，每个“量子”的能量为 e = 从经典力学来看，这种能量不连续 
的概念是完全不容许的，因此在相当长一段时间中这个假设并未引起人们的重视。 

1905 年， A. Einstein 试图用量子假设去说明光电效应中碰到的疑难问题，提出了光 
量子 （light quantum) 概念。他认为辐射场 就是由 光量子组成，每一个光量子的能量 E 与 
辐射的频率 u 的关系是 E = / u ;。 采用光量子概念之后，光电效应中出现的疑难问题立即 
迎刃而解。当光照射到金属表面时 ，一 个光量子的能量可以立刻被金属中的自由电子吸 
收。但只有当入射光的频率足够大（即每个光量子的能量足够大）时，电子才可能克服脱 
出功 A 而逸出金属表面。逸出电子的动能为 
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= hu _ A* 


由此看出，当时，电子的能量不足以克服金属表面的吸引力而逸出，因而观测不 


到光电子，这个％即临界频率。 

关于原子结构的模型，在1904年 J . J . Thomson 提出原子模型和1911年 E . Rutherford 
提出原子的“有核模型”之后，1913年 N . Bohr 提岀了原子的量子论。该理论包含了下列 
两个极为重要的概念(假定），它们是对大量实验事实的深刻 概括： 

1°原子能够而且只能够稳定地存在于与分立的能量 （ K ，&，…）相应的一系列状 
态中，这些状态称为定态 （stationary state )。 因此，原子能量的任何变化，包括吸收或发 
射电磁辐射，都只能在两个定态之间以跃迁 （ transition ) 的方式进行。 

2°原子在两个定态（分别属于能级仄和^„ ，设^ >£：„) 之间跃迁时，发射或吸收 
的电磁辐射的频率 u 由下式给出 

hu = 艮一 £：„( 频率条 件）. (1) 

Bohr 量子论的核心思想有两条 ：一是 原子具有分立能量的定态的 概念； 二是两个定 
态之间的量子跃迁概念和频率条件。 

Bohr 的量子论首次打开了认识原子结构的大门，取得了很大成功。但随着时间的推 
移，其局限性和存在的问题也逐渐为人们认识到。从理论体系来讲，能量量子化等概念与 
经典力学是不相容的，多少带有人为的性质，它们的物理本质还不清楚。这一切推动着早 
期量子论进一步发展。量子力学就是在克服早期量子论的困难和局限性中建立起来的。 

量子力学理论本身是在 1923-1927 年这段时间中建立起来的，两个彼此等价的理 
论——矩阵力学与波动力学，几乎同时被提出。 


在 W. HeisenbergBorn 和 P. Jordan 的矩阵力学中，赋予每一个物理量（例如粒 

子的坐标、动量、能量等）以一个矩阵，两个量的乘积一般不满足交换律。 

在 Planck-Einstein 的光量子论和 Bohr 的原子论的启发下， L. de Broglie 仔细分析了 

光的微粒说与波动说的发展历史，并注意到几何光学与经典粒子力学的相似性。根据类 
比的方法，他设想实物（静质量 m 关0的）粒子也可能具有波动性，即和光一样，也具有波 


动-粒子两重性。这两方面必有类似的关系相联系，而 Planck 常数 / i 必定出现在其中。 
他假定 ：与一 定能量 E 和动量的物质粒子相联系的波的频率和波长分别为 


0 — E/hj A = h //>. (2) 

从而把原 子定态 （stationary state) 与驻波 （stationary wave) 联系起来，即把粒子能量量子 
化的问题与有限空间中驻波的波长（或频率）的分立性联系起来。虽然从之后建立起来的 
量子力学理论来看，这种联系还有不确切之处，能处理的问题也很有限，但其物理图像是 
很有启发性的。由于 A 是一个很小的量，从宏观的尺度来看，物质粒子的波长一般是非常 
短的，因而波动性未显示出来。但到了原子世界中，物质粒子的波动性就会表现出来。此 


时如果仍用经典粒子力学去处理就显得不太恰当，而必须取而代之以一种新的波动力学。 
这个任务最终由 Schrbdinger 完成。物质粒子的波动性的直接实验证实是1犯7年才实现 
的。 Davisson 和 Germer 用一束具有一定能量和动量的电子射向金属镍单晶表面，观测 
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到了电子衍射的现象，并证实了 de Broglie 关系 A = / i //> 是正确的。后来，无数事实都表 
明，不仅是电子，而且质子、中子、原子等都具有波动性，波动性是物质粒子普遍具有的。 

量子力学提出后，许多悬而未决的问题很快得以解决。 

仔细分析一下实验可以看出，电子所呈现出来的粒子性只是以具有一定的质量和电 
荷等属性的客体出现在实验中，但并不与“粒子有确切的轨道”的概念有什么联系。而电 
子呈现出的波动性，也只不过是波动最本质的东西——波的叠加性，但并不一定与某种实 
在的物理量在空间的波动联系在一起。把粒子性与波动性统一起来，更确切地说，把微观 
粒子的“原子性”与波的“叠加性”统一起来的是 M . Born (1926) 提出的几率波。他认为 de 
Broglie 提出的“物质波”，或 Schmdinger 方程中的波函数所描述的，并不像经典波那样代 
表什么实在的物理量的波动，只不过是刻画粒子在空间的几率分布的几率波而已。电子 
的双缝衍射实验表明，底片上的感光点子的密度分布构成一个有规律的花样，与 X 光衍 
射中出现的衍射花样完全相似。就强度分布来讲，与经典波（例如声波）是相似的，而与机 
枪子弹在靶上的密度分布完全不同。这种现象可以解释 如下： 

在底片上点附近衍射花样的强度 
oc 在 r 点附近感光点子的数目 
oc 在/•点附近出现的电子的数目 
OC 电子出现在 r 点附近的几率。 

这里的符号表示“正比例于”。设衍射波波幅用 〆 /*)描述，与光学中相似，衍射花样 
的强度分布则用 l # r ) l 2 描述。但这里衍射强度| 0 (/ 0 | 2 的意义与经典波根本不同，它是 
刻画电子出现在 r 点附近的几率大小的一个量。更确切地说 ， I 0 ( r) 2 | AXA3 / AZ 表示在 r 
点处的体积元中找到粒子的几率。这就是 Born 提出的疼罕擎申尽亨毕 f ， 它 
是零印爭卒零學；多了，其正确性已被无数次的实验观测 ( 例^«七碰李&矗各布 〕 

所 ffiiJ 士矗 •电•子呈现出来的波动性只是反映微观客体运动的一种统计规律 
性，因此称为几率波 （probability wave )。 波函数 〆 /*)也常常称为几率波幅或概率幅 
(probability amplitude )。 应该说，在非相对论的情况下（没有粒子产生和湮没现象），几 
率波概念正确地把物质粒子的波动性与原子性统一了起来。 

根据波函数的统计诠释，很自然地要求该粒子(不产生，不湮灭）在空间各点的几率之 
总和为 1 ，即要求波函数 0 ( r ) 满足下列条件。 


| 0(r) | 2 d 3 r=l (d 3 r = dxd^yckr ) ， （ 3) 

( 全） 


这称为波函数的归一化条件。但应该强调，对于几率分布来说，重要的是相对几率分布。 


不难看出， 〆 r ) 与 C0 ( r )( C 为常数)所描述的相对几率分布是完全相同的，因为在空间任 
意两点 6 和 r 2 处， C0O ) 描述的粒子的相对几率为 


C ^( ri ) 

2 

0( Tl ) 

Cp ( r 2 ) 


ip ( r 2 ) 



与 #( r ) 描述的相对几率完全相同。换言之， C ^ r ( r ) 与 0 (/ 0 描述的是同一个几率波。所以， 
波函数有一个常数因子不定性。在这一点上，几率波与经典波有着本质的差别。一个经 
典波的波幅若增大1倍，则相应的波动的能量将为原来的4倍，因而代表完全不同的波动 
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状态。 

还应提到，即使加上归一化条件，波函数仍然有一个模为1的相因子的不定性（或者 
说，相位 （ phase ) 不定性）。这是因为假设 〆 r ) 是归一化的波函数，则为实常数) 
也是归一化的，而 ^( r )， e >( f ) 描述的是同一个几率波。 

以上讨论的是一个粒子的波函数。对于一个由若干个粒子组成的体系，例如 N 个粒 
子组成的体系，其波函数表示成 

, r 2 , •**， r N ) ， (5) 

其中 n (々，: yi，zi )， r 2 (a , y z ^ z 2 ) ，…， r N ( jc N ， y N ，〜） 分别表示各粒子的空间坐标。此时 

I ipir' ， r z ， … ， r N 、 | 2 d 3 n d 3 r 2 … d 3 r N 

表示粒子 1 出现在， 1 ^ +<1^ ) 中，同时粒子2出现在 ( r 2 ， r 2 + dr 2 )中，…，同时粒子 N 出 
现在 0 N + df N ) 中的几率，归一化条件表示为 


I d){r l , r 2 ,**• , r N ) | 2 d 3 n d 3 r 2 ••• d 3 r N = 1. (6) 

J ( 全） 

把 （6) 式简记成 


( 全） 


I 0( T ) 1 2 dr = 1 


(7) 


其中 ck 表示对体系的全部坐标空间进行积分。例如，对于一维粒子， 


( 全〉 


对于三维粒子， 


dr 


( 全） 


_+oo 


dx 


r 


dr 


( 全） 


djcdydz 




对于 iV 个粒子组成的体系 


dr 


( 全） 


_十00 


dxi d^i dzi —dx N dy N dz 


对于一个粒子，当描述它的波函数 0( r ) 给定后，粒子所有力学量的测值几率分布就 
确定了。从这个意义上讲， 0(/0 完全描述了一个三维空间中粒子的量子态，所以波函数也 
称为态函数。粒子的量子态还有其他的描述方式，它们彼此之间有确定的变换关系，彼此 
完全等价，它们描述的是同一个量子态。 

在经典力学中 ，一 个波由若干个子波叠加而成是指这个合成的波是含有各种成分 (具 
有不同波长、振幅和相位等）的子波。在量子力学中，波的叠加性有了更深刻的含义，即态 
的叠加性。态叠加原理是“波的叠加性”与“波函数完全描述一个体系的量子态”两个概念 
的概括。例如，考虑一个用波包 〆 r ) 描述的量子态，它由许多平面波叠加而成，其中每一 
个平面波描述具有确定动量 P 的量子态（称为动量本征态）。对于用波包描述的粒子，如 
测量其动量，则可能出现各种可能的结果（凡是波包中包含的平面波所对应的 P 值均可 
岀现，而且出现的相对几率是确定的）。我们应怎样来理解这样的测量结果呢？这只能认 
为原来那个波包所描述的量子态就是粒子的许多动量本征态的某种线性叠加，而粒子部 
分地处于 Pl 态，部分地处于 P2 态，… ，因此测量动量时有时出现 Pi ，有时又出现 P2 ，…。 
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更一般地说，设体系处于如描述的态下，测量力学量 A 所得结果是一个确 切值〜 
(此时， A 称为 A 的本征态，^称为 A 的本征值）。又假 设在办 态下，测量 A 所得的结果 
是另一个确切值^，则在 

ip — c 1 ip \ ~h C2 < p2 (8) 

所描述的状态下，测量 A 所得结果既可能为^，也可能为(但不会是另外的值），而测得 
结果为 A 或〜的相对几率是完全确定的。我们称0态是 A 态和办态的线性叠加态。 
在叠加态^中， 办与办 有确切的相对权重和相对相位。量子力学中这种态的叠加，导致 

叠加态下观测结果的不确定性。夸學力.卩旱旱印号了个荸午 f 學。态叠加原理 

是与测量密切联系在一起的，它与¥典¥的¥加¥念_的¥的不同，是由粒 
子-波动两重性决定的。 

从态叠加原理(参看 (8) 式)受到启发，任何一个量子态 〆 可归一化)都可以看成抽象 
的 Hilbert 空间中的一个向量（或称为矢量），即在一个量子体系的所有量子态（可归一 
化)组成的集合才中，规定加法运算为函数的加法，数乘运算为复数与函数的数量乘法， 
则 才成为 一个复数域上的线性 空间； 对于 fir ) ， g ( r ) G 尤令 

(/，尽） = /* ( r ) 发 （ r ) d ( r ) ， （9) 

J ( 全） 

其中 /* ( r ) 表示 /( r ) 的共轭复数 7^( 今后不再每次说明）。容易看出 （9) 式定义的 
(/， g ) 是复线性空间光上的一个内积（注意 ：对第 2个变量是线性的，对第1个变量是半线 

性的），于是 f 成为一个酉空间。由于 f 是由模平方可积函数 （ S 卩 I /( r ) | 2 dr 存在）组 

J ( 全） 

成的酉空间，因此光是一个 Hilbert 空间。这时归一化的条件可表示为 

= \， ( 10 ) 

即归一化后的态函数4的长度为 1( 前面已指出，对于任意复常数 c ， cv 与4表示同一个 
量子态）。 

一 个量子体系的力学量（例如位置、动量、角动量、动能、势能等) A 的平均值（即 A 的 
数学期望）可如下求出（已归一 化）： 

A = ip * ( r ) A ^( r)dr = ( tpfAip ), (11) 

J ( 全） 

其中 A 是与力学量 A 相应的算符。与位置、动量、角动量、动能、势能相应的算符都是酉空 
间光上的线性变换。关于这些算符的具体表达式可参看曾谨言著《量子力学导论》（第2 

版）第28〜30页。如果一个算符 A 是酉空间才上的 Hermite 变换，那么称 A 是 Hermite 
算符。从 10. 5节例19知道，酉空间 V 上的线性变换 A 是 Hermite 变换当且仅当对任意 

有 ( a ， 如）是实数。由于力学量 A 的平均值在任何量子态0下都是实 

数，因此相应的算符 A —定是 Hermite 变换。 

假设一体系处于量子态心当人们去测量力学量 A 时，一般说来，可能岀现各种不同 
的结果，各有一定的几率，对于都用0来描述其状态的大量的完全相同的体系，如进行多 
次测量，所得结果的平均将趋于一个确定值（即数学期望）。而每一次测量的结果则围绕 
平均值有一个涨落，涨落（即方差）定义为 
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AA ^ = ( A-Ay = 〆 ( A - ADVdr , 

J ( 全） 


(12) 


其中 (A—A) 2 表示 (A-S) 2 的平均值（即数学期望）。由于 A = (0，&) 是实数。从而有 

(A-AT)* = A # - (AT)* - A - AI . 


^iltA-A/ 仍是 Hermite 变换。于是从 （12) 式得(设0已归一化） 

AA ^ = (0,( A - AT ) V ) = ( CA - An ^,( A - AZ )^) > 0. (13) 

然而如果体系处于一种特殊的状态下，则测量 A 所得结果是唯一确定的，即涨落 Z ^=0, 
称这种状态为力学量 A 的本征态。从 （13) 式得 

AA 2 = 0 <=> (A — AT )<p = 0 

< > Atp = Atp . (14) 

于是〆已归一化)是力学量 A 的本征态当且仅当 0 是相应的算符 A 的属于特征值互的一 
个特征向量。0作为力学量的本征态，还要满足物理上的一些要求。量子力学中的一个 

基本假定是 :测量 力学量 A 时所有可能出现的值，都是相应的算符 1( 它是 Hermite 变换) 


的本征值（即特征值）。当体系处于 A 的本征态心则每次测量所得结果都是相应的本征 
值。通常把力学量 A 的本征态记作相应的本征值记作 A „。 

设苑是 Hilbert 空间才的一个 m 维子空间 ，九， ，…， 人是罵 上的两两可交换的 


Hermite 算符，则据 10. 5节例44得，光中存在一个标准正交基仏，办，…，一，使得^， 

九，… ，入在这个基下的矩阵都是对角矩阵。于是^是 A， 人，…，九的公共 
特征向量（即共同的本征态）。对于任意一个状态，且^已归一化，有 

m 

(p — ^ k<pk > (15) 

1 

其中心 =( 办，0)。由于0已归一化，因此 

m 

1 = (tp.tp) = 2 I a * I 2 * (16) 

* = 1 

给定 _；6{1，2, •••,$} ，设\ 在基 A ，私，…， < p m 下的矩阵 I ^ sdiagU ^ h ， …， A — }。由于 
\是 Hermite 变换， 因此； ^， A , 2 ，…，都是实数，办 * A ; 的属于特征值八的一个特征 


向量。于是在土的本征态^下测量力学量 A, 所得结果是;々二1，2,…， m。 据态叠加 
原理，在 p 态下测量得到; U 的几率（即概率)为 k *| 2 。 由于 


I A | 


i(pk 


(0* 


办 M # 


2 


cos 2 {(pk Jif ) 


(17) 


因此 C os 2 < A，0> 是在0态下测量 A , 得到的概率，这就是在酉空间％中 cos 2 〈办， W 的 


物理意义。 

所谓 力学置 完全集 A(A,，A 2 ，…)是指量子体系的一组力学量，它们相应的 Hermite 算 


符 A ，又2,…两两可交换(也称彼此对易），并且它们的共同本征态 （simultaneous eigenstate) 


应用小 天地： 酋空间在量子力学中的应用 
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又足以把体系的量子态完全确定下来，即这个体系的任何一个状态^都可以表示成 

(p = > ， (18) 

k 

其中 A ，办，办，…是入，义 2 ，…的共同本征态（这里假定 A ， A 2 ，…的本征值是分立的，即 
离散的），且01，办，办，…两两正交，且已归一化^利用01，02,…的正交归一性，可得 
a * = (4*，0)。 若0已归 一 化，则 

1 =(必，0) = 2 I a * 丨 2 . (19) 

k 

任意给定 j 6 {1， 2^.} ，设 A , 的特征值为 A ;1 ， A , 2 , …。由于糸是 Hermite 变换，因此 

h ， A , 2 ，…都是实数，设办 m } 的属于特征值的一个特征向量，则 | 〜| 2 表示在0态下 

测量 A , 得到心的几率（即概率）。于是在0态下测量 A , 所得结果的平均值不（即数学期 
望）为 

Aj = I <^k 1 2 A；* = I dh \ 2 ((pk I 0-k 1 2 (0* 9Aj(p k ) 

k k k 


(ak<pk fAjattpk) = ( y^akfpk) = 


( 20 ) 


k 


k 


k 


在量子力学的理论表述中，常采用 Dirac 符号。量子体系的一切可能状态构成一个 


Hilbert 空间裳空间中的一个向量（也称矢量，即一个量子态）用一个右矢|>表示。若要 


标记某个特殊的态，则在右矢内标上某种记号。例如|0>表示用波函数0描述的状态。对 
于本征态，常用本征值(或相应的量子数）标在右矢内。例如，|/>表示坐标的本征态（: r 7 


是本征值）； I〆 〉表示动量本征态(本征值//);1坟>或1〃>表示能量本征态（本征值为 E n ) 


等。与 I 〉相应，左矢〈 I 表示共轭空间中的一个抽象态矢，例如〈以是|0>的共轭态矢，态矢 
10 与丨 0 >的标积（即酉空间尤中，向量 p 与#的内积 ( f ， 0 )) 记成 410 〉，而 

{<p \ ifr = <<p I (p). (2D 

设 A 是一组力学量完全集里的一个力学量，则体系的任何一个量子态 I 0> 均可表示 
成这个力学量完全集的共同本 征态办 ，办 ，… （假定本征值是分立的，即离散的）的线性叠 
加（即线性组合），即 



( 22 ) 


其中 C n =〈 n | W 。（22) 式就是 （18) 式的 Dirac 符号写法。 A ， 办，… 两两正交且已归一化 
可记成 

<^ I J ^ . (23) 

ip ” 是 A 的属于特征值 A „ 的一个特征向量（即 A ^„= A n 0 „) ，记成 

A | n > = A „ | n ). (24) 

在21世纪，直接基于量子力学原则的技术影响到每个人的日常生活。在量子力学新 
的应用领域中，首当其冲的是信息科学。量子特性在信息领域中有着独特的功能，有可能 
突破现有的经典信息系统的极限。于是便诞生了一门新的学科分支——量子信息科学。 
现有的经典信息以比特 ( bit ) 作为信息单元。从物理角度讲，比特是个两态系统。在数字 
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计算机中电容器平板之间的电压可表示信息比特，有电荷代表1，无电荷代表0。量子信 
息的单元称为量子比特 ( qubit )， 它是两个逻辑态的叠 加态： 

| 0) = c 0 | 0> + ci | 1>, (25) 

其中 k 。 | 2 +1^ | 2 = 1。经典比特可以看成量子比特的特例 ( c Q = o 或0 = 0)。用量子态来 
表示信息是量子信息的出发点。在实验中任何两态的量子系统都可以用来制备成量子比 
特。常见 的有： 光子的正交偏振态、电子或原子核的自旋、原子或量子点的能级等。信息 
一旦量子化，量子力学的特性便成为量子信息的物理基础。 
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这一章我们介绍多重线性代数，其主要工具是张量积的概念。线性空间的张量积是 
从小的线性空间构造大的线性空间的又一种方法（在 8. 3节我们曾介绍了线性空间的外 
直和，它也是从小的线性空间构造大的线性空间的一种方法）。多重线性代数在微分几 
何、群表示论和量子力学等领域有着重要的应用。 


11.1 多重线性映射 


11.1.1 内容精华 

在第9章我们研究了一个线性空间 V 到另一个线性空间"'（疒可以等于 V )的线性 
映射。很自然地，可以把它推广到多个线性空间的笛卡儿积到一个线性空间的多重线性 
映射。 

定义1设，…， I 与 W 都是域 F 上的线性空间，义是 WXWX … XK 到 W 
的一个映射，如果对任意的，爲6 V , = 1，2，…， r ， 任意的 F ， 有 

1° A ( ai ， … ，0；, +译，… ， a r ) = A ( ai ，…， a , ，… ， a r ) + A ( ai ，…，译，… * a r ) ; 

2° A ( ai ，… fkai 9 •**， a r ) =kA (ai ? »ai ? ***， a r ) ， 

其中/=1，2，"*，/*,那么称义是从\^\\^/一><\^到 W 的一个多 重线性映射。 

在定义1中，若 W 取成 F (把 F 看成域 F 上的1维线性空间），则 A 称为 W XX…X 
V ,上的一个多 重线性函数。 当 r =2 时， A 称为 W XV 2 上的一个 双线性函数。 

在定义 1 中，当 r =2 时， A 称为从 ViXR 到 W 的一个 双线性映射。 

从定义1可以看到，从 WXWX …到 W 的一个多重线性映射 A 对每一个变元 
都是线性的，当其他变元固定时。 

例如， n 阶行列式函数 det 是从 F " XP * X … XP 到 F 的一个多重线性函数，这是由行 

V 

w 个 

列式的性质3和性质 2( 对于列来说)得出的。 

与线性映射类似，多重线性映射被它在，…， V r 的取定基下的作用所唯一决 
定，即设％，％，•••，、都是域 F 上的有限维线性空间， W 是域 F 上的一个线性空间 ， A 
是％ XV 2 XmXV ^ ■到 W 的一个多重线性映射，在中取一个基 ail ， m …，' (i = l ， 


■ 
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2,…， r )， 则 A 完全被它在取定的基向量的组合处的作用 

A ( ai >1 , a 2 , 2 ，…， 〜 r ) = ^ w 

所决定，其中1<；\<叫，…，换句话说，如果 A 和 B 都是 KXV 2 
X … XI 到 W 的多重线性映射,且满足 

， 0^ 2 ，… ) — B(ai> 1 ， ct2 j2 ， … ， a 0r ) ， 

其中 ，那么 A = B 。 

多重线性映射是否存在？看下面的 定理： 

定理1设 W ，％， …， V r 都是域 F 上的有限维线性空间，在 V ,中取一个基如， a[2 ，…， 
' (i = l ，2,…， r ) 是域 JP 上的一个线性空间，在 W 中任取叫叫…义个向量岛 1;2 .. V ， 
_;+*<叫<^=1，2^"，/*)，则存在 WXRX … XK 到 W 的唯一的一个多重线性映射 A ， 使得 

AC % , a 2>2 ，…， a 〜）= ft lJ2 "- Jr ， ⑴ 

证明令 

A : V ! X V 2 X …X V r —— ► W 

n l n r n \ n r 

( °^ ，…， J ^ a o ^ o r y - " Z ) … … a n r P 】' J2 ， r ， 

>! =1 > r =l >! > r ^l 

显然 A 是映射。从 A 的定义立即得到， A 是从 w X X … XI 到 W 的一个多重线性映 
射。显然 A 满足 （1) 式。 

如果 B 也是从％ X V 2 X … XV . 到 W 的一个线性映射，且 B 使得 

j < X 2 iz ，…， a 〜） =9 

其中1<^<叫（々=1，2广*^)，则据定理1前面指出的多重线性映射的性质得， A = B 。 ■ 

推论1设 W ，込，…， V r 都是域 F 上的有限维线性空间，在 W 中取一个基如，此，…， 
(i = l ，2, …， r ) ，在 F 中任取坧卟…义个元素 b h ) i ... K ，(々=1，2,…， r ) ，则存在 
Vi X v 2 x … xy r 上的唯一的一个多重线性函数/，使得 

f ^ a ij Y ，处 32 ，…， a ar ) = ， ( 2 ) 

其中1<夂 <〜 U = l ，2，〜， r )。 ■ 

设％，％，…，都是域 F 上的线性空间，我们用沙 ( W ， V 2 ，…， V r ; W ) 表示从 

的所有多重线性映射组成的集合。在这个集合中可以定义加法如 
下： 对于 A,BG W , V 2 ,-, V r ； W ) ，规定 

(A + B ) ( ai ， a ；2 ，…， a r ) = A ( ai ， ar 2 ， ...， a ”）+ Bia \ ， a 2 ，… ， a r )• 

还可以定义域 f 与 ^ cv 1 , v 2 ,-, y .； w > 的纯量乘法 如下： 

对于 ^ GF , Ae ^( V 1 , V 2 ,-, V r ； W ) ，规定 

ikA ) ( ai ， cr 2 ， …， a r )= 屯4 ( ai ， a 2 ，…， ar r ). 

容易验证， ， V 2 ，…， l ; w ) 成为域 F 上的一个线性空间。当 W = F 时，把这个线性空 
间简记成 ^ kv 19 v 2 , …，。它是 yxxy 2 x …上的所有多重线性函数组成的线性 
空间。 


11.1 多重线性映射 


參 
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设％，％，•••，％都是域 F 上的有限维线性空间， V ,的维数为 n , ( i = l ，2, …， r )。 试 
问，…，的维数是多少？为了回答这个问题，先找出一个基。 

对于任意给定的一组下标…，心，在推论1中取 

= l\ k /h k 2 … 谷 K k r ’ 

其中1<; ; <〜（;=1，2,…， r )。 根据推论1的结论得，存在 WXWX … XK 上的唯一的 
一个多重线性函数 f k ' f kr ，使得 

y^Aj * 2 —(orijj *®2j 2 **" ， Q^ r ) — ^J2 k 2 ， (4) 

其中…， r )。 于是 

f t x k 2 '"k r (crUj ，幻* 2 ’ …， ) — 1 » 

而 / V 2 .' 在基向量的其他组合处取值全为零。容易证明，…，的子集 

{fk'k z 〜 k r I 1 ^ ^ rti , f = 1 ， 2,… ， r} 

?i| n r 

线性无关(设 t …;= 0,考虑左右两边的多重线性函数在基向量的各种 

* 广 1 k r = l 

组合处的函数值，去证所有系数 ...\ 全为0)。任取一个多重线性函数 g ， 设 

^(ai> 1 ，o^ 2 ，…， ⑹广）= a … v ~「 ，1 < ji ^ Uiii = 1，2, …， 厂）， 

由于 

\ w i 〜 

匕 2…、 f k' 、 … k r 9 0^2 ， ’••) = z: … s 〜1*2，_人心1*1 &2*2 …色人 = U J l J 2 -Jr 9 

* 1 = 1 = 1 = 1 * r = 1 

n l n r 

因此 s — … • 

*i = 1 K = l 

综上所述， {/ M2 ..' I 1，2,…， r } 是线性空间外 V " V 2 ，…， V r ) 的一个 

基。于是我们证 明了： 

定理2设\^，％,•••都是域 F 上有限维线性空间，％的维数为〜，在V ,中取一 
个基 《 n ，⑽，…，'(£ = 1,2,…， r)。 利用 （4) 式定义的多重线性函数 / w ..、 ，当1<々,< 
n ( G=l，2, …， r) 时，它们形成呎％，％，…， V r ) 的一个基，从而 

dim 0 KVi jV 2 ，…， V r ) = n x n z … n r . (5) 

■ 

对于 VXL7 上的所有双线性函数组成的线性空间例: V，L7), 我们可以用另一种方法 
求出呎 V，U) 的一个基。这是从 10.1 节内容精华的第七部分受到启发的。在那里我们 
对于域 F 上的 n 维线性空间V，找出了 V上所有双线性函数组成的线性空间 T 2 OO 的一 

个基。其关键想法是给出V上的两个线性函数 g，/i， 令 

/(a»^) = g-(a)/i(^)» V a ^ j 3 6 V , 

容易验证 /(a, 辦是V上的一个双线性函数，把它记成 g®/i， 即 

g ® hXa ， P) •• = g(a)h(/3 ) ， Va*)9 6 V. 

类似地，设 v， [/分别是域 f 上 72 维、 m 维线性空间，对于 ， heir ，我们定义 

g ® h(a 9 J3) = gCa)h(^) , a V^ U. (6) 
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容易验证， g ( E ) h 是 VXL 7 上的一个双线性函数，于是存在一个映射 ex : 

a - v * xu m —- my , u ) 


( gjh }\ - ^ g ® h , (7) 

在 V 中取一个基 CM ，0 f 2 ，… ， os » ，它在 V * 中的对偶基为 gi ， g 2 ，…，;在中取一个基 
房， A ，… ， jSL ，它在 LT 中的对偶基为心，/ 1 2 ，…，。考虑 mn 个双线性函数 

gi ® hj ， t = l ，2 , …，”； j = 1,2, *•* , m , (8) 

容易证明它们线性无关。由于从定理2得 


dim 0 KV , U ) = nm 




(9) 


因此 (8) 式给出的 / zm 个双线性函数是 ^ CV ， C 7) 的一个基。于是我们证 明了： 

定理3设 V ， L 7 分别是域 F 上 n 维、 m 维线性空间， V 的一个基，《 2 ，…，〜在 V 
中的对偶基为 A ， 心，…，仏；卩的一个基斤，/? 2 ,…， 仏在 中的对偶基为 h '， h 2 ，… 
心，则 


备 


gi ® 9 i = 1,2 ♦ ••• ,n ； j = 1,2 , ••• ,m 

是 ^ CV ， L 7) 的一个基。 ■ 

现在我们对 V *， LT 运用上述结论。从 9.10 节知道，的对偶空间记作 V ,V 5 J 
有一个同构映射， 1 到也有一个同构映射。在相继的这两个同构映射下的 
象记作对于任意 / ev ' 有 


，*(/)= /(a). (10) 

V 到的这个同构 映射 : a : t ~~不依赖于基的选择，因此可以把 a 与 a M 等同起 
来。从而可以把 V 与等同，于是对 V * 和 LT 运用 （6) 式得，对于 的11，有 

a®p{g,h) = a* * (g)!3“ （ h) = gia)h(J3) , g e V* ,h e (11) 

a ®/3 是 V * XLT 上的一个双线性函数，于是存在一个映射 r : 

r : VXU —^ 0< V U ,L7* ) 


( a ， 沒） I —— - a ® 13. (12) 

设 ari ， a 2 ，…， 是 V 的一个基，它在 V* 中的对偶基为 gi ， g 2 ，…， ，而 gi ， g2 ， …，心在 
中的对偶基为 ，^* •，设 私 ，咏 ，…， /3 m 是 U 的一个基，它在 IT 中的对偶 

基为 hphp …， h m ，m ，…， h m 在 W 中的对偶基为沉* ，『，… W 。 对于 V 、 
CT 运用定理3得， 

a :* ® p 厂， f = 1，2，…， w ; j = 1，2 ，… ，m (13) 

是沢 w ， cr ) 的一个基，把《厂与心等同 ，尻* 与尾等同，则 

a .® ft ， j = 1,2 »••• ,m (14) 

是 0 KV m ，rr ) 的一个基 ， dim 0< V n ，LT )=« m 。 

与 V 上的双线性函数有表达式类似， VXU 上的双线性函数也有表达式。 

设分别是域 F 上的72维、 m 维线性空间，/是 VXL 7 上的一个双线性函数，在 V 
中取一个基 flfi ， Of 2 ，…， a „ ;在 t / 中取一个基/?!，戸2， …， 。任取 a 6 V ，卢6 U ， 设 flf = 
( a 】， a 2 ，… ， a ”） X ，卢= ( 戸 !，体，… ，仏 )1% 其中 X ={ x x , x 2 , …， x ”）’，1" (: yi ，： yi ， … ，: y ^)' ，则 
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參 


n 


n 


fia . p ) = /(2工此，2乂氏） = 2 

' M ■ ■* • ■ ^ ■ * 


(15) 


令 


A 


f(ai ， /3\) /(ai ， 体） … /(ari ， p m )i 


/(a 2 ，卢 l ) /(a 2 ，体 ) 


# • * 


f C Q ?2 J j^m ^ 


[/( a „ jj 3 \) /( a ”， p2 ) … f ( a „， p m ) 


(16) 


称 A 是 / 在 V 的基 ai ， a 2 ，… ，〜和 U 的基仏 ，体，…， 仏 下的度量矩阵，则 （15) 式可写成 

/( a ,^3) = X'AY. (17) 

(17) 式就是 VXL ； 上的双线性函数/的表达式。 


11 . 1.2 典型例题 


例 1 设 F 是一个域，令 

/(A,B) = tr(AB), VA G M jX „(F),B e M„ Xj (F). 

证明： / 是 6 M ^( F ) X 6 M … （ F ) 上的一个双线性函数。 

证明由于对任意 

f(A + C,B)= tr[(A + C)B] = tr(AB +CB) = tr(AB ) + tr(CB) 

=/(A,B) +/(C,B), 


/( M ， B )= tr [( M ) B ] = k tr ( AB ) = kf(A，B、， 

因此 / 对第 1 个变元是线性的。同理可证，/对第2个变元也是线性的。因此/是 
A ^ x „( F ) XM „ x ,( F ) 上的双线性函数。 ■ 

例2设 F 是一个域，求 0KM mXn (F) ， M „ Xm ( F )) 的一个基。 

解据定理2得 


dim 0KM mXn (F) ,M„ Xm (F)) = = n 2 m 2 . 


在 M mX „ ( F ) 中取一个基 E u ，…， Ei„ ，…， E mi ，…， E tm ，把它们记成 ai ， ar 2 ，…， ‘； 在 

M „ Xni ( F ) 中取一个基，…， £ lm ，…，，…， £_ ，其中 艮是 U ， P 元为1，其余元全为0 

的 nXm 矩阵，把它们记成历，你，…，氏^。任给々1 ，& 2 ，令 

我 ） = K k ' K k !， 1 1,2), 

则 fk'k 2 ， = 1，2) 成为 0^M mX „ ( F )， M „ Xm ( F )) 的一个基 。 

例 3 设 V ， L 7 是域 F 上的两个有限维线性空间。对于 /G 與 V ， L /)， 令 

V ° = {a e v | /( a ,^) = 0, V 代⑴， 

U° = {peu \ /( a , j 8) - 0, Va e V }. 

证明 ：（ l ) v °， ir 分别是 v , c / 的一个子空间。 

(2) 若 V ° = 0, 则 dim V^dim 1/;若?7。 = 0，则 dim L 7 ^dim V ； 

(3) 若对于商空间\7\^°与 LZ / LT 的元素 a + V ° 与 p + U 。， 定义 


(18) 

(19) 
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f(a + V °， l 3 + U 0 ) - /(a,/3), (20) 

则这个定义是合理的，且 ^ V / V \ U / U °)； 

(4) dim(V/V°) = dim(L7/L/°). (21) 

证明 （1) 由于 /(o, 辦=0/(0，炉= 0, v/?ec/， 因此 oev°。 显然 v° 对于加法和纯 
量乘法封闭，因此是V的一个子空间。同理，17°是1/的一个子空间。 

(2) 在 V中取一■个基0；1，0：2,…，，在 (J 中取一 1 个基卢1，择 ，…， Pm ，设 f 在这两个基下 
的度量矩阵为 A， 它是 nXm 矩阵。任取，…， a JX，( 供 ，决 ，…，馬) Y ，则 

a e v。 <=> f ( a ^) = o, 

<=> X f AY =0 ， vv e F" 1 

X f Ae i = 0 ， i = 1,2, ,m 
<=> X f AI m = 0 
<=> A f X = 0 

<=> X 是齐次线性方程组 A'Z = 0 的解。 

于是 V° = 0 <=> A f z ^0 只有零解 

< - > rankCA^) =n 

< - > n^m. 

因此若 V° = 0, 则 dim V<dim L/。 

同理可证，若？7° = 0,则 dim [；<dim V。 


(3) 设 a + V ° = ，戸 + L /° = 7+(7° ，则 

a — 7 ^ V °» ^ — rj 6 U 。 ， 

于是 a ^= y+ao , 卢=7+戽， a 0 GV °, j 3 o ^ U °. 

从而 

f ( a ，^) = f iy ~\~ ao ^ tj ~\~ po ) — /( y ，7 )+/( y ，^)+ /( a 。 ，7 + j 3 o ) 

=/( y ，7) ， 

因此 7( a + v ° ^+ u °) =7( /+ y ° , v + u °). 

这证明了 （20) 式给出的定义是合理的。由于 

7((a + V °) + (7 + V °) , j 3+ U °)= f(a + 7^) = f ( a ^) + f(y^) 

= 7 (a + v°^+m + fCr + v \ p + u °), 
7( kU + V。），(a + v 。 ， p + u 。） ， 

因此了对第 1 个变元是线性的。同理可证，了对第2 个变元也是线性的。所以外 V7 
V °, L // LO 。 

(4) 从第 （2) 小题的证明过程看出， 《6 V °<=> XSA'Z = 0 的解。 

因此 dim V ° = n — rank ( A ') = w — rank ( A ) ， 

从而 dimCy / V 0 ) =72 —dim y ° = rank ( A ). 

类似地， jseir 当且仅当 Y 是 AZ =0 的解。 

因此 dim L /° = m — rank ( A ) ， 
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从而 dim(I7/L/ 0 ) —dim L/° = rank(A), 

所以 dim ( V / V °) = dim ( U / U °). ■ 

点 评：例 3 的第 （2)、（4) 小题的解题关键是利用了 / 的度量矩阵 A 和 / 的表达式，从 
而与齐次线性方程组产生了联系，于是可以运用齐次线性方程组的解空间的维数公式来 
解决有关的维数问题。 

例4设 V，L7 分别是域 F 上的 n 维、 W 维线性空间，令 

a : V * XU * ―- iKV.U) 

( 茗，九 ） 1 - ^ g®h. 

证明： a 是V XLT 到的一个双线性映射。 

证明 任取 ， heir ，由于对任意有 

[( 尽 1 + 总 2 ) (x) /i](af^) = Ligi + 尽 2 ) (a)]"( 0 ) = [gi (a) + 发 2 (a)] 六 ( 戶） 

= gi ia ) h ( j 3) + g 2 ( a ) h (^) 

=(gi ㊈ /0(a，/9) 十（貧 2 (g) A)(a,/9) 

= (gi ㊈ A 十 g 2 ② /O (a，0) ， 

因此 

+ gz 9 h) = (gi ~\~ gz') ® h = ® h g 2 (g) h = a (,gi ， / 1 ) + a(g 2 ， h\ 

任取 gev ， heir ，々eF， 容易证明 

(jikg 9 h ) = ka ( gfh ), 

因此 a 对第 1 个变元是线性的。同理可证， a 对第2个变元也是线性的。所以^是 
V * XLT 到的一个双线性映射。 ■ 

点评： 在例4中，对V、 LT 运用所得的结论，并且把和 v 等同，把 L/H 和1/ 
等同，则得到映射 

r •• VXU ― ^ ，LT ) 

(a 1 - a (X) ^ 

是 vxl / 到 my 、，ir ) 的一个双线性映射。 

11.2 线性空间的张量积 

11.2.1 内容精华 

— 、 线性空间的张置积的概念 

从 11. 1节的例4的点评知道，设 V . U 分别是域 F 上的 n 维、 m 维线性空间，则存在 
VXL/flJ 0 KV ^ ,17* )的双线性 映射： 

r : VXU —^ 0^ V * ，tr ) 

( a ，/3) I-_ a (X) j3. 


( 1 ) 


奉 
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由于 dim^CV ，W ) = nm， 因此从 V，L7 得到了一个大的线性空间沢V ，LT )，其维数之 
间的关系为 

dim 0 KV ^，LT ) 二 (dim VKdim L /). (2) 

任取 a eV，06ti， 可得到 0KV* ,17* ) 的唯一确定的元素它是 V* XU* 上的一个双 
线性函数，满足 

a ® g(a)h(j3) , ^ G V # ,A ^ . (3) 

由此看到， （a ， 妒与之间的联系不太直观。因此我们的注意力应放在挖掘 a®/3 有关 
运算的信息，以及从 VXU 到沢 V'LT ) 的这个双线性映射 r 的性质。由于 

r(a + 7，^)^ r ( a ,^)+ r ( y ,^) , a ,/6 V , j 36 U , 

r(or »/?+ 7j) = via j ~\~ v(a ^ 7j) j ar^ V, /?» rj^： U , 

rikay/3) ~k r(a>^9) » a G V, (3dJ ， F 9 

r(a^kj3) = k r(a> aG V, ， k^： F 9 

因此 


(a + /) (x)^= a(X)^9+ /(X)^, V, (3 乏 U, (4) 

aG V, p，r^U ， (5) 

(ka)®(3 = k(a®j3) = a®kp， arG V, F. (6) 

设 ai，of 2 ，…， a„ 是 V 的一个基，沐 ，决 ，…，& 是 U 的一个基，从 11. 1节定理3下面的 
(14) 式知道， 

a, ® 戽， f = 1，2，…，?7; j = 1,2 , ,tm (7) 

是外V ，LT )的一个基，于是 

0KV* ，1/* ) = <a, ® 汉 | z. = 1，2，…，77; j = 1,2 , ••• ,m>. (8) 

设 W 是域 F 上任意一个线性空间， A 是 VX[J 到 W 的任意一个双线性映射。设 

A (a, ) = 7y » z. = 1 ， 2 ，…，” ；j = 1,2 , ,m, (9) 


由于 ，LT )和 W 都是域 F 上的线性空间，且 （7) 式中的 nm 个向量是例: ， L ^ ) 的 
一个基，因此对于 W 中的 nm 个向量〜（/ = 1，2,〜，”;_; = 1，2，，“，讲），存在啊\^，17*)到 
W 的唯一的线性映射卜使得 

<piai ® jB } ) = 7ij » f=l，2r"，w; j = 1,2, (10) 

从而对于/ = 1，2,…，? 7; 1，2，…， 7 W ， 有 

A(a, , jSj ) — 7.； ^ <p(cti ® ft ) = <pr(a t (11) 

由于 A 和 ^ 都是从 VXL / 到 W 的双线性映射，因此从 （11) 式可进一步得到 

A(a^) — <pT (a ， 0 )， V a 6 V\ 戸 6 U. (12) 

于是 

A —— (pr. (13) 

这表明从 VXL ； 到 ) 的双线性映射 r 具有这样的 性质： 对于从 VXU 到域 F 上 
任一线性空间 W 的任一双线性映射 A ， 存在 啊 V ，LT ) 到 W 的一个线性映射…使得 

如图 11-1 所不。 
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如果还有一个从 ) 到 W 的线性映射 
< pi 也适合 A =沪 r ， 那么对于 f = 1，2，…， w ; j = 

…有 


T 


cpriai ，卩】） = AXa t ，氏） = <p\ r(a, ) ? 


即 


1,2, 

\ 



A\ 


(14) 






(15) 


图 111 


^( K % U *) 


〆 


/<P 


〆 


<piai (X) j3j ) — (p\ (a, (X) ). 

于是 P 和 p 在啊 V*，cr ) 的一个基上的作用相同， 

从而，因此对于从 VXL 7 到 W 的任一双线性映射 A ，存在啊 V'LT ) 到 W 的唯一 
的线性映射使得 A 二 < pr 。 于是我们证 明了： 

命题1 设分别是域 F 上的 n 维、 m 维线性空间，则 VXU 到 ，LT ) 的双 


线性映射 r : («，妒 I 一~具有下述性 质：设 W 是域 F 上任一线性空间，对于 VXL 7 到 
w 的任一双线性映射 A ， 存在與 ，ir ) 到 w 的唯一的线性映射 …使得 A = y 。 ■ 

我们自然要 问：具 有上述性质的线性空间和从 VXU 到这个线性空间的双线性映射 
除了爽 V'LT )和 r 外，还有没有其他的？如果有，它们之间的关系是什么？ 

设 M 是域 F 上的一个线性空间， n 是 VXL ； 到 M 的一个双线性映射，它具有上述性 


质。我们来探讨 M 与汍 V ，LT ) 之间有什么关系。 

由于外 V'LT ) 和 r 具有上述性质，因此对于 VXU 到 M 的双线性映射^，存在 
外 ) 到 m 的唯一的线性映射 a ，使得 n =0 ir ， 如图 11-2 所示。 

由于 M * ri 具有上述性质，因此对于 VXL ； 到 爽 V*，LT ) 的双线性映射 r ， 存在 M 
到汍 v，tr ) 的唯一的线性映射如，使得 z *=0 2 n ，如图 11-3 所示。从而 

T — ipz 01 T. ( 16 ) 

显然，沢 v'tr ) 上的恒等变换/使得 

r = /r. (17) 


r 

V 乂 U 



•►妒 （ r ， u .) 



图 11-2 图 11-3 

由于 0 KY * ,[/* )和 r 具有上述性质，因此对于从 VXL ； 到 ^ CV'LT ) 的双线性映射 r ， 存 
在 ) 到自身的唯一的线性映射，使得 r 等于这个线性映射与 r 的乘积。于是从 
(16) 和 （17) 式得 

< p 2 ( p \ = I - (18) 

同理可得 

^102 = Im* ( 19 ) 
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从 （18) 式和 （19) 式得，办是可逆映射，从而办是双射。又由于办是趴 ，LT ) 到 M 的 

线性映射，因此办是 ，LT ) 到 M 的一个同构映射，从而 

0KV w ^ M, (20) 


且 

ri = (piv. (21) 

这表明 ：如果 还有域 F 上的线性空间 M 和从 VXL 7 到 M 的双线性映射 ri 具有上述性质， 
那么 M 与外 V'LT ) 同构。由此受到启发，我们引进下述重要 概念： 

定义 1设 V ， L 7 和: T 是域 F 上的线性空间，如果存在 VXL 7 到： T 的双线性映射 a 具 
有下述 性质： 对于域 F 上任一线性空间 W ， 从 VXU 到 W 的任一双线性映射 A ，都存在 T 
到 W 的唯一的线性映射0，使得 


A = ipa 

即如图 11-4 所示可交换，那么称二元组 （ T ， a ) 是 V 与 L / 的一 
个张 量积。 为简单起见，也 说了是 V 与 L 7 的一个张量积。 

从定义1看到 ， V 与 U 的张量积是指域 F 上的线性空 
间了和从 VXt / 到丁的双线性映射 a ，且 a 要满足定义1 

中所说的性质，该性质称为 张置积的特征性质。 

设 V , u 是域 F 上的有限维线性空间，从命题1得出， 
分 W'LT ) 就是 V 与 L 7 的一个张量积。从定义1前面的 


( 22 ) 


o 


V 乂 U 


► 


T 


✓ 


✓ 


A 


4 


✓ 


✓ 


W 


图 11 _ 4 


讨论知道，如果 m 也是 v 与17的一个张量积，那么 m 与 ^( y * ) 同构。于是我们证 


明了下述 定理： 

定理1设 V,U 是域 F 上有限维线性空间，则 V 与 L 7 的张量积存在，且在同构的意 
义下是唯一的。 ■ 

对于域 F 上有限维线性空间 V ， L 7, 由于它们的张量积在同构的意义下是唯一的，因 
此我们用表示 V 与 U 的张量积。对于任意(^^，^^(^，把^^灼记作^ ㊈ ^由于。 
是双线性映射，因此有 

(ar + a(X)^+/(^)/?, a j 7 G V, U ; 

十 a ®”， V , U ； 

dka)®^= =a®k^, aG /^U ， F. 

在本节一开始，我们曾经对)的元素证明了这3个恒等式。 

定理2设 V ， L 7 分别是域 F 上^维、 m 维线性空间， V 中取一个基 

取一个基戽 ，体 ，…，仏，则 

a ,®/%， /=1，2 ,…，3 = 1 ,m (26) 

是 V ( g )(7 的一个基，且 

dim V (X) 17 = rrm — (dim V ) (dim U )• (27) 

证明由于 V 的一个基是 ai ，《 2 ，…，《„，口的一个基是仏， 啟，…，馬 ，因此 a ,® 
ftG + = l ，2 r ..， n;j = l ，2 r "， m)S 0 iV *，LT ) 的一个基，且 dim ^( V # ，LT )=” m 。 由于 


(23) 

(24) 

(25) 

，…， ， L / 中 
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V 与 U 的任意一个张量积都与 ，LT ) 同构，因此的一个基是 A 0 ft ( z ‘= l ，2, 

...， n ; j = l ，2，“.， m )， 且 dim ■ 

从定理 2 和 （23) 〜 （25) 式得，的任一元素可表示成 

r 

2>,(乃⑭ (28) 
1=1 

的形式，其中 7/6 V , Vl eu , teF，Z = l ，2^"， r 。 

由于 a 是 VXL ； 到 V ®17 的双线性映射，因此 

cr(0,^3) = ct( 0 • 0,j9) = 0 tr(0,^) = 0, cr(a ， 0) = 0 ， 

从而 0 g ^=0， a ( g )0 = 0, 这表明 V ( g } L 7 中零元素的表法不唯一，从而 V®LJ 

的任一元素表示成 （28) 式的形式其表法不唯一。 


当 L /= y 时，对于一般地这是因为 vx v 到 v ® y 的双线性 
映射 a 不具有对称性，即 


a® P — cr(a^) ^ cr(j3*a) = 尽⑧ a, 

本节典型例题的例2将证明，对于域 F 上任意两个线性空间 V ， L / (不必都是有限维 
的）， V 与1/的张量积都存在，且在同构的意义下是唯一的。 

域 F 上线性空间 V 与 U 的张量积的概念是比较抽象的，我们不要把关注点放在 V®U 
的元素的具体含义是什么，而应当关注 V ® L / 的元素的有关运算的性质 （ g 卩 （23) 〜 （25) 式）， 
V ( g ) U 的结构(它是域 F 上的一个线性空间，当 V 与 U 分别是 n 维、 m 维时 ， dim V ® U = nm 0 
设 ori ， a 2 ， …，％是 V 的一个基，译，鋒，… ，氏是 L 7 的一个基，则 
«,0岛（纟=1，2，〜，7^ = 1，2，*"，777)是\^)1/的一个基，\^8)17的元素可表成有限和 （28) 式的 
形式，以及从 VXC 7 到 V ⑧1/的双线性映射所具有的特征 性质: 对于从 VXU 到域 F 上任 
一线性空间 W 的任一双线性映射 A ， 存在 V ( g ) C / 到 W 的唯一的线性映射0，使得 A = ^ 0 

二、张置积满足的运算法则 

设 V . U 是域 F 上的有限维线性空间，则有域 F 上的一个有限维线性空间 v ®[；， 因 
此张量积是域 F 上有限维线性空间组成的集合上的一种运算。它满足什么运算法则呢？ 

定理3设 W ， V 2 ， V 3 是域 F 上有限维线性空间，则存在％®%到的一个 
同构映射办，使得 

01 (« (X) /3) — ^ ® ^» a G V^i » ^3 G V 2 ； (29) 

还存在 ( W ®%) ⑭ V 3 到的一个同构映射办，使得 

(pz ((a (x) (X) y) = a ® Cj 3 (X) /) 9 a G ^ G V2 » y G V3. ( 30 ) 

证明 在 v ^， v 2 ， v 3 中分别取一 个基： 

ai » a 2 » "* ja n] ； 戶 h ， …， > Si 3 ， 

则 a , ® = 1,2 , ^ n x ；j = 1 ，2, …， w 2 ) 是 Vi ® V 2 的一个基;总 ® j = 1 ，2, …， n 2 ; 

i 二 1,2 ，…， nj 是\" 2 ®% 的一个基。我们知道 ， dim % - n , n 2 = dim V 2 ® V lo ffi 

n l n z 

取 a = 2 aiai j ^ ~ ，则 
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n ] n 2 n \ n 2 

22 a ^ (a > ® a )_ 

x i-=l J = L i-1 j=l 

令 4 : Vi ® v 2 — - v 2 

M 1 n 2 rt \ n 2 

Ct®l3 = > : (ar, (X) ) I ■■ > : > : O^ib } (X) a, ) T 

1 = 1 ) = 1 1=1 7=1 

则根据&3节定理 1 的充分性证明得，勿是 ％( g ) V 2 到的一个同构映射。由于 

n l n 2 n \ n Z n 2 rt l 

^ ® oti ) — 2 2 (^> ( X ) a t a i ) — ( 2 b 私 )® ( 2 a < a * ) ~ P ® a ， 

i = 1 j — 1 i= 1 >= 1 )=1 1= 1 

因此 <pi ( a ® 卩) = /3® a . 

易知，（。 ,^) 岛） (8)7 山 . = 1 ， 2 广. ！ ；j = 1 ， 2,… ， n 2 ; 々 = 1 ， 2,…，” 3 ) 是的 
~■ 个基 ； Cti (X) ( J 3 j ® h )(Z = 1 ， 2，...，”1 ;) = 1 ， 2 ， *** ， 7?2; 々 = 1 ， 2 广 .* ， 773) 是 \^1 (X) ( V2 ® V 3 ) 的 
一个基， 

dim(Vi (X) V 2 ) ® V 3 = nxn z n z dim V x (X) (V 2 (X) V 3 ). 

”1 ”2 ”3 

任取 or = > : ci t ai ，爲 = > ^ bj 爲 } » y — 〉: ，则 

l= l >= 1 k=l 

”1 〜 

(a ® ^9) ® 7= = ((2 CLiai )® (S 6 a))® (2> 山） 

1=1 J — 1 k= 1 

^1 n z ^3 

=S 2 2吨 c k (ai ® ft ) ® y k . 

i— 1 _;== 1 k~ 1 

令 < p 2 •• ( Vi ® V 2 )® V 3 ― - V L ®( V 2 ( X ) V 3) 

w j «2 内 3 

( a ( X )^)®/ i —— -S E Sa , V 说 ,®( ft ㊈ h ) ， 

则办是到 WCgKW ®%) 的一个同构映射，且 

0 2 (( a ® ^9) ( X ) /) = a ( X ) (^9® /). ■ 

从定理3知道，到有一个同构映射使得 A ( a ® 妁 =_ a 。 在这 
样理解下，我们可以记 

Vi ( x ) V 2 = y 2 ( x ) V x , (31) 

这表明张量积满足交换律。同理，在类似的理解下，我们可记 

( V ! ® V 2 ) ® Vs = V , ( x ) ( V , ® V 3 ), (32) 

这表明张量积满足结合律。 

由于张量积满足结合律，因此对于多个有限维线性空间，…， V ,，有张量积 

其任意元素可以表示成形如 

7 】 ㊈/ 之®…®%， 7 > G i = 1,2, ••• ,5 

的元素的线性组合，但是其表法不唯一。 

三、线性变换的张置积 

设 V , u 是域 F 上线性空间 , A , B 分別是 V , U 上的线性变换。考虑 VXU 到 V 0 U 
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的映射 C: 


C : (a ，卩 ) 1- Aa (X) , a ^ V ^ U , 

容易验证 C 对每一个变元都是线性的，因此 C 是 VXL ； 到 V®U 的一个双线性映射。根 
据张量积的定义得，存在到 V®U 的唯一的线性映射，记作 A®B ， 使得 


C- (A(g) B)a. 

从而对于任意有 


即 


C(a^j3) — (A 0 B)cr(a*^9) * 


(33) 


(A(X)B)(a®^) = Aa ® (34) 

于是我们证明了下述 定理： 

定理4 设 V,L7 是域 F 上线性空间 ， A ， B 分别是 V,U 上的线性变换，则存在 V®U 
上的唯一的线性变换，记作 A®B ， 使得 


(A®B)(a®/3) =Aa(g)Bp, a e V ， （3 6 U ， (35) 

把称为 A 与 B 的张 量积。 ■ 

与定理 4 完全一样的证法可证得下述命题2: 

命题2设^^/，^，以都是域厂上的线性空间 ，A 是V到V的一个线性映射， B 是 
U 到 K 的一个线性映射，则存在 V(g)L； 到V'㊈ 1/的唯一的线性映射，记作使得 

(A (X) B) (a (X) /3) = Aa ® Bp ， a G V ，爲 6 U ， 

把 A ㊈ B 称为 A 与 B 的张 置积。 

下面讨论线性变换的张量积的基本性质。 

定理5设是域 F 上的线性空间，是 V上的线性变换，5，及，艮是 L7 


上的线性变换，分別表示 V ， L 7， V ® L/ 上的恒等变换，则 

(1) (A l +A 2 )®B=A 1 ®B+A 2 0B ； (2) 

(3) (A!®) (A 2 ®B 2 ) = A!A 2 ®B ： B 2 ； (4) (kA)®B=A®ikB)=k(A®B) ,^GF ； 

(5) Iv ~ ^V®U f 

(6) 从 A，B 可逆可以推岀 A(g)B 也可逆，且 

(A ㊈ B).- 1 = A- 1 

证明由于 V ㊈ L/ 中任一向量都可以表示成形如《®^的向量的线性组合，因此只要 
证明V㊈ L7 上的两个线性变换在^㊈卢上的作用相同，就可以得出这两个线性变换相等。 

( 1 ) [(A» +A 2 +A Z )a®B^=A, a®B^ + A 2 a(X)B/? 

= A!®B(a(X)i9)+A 2 (X)B(a®^) 

= (A, CX)B+A 2 (X)B) (a®^), 

因此 (Aj +A 2 )(g)B=A l ®B+A 2 ®B, 

(2) 与第 （1) 个公式的证法类似。 

(3) [(A 1 ®B, ) (A 2 ®B 2 )] (a®#) = (A 】 Ob,) (A 2 a(X)B 2i 9) 

(A 2 a)(x)B 1 (B 2 j3) - CA,A 2 
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四、线性空间的张置积与直和的关系 

定理 6设是域 F 上线性空间， R 和 L / 2 是 U 的子空间，且，则有 
线性空间的 同构： 

V ( g )(7^ V ® L ；! + V ® U 2 . (41) 

证明由于，因此有平行于 L / 2 在 LA 上的投影 R 和平行于 R 在 U 2 上 
的投影 JP 2 。 P , 可看成1/到 L 7, •的线性映射“=1，2。据命题2得，存在 V ®17 到的 
唯一的线性映射 I v ® P t ,i = l ,2 0 
记 ft = Iv®Pi * Z = 1» 2 o 

设“是 R 到 u 的含人映射，即“(爲）=戽，4 = 1，2。显然 ， i A 是线性映射， 
々=1，2。据命题2得，存在到 V ® L / 的唯一的线性映射 J v ® “，记作久4 = 1，2。 

令 a : V 0 L 7 —^01；! + V ® U 2 

7 | - K0i(y) ， 02(y ))， 

r ： V ® u , +V(X)L/ 2 — -V ® 1/ 

(7i »/2>' - - j \(/i ) 十《 / 2 (>2). 

易验证 a 和 r 都保持加法和纯量乘法，从而它们都是线性映射。对于任意 
cc ®^^： V ® L / ) 设 P ,‘(0) = 尽 ， 1 ， 2 ， 则供+择二戸。从而有 

to (a (x) ^3) — r(Oi (a 0) ^Oz^ct (X) ) — r(a j3\ jcx (X) ^ ) 

— y 1 (a ® /?1 ) + J *2 (ar ® ^2 ) — a (X) ^ + a ® ^2 — a ® j3. (42) 
由于 V ⑧ L 7 的每个元素可以表示成形如的元素的线性组合，因此 

rcr — Iv ® u - 

<jt (0 (X) ,0) = o\_j i (a (X) ) ~h 7*2C0)J — o^a. C^) ) 

=(0i (a ® 戸 1) ，❼ 2 (a ® 卢 1 ) ) = (a®jffi ， 0 )， (43) 

OT (0 9 a (x) ^2 ) — o\_ji (0) + J*2 (« ® ^2 ) ] — <y^0t ® (3z) 

= (❼ 1 (a ( H ) 你 ） ，❼ 2 (a ® 卢 2 ) ) = (0， a ® 体）. (44) 

由于 + V ® L ； 2 的每个元素可以表示成形如 (《® 说， 0) 和 （0， a ® 庳）的元素的线 
性组合，因此 ar = J ， 其中 J 是 + VCX )1； 2 上的恒等变换。于是 a 是可逆的，从而 a 是 

V ® L / 到 V ⑧ LA 的一个同构映射。这证 明了： 

y®t/^VCx)L； 1 +V®(7 2 . ■ 

定理6中，若，则 

V ® u ^ Vi ® L ； + y 2 ® L7. (45) 

定理 6 可推广到 U (或者 V )是有限多个子空间的直和的情形。 

下面一个结论是经常要用的。 

定理 7设 V 是域 F 上的线性空间，则 

V (X) F ^ V . (46) 

证明任取令 

A(a ,^) = ka » (47) 
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易验证 A 是 VXF 到 V 的一个双线性映射。于是根据张量积的定义得，存在到 V 

的唯一的线性映射0，使得 A = 扣。于是 

ipCct ( x ) = ( jj ( j Co »^) ~ = kot . (48) 

另一方面，令 p : ai ~~ - a ® l , 易验证 p 是 V 到的一个线性映射。对于任意 
是 eF ， 有 

< pp(a ® = (pika )=^ a ® l = a ® 是， 

抑 ia ) = < p(a (X) 1) = la = a * 

由此可推出， < p < p = Iv ® F , 中 9 = 1 因此 0 是可逆映射，从而 0 是双射，于是 0 是 V ( g ) F 到 
V 的一个同构映射。因此 VCgXF 兰 V 。 ■ 

五、线性空间的基域的扩张 

定理8 设 V 是域 K 上的线性空间，域 F 包含域 K ， 则 F ® V 是域 F 上的线性空间。 
证明 由于 F ， V 都是域 K 上的线性空间，因此是域 K 上的一个线性空间。 
于是有加法运算，且满足线性空间的定义中关于加法运算的4条法则。下面给出 
域 F 与的纯量乘法运算。对于 a 6 F ， 令 A : (6, a ) i ^> ab ® a ， 容易验证 A 是 
FXV 到 F ® V 的一个双线性映射。于是根据张量积的定义得，存在到 F ® V 的唯一 

的线性映射办，使得 A = 从而 

ip a ® a) = i/) a cj {b ， a) = A(b,a) = a6 ® a. (49) 

现在规定 

r r 

a ( ② a, ) : = ipa ( 2® «> )* (50) 

I = 1 i ~ 1 

由于仏是线性映射，因此从 （50) 和 （49) 式得 

r r 

a ( D &® a ')= 2我 ㊈ ai ， （ 51 ) 

i = 1 i = 1 

于是 （51) 式给出了域 F 与 F ® V 的纯量乘法。容易验证，它满足线性空间的定义中关于 
纯量乘法的4条法则，因此 F ® V 成为域 F 上的一个线性空间。 ■ 

注意 ：不能 直接用 （51) 式定义 F 与 F ® V 的纯量乘法，因为的任一元素表示 

r 

成时表法不唯一。我们通过 A 来定义纯量乘法（即 （50) 式），这样虽然 F ( g ) V 的 

i=l 

r 

同 一 个元素表示成 D 6, (X) a , 时表法不唯一，但是既然它们表示同一个元素，因此它们在 

I = 1 

< p Q 下的象是相同的，这样用 （50) 式定义的纯量乘法就不依赖于元素的表法的选取。如果 
直接用 （51) 式定义纯量乘法，那么很难证明它不依赖于元素表法的选取。 

定理9 设 V 是域 K 上的 n 维线性空间，域 F 包含域 K ， 在 V 中取一个基 ai ，幻，…， 
〜 ，则 l ® ai ，1®« 2 ，…，是域 F 上线性空间 F ® V 的一个基，且 

dim F (F ® V ) = n = dim K V . (52) 

证明 由于 m ，《 2 ，… ，〜是 V 的一个基，因此 
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根据定理6和定理7得 

F ® W + F ( g )〈 a2 > + … + F ® W 

. 兰 F + F ㊈ K + … + F®K 

~F + F + *•• + F , 

因此 dim F ( F ( x ) V )- dim F F + dim F F H - h dim F F = n . 

n 

任取 6 6 F,a G V , 设 a : = ^kiai ^ k { 6 K，i = 1,2 …， n ， 贝 lj 

i — 1 

n n n n 

6 ® a — 6 ㊈ （ 2 怂 a * ) — 2 (办 ® 裊此） — 2 此 ® a ' : - 2 X (1 ® a t ). (53) 

t = 1 i = 1 i = 1 l = 1 

r 

由于 F ® V 中任一元素可表示成 ® 乃，因此从 （53) 式可得出，中任一元素可 
表示成 1® ⑴， 10 a 2 ，…， 1® 〜的线性组合，又由于 dim F ( F ® V ) 二 n ， 因此 

1 (x) Q；1 ? 1 (X) Ct2 »*** *1 (^) OCn 

是域 F 上线性空间 FCx ) V 的一个基。 ■ 

由定理 9 立即 得到： 

推论1设 V 是实数域 R 上的 n 维线性空间，， 心，… ，〜是 V 的一个基，则 1® 以， 
l ® a 2 ，…， 1® 〜是复数域 C 上的线性空间 C ® V 的一个基，且 

dim c (C (X) V ) = n = dim R V \ ■ 

在定理9中，考虑 F ( g ) V 的子集 

S = i 2 (1 (X) a ,) ki G K ,i = 1,2, ,n (54) 

i 广 1 > 

易看出 S 是域 K 上向量空间 F ® V 的一个子空间。令 

0 : V — 

n n 

a = y ^ jkja ^ - " ^ (1 ® a, ) , 

i = 1 i = l 

则少是 V 到 S 的一个映射。显然中是满射，易证0是单射，并且0保持加法和纯量乘法。 
因此少是 V 到 S 的一个同构映射，从而域 K 上的线性空间 V 与 S 同构。把 V 与 S 等同， 
即把 V 看成的一个子集，此时可以把％与 1®« ，等同 ， i = 1，2，*"，72。由于尸®^ 

n 

的任一元素可唯一地表示成 ㊈ ①），因此 F ® V 的任一元素可唯一地表示成 

1 = 1 

n 

其中 /, G F，f = 1，2,…， w 。 

i = 1 

n 

在推论1中， C ( g ) V 的任一元素可唯一地表示成其中 e C ， i 二1，2,…， n 。 1 ^ 

I = 1 

n 

可看成 C ® V 的一个子集， V 的任一元素可唯一地表示成 i 其中 t 6 R “= I ， 2 ,…， 
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称为复化，即把实数域上的线性空间 V 扩充成一个复数域上的线性空间 c ® v 。 
在定理 9 中，设 A 是域 K 上线性空间 V 上的一个线性变换，它在 V 的一个基 m ，《 2 ，…， 

下的矩阵为 A = (% ) 。对于域 F 上线性空间 F ( X ) V 的任一元素 f ； /&. ，规定 

1 = 1 

n n 

( 2 f iCti ) = ^/ Aai ■ ( 55 ) 

i = 1 i — 1 

易验证 A F 是尸⑭ ^ 上的一个线性变换，并且易看出，在卩 ㊈ V 的一个基〜，&，•••，〜 
( 已把与 a , 等同）下的矩阵是 A , 此时把 A 看成域 F 上的矩阵。 


11 . 2.2 典型例题 


例1设是域 F 上的有限维线性空间，证 明：在 V ® L 7 中，若 a ®#=0, 则 a = 0 
或卢 =0 。 

证明 假如 a/0 且炉^0,则 or 可扩充成V的一个基 a ， a 2 , …， 可扩充成 L / 的一 
个基择， Pz ，…， pmo 从而 a ® 戸是 V 0 U 的一个基向量，于是 a®j 3^0 o 因此若则 
a = 0 或卢=0。 ■ 

例2 设 V 9 U 是域 F 上的线性空间（不必是有限维的），证明 ： V与 L7 的张量积存在。 

证明令 M = ( 2是 ㈣ （《，如 G F ， 且只有有限多个关0丨，规定 

1 Ca^)6 VXL7 J 

M 中两个元素相等当且仅当它们的对应系数相等，并且规定 M 中两个元素相加为对应的 
系数相加，且规定 

、(！>(〜)(《，妒） ：= S 焱 ( a ,^), 5 e F , 

易验证 M 满足线性空间定义中的 8 条法则，从而 M 成为域 F 上的线性空间。 

设 M 。 是由下述形式的向量生成的子 空间： 

(ai a 2 »^9) — (ai i^3) 一 (a? ， 0 ) ， (56) 

(a ， pi+/?2) _ (a»^i ) — (a ， 卢 2 )， （ 57) 

(a fkp) — kia ， fi) ， {ka ， p 、_ kia^p) ? (58) 

其中 ai ， a ：2 ， oc 6 V ，氏，决 U，kd 

设 T 是商空间 Af / iU 。， 定义从 VXLJ 到： T 的一个映射 a : ( a,^)i ~ Ka ， 灼 + M 。。 因 
为 （56) 〜 （58) 式列出的和都在 M 。 里，所以在了中有 

cr(ai +a 2 jj 3) — a(ai ,0) _ a(a 2 ， 戸 ） = [(ai +a 2 ， 卢） +M 0 ] —[(ai , j 3) +M 0 ] —[(a 2 ，卢） +M 0 ] 

= [(ai +a 2 ， 0) — （ ai，/?) 一 （ ar 2 ，的 ] + M 0 

= M 09 

<7( a，jSi +^ 2 ) — a ( a ，0 i ) — < x ( a ^ 2 ) — A^o » 

aia ， kp) — kffia^j3) = \_{a<>k^) +M 。 ] — 々 [(a ， /?) 十 M 0 _ 

= [(a > k0) —& (a ， 0) ] + Al 。 = ]\4 0 , 

a ( ka , p ) — ka ( a ， P 、 = M 0 , 
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其中 M d 是商空间 M / M 0 的零向量，因此 

trCai + ， 0) = £r(ai ，戶 ）+ cr(ff 2 9 ) ， 

cKa ， j ^ + ^2 ) — ( T ( a ， 戸 1 ) 十 ff ( ar ， 戸 2 ) ， 

(Ka’kp) = = a(ka » 

从而 a 是 VXL ； 到了 的一个双线性映射。 ■ 

设 W 是域 F 上任一线性空间 ， A 是 VXI [/到 W 的任一双线性映射。令 

B : M ― 

> ] 是， ( a , ，择 ） 1 ^ > k jA ( a ; ，卢, ) ’ 

* * 

% i 

容易验证 B 是 M 到 W 的一个线性映射。由于 

B[(ai 十0；2，戸） 一 （ ai ，#) — ( ar 2 ] — B(a\ a 2 »/3) 一 B(ai 一 B ( ar 2 »^3) 

— A(ai + a 〗 ， 卢） 一 A(ai > jS ) — A ( q ；2 ， 沒） 

— A(ai + A(az >/?) — A(ai ， 卢） 一 A ( a 2 »^) 

= 0， 

JB[(a ， 说 + 择） _ (a ， 说）一 （ a，^)] = 0 ， 

J5[(ar ， ^3) — 々（ ar，#)] = B(a » k(3) 一 B [ 是 (a ， jff)] 

— AXa ， k^) — kB (a,^8) = M (a ，卢） 一 M (a ， 0) 

— 0， 

Bl ( ka ,^ - k ( a ^)2 ^ 0, 

因此对于的任一向量 y 。， 有 B ( h )=0。 从而有 

( a ， p ) + M 0 = ( 7 ? 77 ) 十 M 。< — ( y，”）G M 0 

> B [( or ，卢) — (7，々)]= 0 
< > B 、 a ， 0) = B{y ， rp • 

令 0 : M / M 0 ― 

ki (a y ，/? ,) + M 0 I - B( ki (a, ) ) 9 

则 0 是到 W 的一个映射，且容易验证 0 是线性映射。由于对任意 (《 ，辦 6 VXI /， 有 

(pa(.a<>^) — 0 ( (a，#) + M 。） = B(a ， /3) = A(a^j3) ? 

因此 

假如还有一个从丁 到 W 的线性映射 A ， m % ipiCJ = A , 则 = 从而对 

任意 ( a ，/?) evxu ， 有 

ipaia，^) = aia >^9) » 

于是 4[( a ，^9) + M 。] =办 [( a ，0) 十 M 。]， 

由此得出 0[ ( a ,+ ， 择）+ M 。] = 01 [ ^，体）+ M 。] ， 

_ _ 

1 1 

因此 ip = ip \ , 

据张量积的定义得， （ T ， a ) 是 V 与 U 的一个张量积。 ■ 

点 评：例 2证明的关键是要找一个域 F 上的线性空间: T ， 且 VXU 到 T 有一个双线 





600 




*第11 章多重线性代数 


性映射 a 具有定义1中所说的特征性质。想法是先构造域 F 上的一个线性空间 M ， 然后 
根据双线性映射 a 的性质，巧妙地构造一个子空间最后商空间 M / M 0 就是我们要找 
的线性空间了。在证明 （ T ， ff ) 具有定义1中所说的特征性质时，先构造一个从 M 到 W 的 
线性映射 B ， 证明对任意 hGM 。 有5( 7 。）= 0,从而由 B 可诱导出商空间 M / M 。 到 W 的 
线性映射0，进而证明 A = 最后证明假如还有一个从 M / M 。 到 W 的线性映射 A ,使 

得 A = 则 小'=中。 于是根据定义1得， （ T ， a ) 是 V 与1/的一个张量积 ， T = M / M q 中任 
一 元素可表示为 

〉: k i ( a ； » ) ~h ~ > : 々 , [(a ,. ，尽） ~h iVf。] = ^ itr ( a , ，尽 . ） . 

i i i 

把 aU ，尽)简记成 a ,®/?, ，则： r 中任一元素可表示为 

㊈ A )， (59) 

I 

(59) 式中的和是有限和。由于 a , ② # = U ， 尽） + M 。， 因此 译的 表法不唯一。从而 T 
中任一元素表示成 （59) 式的形式时表法不唯一。 

例3 设 V，U 分别是域 F 上 n 维、 m 维线性空间， m ^2 c V 中取一个基〜 ， 
a 2 ,-, a n ; U 中取一个基❸，你，…，仏。证 明：对 于任意 吟11， a ®# 不能表示成两 
个或两个以上的形如的基向量的和。 

n m 

证明 假如有- e v , ^ e u , 使得 

* = l ； = l 

r 

a (X) y9 = 2 a u ® A/ - r^2j 

/ =1 

则 

rt m r 

2 ⑭ ft )= ② A " 

1=1 / =1 

由此得岀 

a i{ b tx ^ 1, b i2 =0， a , 2 b i2 =1， 

从而 a , 1 ^0,6, 2 =0。 于是 a , 2 6, 2 =0。 矛盾。因此对于任意 V ， LT ， 不能表示成 
两个或两个以上的形如 a t ®^ 的基向量的和。 ■ 

例4设 V 是域 F 上的71维线性空间，证明 ：存在 到 Hom ( V ， V ) 的一个同 

构映射…满足 

[0(/® a )]^= /( jg ) a , Va ,/?6 V , / G V * ; (60) 

t **[0( / 0 a )] ^ /( a ). (61) 

证明 在 v 中取一个基〜 ， a 2 , …， 《„ ，对于任意给定的 （/，《) e v * x v ， 其中 



n 

，定义 V 上的一个线性变换 

i=l 


(ai ， a2 ，…，= (a"a2 ， …， ) 


，使得 



f(ai )<2i 

fi.az )^i 

… f(a n )a l ' 

/(ai )a 2 

m 

_ 

f (of2 )^2 

参 

… fia n )a z 

« 

• 

• 

f(a l )a n 

• 

fiaz )a„ 

• 

… /(a n )a rt 
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把上式右端的 n 级矩阵记作 A ， 令 

A ： V * X V —^ Hom ( V , V ) 

(/， a)i - A ( fta) . 

容易直接验证4是7‘ XV 到 Hom ( V , V ) 的一个双线性映射。根据张量积的特征性质得， 
存在 V * ⑭ V 到 Hom ( V , V ) 的唯一的线性映射…使得 A = 于是对任意/ G V * , 

n 

a = D 1 。 1 6 V ，有 

j — 1 

0(/ ® a ) = 07(/， ar ) ~ A(f , a ) = A (/ia) , (62) 

n n n n 

[4(/® a)] 卢 = ( 卢） — -A(/, a ) ( (/，《) (a; ) = f(ctj)aiai^ 

)=1 j = 1 j = 1 1 = 1 

n n n n 

=^ ( a ^) \ a . a . = 2,(2〜 a 0 a,at 

r = 1 7 = 1 i=l j - 1 

n n 

== /(/9)2 a > a < = f(/3)a, V ^ E V, (63) 

/^1 i=l 

n n 

tr[^(/(X) a)] = tr(A (/ , a > ) = tr(A) = ^/(a, )a ( = /(2 a , 仏 ) =/(«)■ (64) 

r = 1 i — 1 

下面来证 0 是满射。任取 H G Hom ( V ， V ) ，设 ff 在 V 的基 ai ， a2 ，…， a „ 下的矩阵为 
H ， 设 H 的秩为 r ， 则仏+私+…+反，其中叶的秩为= l ，2，*”， r 。 根据本 
套教材上册习题 4. 3的第18题得， H , = X , Y / ，其中足=(: yn ， y 2 , 


…， y m 、’々 rp = y ^ jJc t } a } ，定义 V 上的一个线性函数片，，使得 giia } ) = y ” = 1，2,…，? 2 , 
则 


H 


JC ^ giiai ^) JTngiia ?) 
J0 t 2gi(ai ) x i2 gi ( a 2 ) 


■争 • 


•每 


^2^, (aJ 


JO ^ giCai ) oc ^ giiaz ) 


« • 


工 in 忌 i (Op?) 


定义 V 上的线性变换 H t ，使得氏在基〜，&，…，〜下的矩阵为 H ,， 则 


H 


A 




< p ( g t ® 


1，2, 


于是 


H = XI H = 分）= ® 70' 

1 — 1 i —1 i = l 

因此0是满射。由于 

dim V * ( g ) V = (dim V * ) (dim V ) = n 2 = dim Hom ( V ， V ) ， 

因此 V * 到 Horn W ) 的线性映射 0 也是单射，从而0是双射，所以0是 W ㊈V 到 
Hom ( V ， V ) 的一个同构映射。 ■ 

例5设 W ， V 2 , U 2 都是域 F 上的有限维线性空间，令 


A : ^( V ^ Vz ) X 0 KU 19 U 2 ) — ^^( V ] 9 V 29 U l 9 U 2 ) 
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(/ ，茗 ) | - - A(/,^-) , 

其中 ， A ( f ， g )( M ” az ， pi ， p 2) — /(ai » a 2 )^(/?i ，卢 2 ) ，％ G 6 i = 1 ， 2 。 (65) 

证明： my , , u 2 )^^ kv 1 , v 2 , u 1 , u 2 ). (66) 

证明 容易验证 A 是 , y 2 ) X ⑨ ( LA ， L 7 2 ) 到 9(V, ,v 2 ,u, ， l / 2 ) 的一个双线性映 
射。根据张量积的特征性质得，存在逆(％少 2 ，17 1 ，17 2 )的唯一 
的线性映射…使得 A =0 a 。 于是对任意 / e^(Vi , v 2 ),^ e ^( u , ， u 2 ) ， 有 

4 ^f ® = 命 （/， g ) = A (/， g ) ， 

*p^f ® (^1 »^2 »^2 ) ~ /"(ai ， df2 )g(fl ，卢 2 ) ， 

其中 mdjftet / ….=1，2。 

在 W 中取一个基 an ，似， …，％ (f = l ，2); 在 R 中取一个基知，/ ? l 2 ，…，心, （ i = l ，2)。 
根据 11.1 节定理2得，趴％，％)的一个基为 / V 2 ( l < Kn t ，f = l ，2)， 其中 

fk x k 2 (ai^ yO!2j 2 ) = 5 

^ KUi ， l / 2 ) 的一个基为 gk z k A ( l ^ k 3 ^ mi ， l <々 4 < m 2 ) ，其中 

( A ) 3 ’ 体 J 4 ) — ^ J 3 *3 ^4 *4 ； 

% V\ ， V*2 ， L/i ， t/2 ) 的 ~ * 个基为 W 4 ( 1 ^ Tl\ y 1 ^ k 2 ^ 打 2， 1 ^^3 ^ Wii ， 1 < 爪 2 ) ， 

其中 


办 WW ^ °^ 2 >2 ’供』3 ’和 j ‘ 


色 1*1 谷 h k Z ^3 A 3 ^4*4 * 


从而 0 KV , , U 2 ) 的一个基为 


fk x k 2 ® 心 3 * 4 (1 < 匕 < ,1 ^ ^2 ^ A2 2 ,1 < ^3 ^^1*1 d < m 2 ). 

由于对于 ，有 

[0(/w ® 发 W )]( a i)i ，叫 2 ，你 ) 3 ，也 4 ) = fk x k z (aijj ^a 2 j 2 )g"* 3 * 4 ("1)3 ，私 4 ) 

=^1 A 1^2 A 2^>3 A 3^^4 

= h k} k z k 3 k i ( aij , » ff 2 j2 ，p \ j3 ，体 , 4 ) ， 

因此 i p〈fk'k 2 ®gk z k A 、 =z hk'k 2 k z k。 

其中 ， i / 2 ) 的一 
个基映成^(、，^^^/^^/^的一个基。因此线性映射0是一个同构映射。于是 

^(Vi , v 2 ) ® 0 ku 19 u 2 ) ^ ^( V 1 , V 2 , Lr l , L / 2 ). ■ 

例 6 设 A ， B 分别是域 F 上的 《 级、 77 Z 级矩阵，证 明： ACgXB 与相似。 

证明设 V,U 分别是域 F 上 n 维、 m 维线性空间。 V 中取一个基 ai ，《 2 ，… ，〜； L ； 中 
取一个基 A ，咏，…各。 设 A 是 V 上的一个线性变换，它在基⑴ ，的， …，％下的矩阵为 A ; 
B 是 (7 上的一个线性变换，它在基戽，庳 ， …，^ 下的矩阵为 B ， 则是 V®U 上的一 
个线性变换，它在 V ® L 7 的一个基 

ai ® 月 1 ，…， ai ® ， … ， ar n ® 供， … ， a„ ® 

下的矩阵为 A ® B 。 设 A ® B 在 V ® L 7 的一个基 

a\ 0 p\ » ••- ,a„ (X) ^ , *•• ,ai (X) p m , ••- ,a„ ® jin 

下的矩阵为 H 。 把 H 分块： H 的行分成 m 组，每组有《 行； H 的列分成 m 组，每组有 n 
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參 


列。从 （38) 式得， H 的块为下述72级 矩阵: 


于是 


H 


"bpqd 

1 2 


bpgCl2\ 

• 

_ 

bpgdzz 

m 

# 

… \(1 2 打 

■ 

_ 

bpqd n \ 

* 

^ pqO- nZ 

••• j 


b n A 

buA 

… b lm A 、 


% 

• 

bz2^ 

搴 

• 

… b Zm A 

: 


參 

b m \A 

琴 

« 

b m zA 

峰 

… b^A 




E ® A 


由于 4 Cg ) B 在 V㊈ L 7 的不同基下的矩阵是相似的，因此 


(67) 


〜儿 ■ 

例7设 V ， L 7 分别是域 F 上 n 维、 m 维线性空间， A ， B 分别是 V , L 7 上的线性变换。 
证明 ：如果 A ， B 分别可对角化，那么 A ® B 也可对角化。 

证明 V 中取一个基 ai ，心， … ，…； L 7 中取一个基仏，決，… ，馬 ，则 A ( g ) B 在 V®U 

的基 


ai ® 卩1，…， a ' ® j 3 m ，…， a n 这)$ 

， • * • ， Ctn 译 m 

下的矩阵为 A ® B 。 由于 A ， JB 分别可对角化，因此 A , B 分别可对角化。从而存在域 F 上 
nm 、 m 级可逆矩阵 P ， Q ， 使得 


P 


-1 


D 




BQ — Dz » 


其中 D ,， D 2 分别是”级、 m 级对角矩阵，其主对角元分别是 ， d u ，…， d u ; d 2l ，d 
dt m 。于是 


22 f 


♦ • « 




(P ® Q )- 1 (A ® B)(P ( x ) Q ) = ( P - 1 ( x ) Q-^CAP ® BQ ) 

= P~ l AP ( g ) Q~ l BQ - D x ® D 2 . 

容易看出，认®!^是 nm 级对角矩阵，其主对角元为 

^ii ^2 i ? d \\ dzz ，“ • ， dii dim ，… ^ d \ n d 21 ，“. ^ d\ n d i m . 

因此 A ® B 可对角化，从而 A 0 B 可对角化。 ■ 

例8条件同例 7 ,设分别可对角化，且 A 的全部特征值为；^，义 2 ，…，的全 
部特征值为…，内，…，/^。求 AgXB 的全部特征值。 

解由例7知道， A ( g ) B 也可对角化 D A 的相似标准形 Di ^ diagU 】， A 2 ，…，的 
相似标准形 ，，…，卜）。 从例7知道，的相似标准形为 Di ® D 2 = 
diag { Ai ^ i ，…，，…， A # i ，…， X n fx m } 。因此的全部特征值为 

Ai /^ i ， Ai ^2 ， *••， Ai " m ， yXnjjii , •** , 

例 9 设 V 是域 F 上的线性空间， A ， JB 都是 V 上的线性变换。证明 ：存在 V㊈V 上 
的唯一的线性变换，记作 A o B ， 使得 


(A o B ) (a (X) = Ba (X) A ， Vor ， 卢 G V \ 


( 68 ) 


_ 
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证明定义 vx V 到 V ( x ) V 的一个映射 G 如下： 

G ( a ,^) = Ba ® A /?, V , (69) 

容易直接验证 G 是一个双线性映射。从而据张量积的特征性质得，存在到 V®V 

的唯一的线性映射 0 ，使得（；=和。于是对任意有 

tp(a 0 卩） = 0r(a»^) = G(a^) = Ba 0 A 卢， 

把 0 记作 A oB ， 便得到 （68) 式。 ■ 

点评： 从例9的证明再一次看到张量积的特征性质是张量积这个概念的精髓。 

例10设 K 是域 F 上的线性空间 ， r = l ，2, …。 考虑下述形式的无穷 序列： 

( ai ， a 2 ，… ） ， cti ^ Vi = 1,2,"* (70) 

在只有有限多个分量不为零的形如 （70) 式的无穷序列组成的集合中，规定 

(ai ， … ） 十 (jSi ，戸 2 ，…）= (ai + jSi ， o?2 + 沐， . ） ， 

々（ ai ， (?2 ， … ） = ika\ ；kaz ,***). 

显然这是该集合的加法运算，以及域 F 中元素与该集合的元素的纯量乘法运算。容易看 
岀，它们满足线性空间定义中8条运算法则。因此只有有限多个分量不为零的形如 （70) 
式的无穷序列组成的集合成为域 F 上的一个线性空间，称它为％ ， V 2 ，…的外直和，记作 

Vi + v 2 +•— + v f , (71) 

i - 1 

在 + 中，除去第 f 个分量外全为零的序列组成的子集显然是一个子空间，记作 V /。 
1=1 

证明： 

V / ^ V ,, (72) 


并且 T V ,中的元素《可以唯一地表示成 

i= I 

a = a tl 十 ar , 2 + …+ a , f ， 

其中 A 6''，_； = 1，2,…，“ 

证明 V r , : V /— - V , 

(0 ，…，0，％，0，…，0)1 - ► %， 

显然 r , 是 V /到 V ,的一个映射，且 r , 是单射、满射，从而 r , 是双射。容易看岀 r , 保持加法 
和纯量乘法运算，因此 n 是 VV 到 V ,的一个同构映射，从而 W 兰 V ,。 

显然 T V ,中任一元素 a 可以唯一地表示成 

1=1 

a = a t{ + a , 2 + … + or ,, ， 

其中' 6\^， 7 = 1，2，一，/。 ■ 

dw ： i 例10中，由于 v ： 兰％，因此为简单起见，可以把 V ：与 V ,等间，从而把（()，•••， 

0, 01 ，0，〜，0)与《,等同，于是 T V ,中任一元素《可以唯一表示成 

1 — I 

a = + …+ a , ， av 6 V ,， j = I ^2，…， t . 

1 Z t j j 

为了便于书写，把 5 k 写成 

i=l i = 1 

例 11 设 VV 是域 F 上维线性空间， cm ，心，…，是 VV 的一个基 ， r = 1 ， 2 ，…。 
证明： 
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S = {cm ， ar r 2 ，… (r = 1 ， 2 ，…） } 

T 

是的一个基。 

r= 1 

证明 由于是 W 的一个基 ，且〜 表示第 r 个分量为其余分量全 
为 0 的无穷序列，因此容易证明 S 中任意一个有限子集是线性无关的，从而 S 是线性无关 

的。§ W 中任一元素 a 可表示成 

r= 1 

a = a ；1 + a lz + *•* + a tf » = 1 ， 2 ，…，“ 

而《，可以表示成 v , 中基向量的线性组合，因 i a 可表示成 s 中有限多个向量的线性 

1 J 

组合。于是5是§1的一个基。 ■ 

1 

11.3 张量代数 

11.3.1 内容精华 

一、 张量的概念 

设 V 是域 F 上的 n 维线性空间 4 个 V 的张量积 

T^CV) = V® …㊈ V (1) 

中任一元素称为 V 上的一个9秩反变张量 （ q-contravariant tensor ) ; p 个的张量积 

丁 〆V ) = V " ® … ® V * ( 2 ) 

中任一元素称为 V 上的一个 p 秩协变张置 （ p-covariant tensor ) ；/>个 V 与个 V 的张量 
积 

Tl(V) = V* ② …㊈ V* ⑧ V㊈…㊈V (3) 

中任一元素称为 V 上的一个 （ p , g ) 型张置，也称为 V 上的一个 P 秩协变且秩反变的混 

合张置 （P -covariant and q-contravariant mixed tensor ) 0 

V 中取定一个基⑷， a 2 ，…，〜， V ' 中的对偶基记作 i ， a 2 , …， 〆 （注意这里的上指标不 
是指数）。 THV ) (或丁 〆V )，或 7^( V )) 中的张量表示成一个基的线性组合如何简洁地 
记？当基变换时，坐标变换如何简洁、紧凑地描述？先看了以及：^的 
情形。 

任给《 6 7，设^ = 由于基向量^用的是下指标，因此系数心改用上指标 

n 

&(注意 f 不是指数）。于是写成《 = 为了紧凑起见，把连加号省略不写出，即写成 

J = 1 

a = a ' a t Q a 在基 ai ， a 2 ，… ， a „ 下的坐标为 （ a 1 ， a 2 ，…， a ”）、 也可写成 U = 1 ， 2 ，…， ”} 0 

在 V 中取另 一 个基％， 7 2 ，…， 7 n ， 采用上述写法，则 

rjj = a ) a t , j = 1,2, ,/ z . (4) 

于是基 ai ， ar 2 ， …， cr „ 到基 化 ， 72 ，…， > 的过渡矩阵 A 为 
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A 


a \ … a '， 
a\ a\ . … al 


(5) 


al a n 2 a n n 


im / ev * ，设 / = 2 ^ ' (由于基向量 & 用的是上指标，因此系数 & 用下指标）， 

把连加号省略不写岀，记成/=^^。 V 的基％，％，•••，>在 V * 中的对偶基记成 rj \ rj \ 

…，中基 a 1 ，《 2 ,…， 〆 到基^，…，矿的过渡矩阵记作 B 。 设 

j / = bW ， j = 1，2，…，/2， （6) 

则 


B 


b\ b\ 
b\ b\ 


• * « 


♦ » • 


b\ 

b\ 


b l n bl 


# ♦ • 


K 


(7) 


据 9. 10 节定理 


由于 


( Q：l ， Of 2 ， ••• ，〜 ）=(々 I ，7/2，*••，々 n )A — 1 = (7 l ，々2 ，•••，％ ) B ’ ， 


(a 1 ， a 2 ， … ， or”）= (rf ， … ， rf、B 


-i 


(” 1 ，，… ，7”） A ’ ， 


因此 V 中的基变换公式和中的基变换公式分别为 




a 


b ) T]i 

a\Tji 


1，2, 

1，2, 




•晕# 


77 ; 


n. 


( 8 ) 

(9) 


现在来看 V 中的向量 a 在上述基变换 （8) 式下的坐标变换公式如何简洁、紧凑地描 


述。设 

a x l (Xi 9 a y l tji • 

根据坐标变换公以及 y = A _ ix ， 分别得 

x l = a\y l , i = 1 , 2 , **■ ; (10) 

y = b\x l ， f = 1 ， 2 ， … ， n. (11) 


(10)、（11) 式右端都省略未写出连加号 ^；， 这样就简洁、紧凑地表示了 V 中向量 《 在不同 
基下的坐标之间的关系。 

现在考虑一般情形。先看 THV )， 它的两个基分别为 


a ( - ® ® … ® A ， I ^ ii ^ n, l = 1 ， 2 ， … ， g; 

rj h ® rj h ® … ® 队 ， 1 O ： < w, t = 1 ， 2,…， <?• 
THV ) 中任一张量 《 分别由上述两个基线性表岀，紧凑地写成 

a = a* 1 * 2 •■'a, 、 (X) a ， 2 ® …@ a 、 ， 

« = 左 ' Sz "” q rj 3 、 ® % ® … ® %， 

把 V 中基变换的公式 （8) 代入 （12) 式，得 

a — V % (蛇％ ) ® (g % ) ® … ( g ) (¥:') 


( 12 ) 

(13) 



= 办 H (X) rj j2 ® ― (X) (14) 

从 （13)、（14) 式得 

=6:;6: 2 2 … 咖 … 2 …、 (15) 

(15) 式刻画了 THV ) 中任一张量 < r 在不同基下的 9 坐标之间的关系（注意 （15) 式是一个简 

洁、紧凑的写法，实际上其右端有 g 个连加号 ： t f ； …;^ ) 。 

M =1/ 2 =1 ~ =1 

T 9 ( V ) 中一个张量 fit 在取定的一个基 ® a , 2 ® … 0 a l(? (1 < h < n，Z = 1 ，2,…， 
9) 下的坐标 9 

I 1 < z ’，< = 1，2 ，…， <?} (16) 

也称为 V 上的一个 g 秩反变张置，其分量随着 V 中的基变换《,=6】7 ? ,0 = 1，2^“，；2)，按 
照 （15) 式变换。 

类似地，考虑 P 个 V # 的张 量积： 


t p ( V ) = ® … w ， 


(17) 


它的两个基分别为 


a 1 ® a* 2 ® … ® a *， ， l ^ ii ^ n,l = 1,2,**-,/?; 
rf l 0 rj z ® … ® ?/ p ， 1 ^ j t ^ n,t = 1 ， 2 ， ••• ，々 • 


(18) 

(19) 


任取 / G ： T ,( V )， 设 


j … 1 p a,1 ® a ,2 ® … ® ap , 

f = ^ hh - h 7 !' 1 ® V " 2 ® … ® W 1 


( 20 ) 

( 21 ) 


把基变换的公式 （9) 代入 （20) 式，得 


bi li2 ... ip (a^ t/i ) ® (a^ t / 2 ) ® … ®) 

a ;】 a ; 2 ® rf 2 ® …这 ) 十， 


( 22 ) 


从 （21) 和 （22) 式得 


b w” P = 


(23) 


(23) 式刻画了 ： TpCVO 中任一张量 / 在不同基下的坐标之间的关系（注意 （23) 式右端省略 
了 />个连加号未写出）。 


T ,( V ) 中一个张量/在取定的一个基（由 （18) 式给出）下的坐标 


^i x i 2 . ： i p | 1 ^ 1/ ^ 72,Z = 1 ， 2,… ， p} 


(24) 


也称为 V 上的一个 p 秩协变张置 ，其分量随着 V 中由 （9) 式给出的基变换，按照 （23) 式 
变换。 


最后，考虑个与 g 个 V 的张 量积： 

tj ( V ) - y * ( x ) … ® ® v ® … ® V ， 

它的两个基分别为 

0 ®® … ®® a, 2 ® … ® a 〜， 

其中 1< 人 <« ， £ = 1 ， 2, … ， p ; l<z/<rt，Z = l ， 2 ，一， g ; 


(25) 


(26) 


7* 1 ® 7* 2 ® … ® 於 0 % ® 分 2 ® … ® >/、 ， 

其中 ，£ = 1，2 ，… ，2 ，…， g ; TJ ( V ) 中任一张量表示成 


(27) 
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J\J2 J p 1 6 兑 


(28) 


又可表示成 

W.V 

分别把 V 中基变换的公式（8)和\^中基变换的公式 （9) 代入 （28) 式，得 


c 1 ' q f ® 中 ® … ® rfp ® rj 、® ® … ® Tjr • 


(29) 


c 


9 




: 心 ' 十 )® … ® (a 1 :〆 ，、 ® ib r :'Tj r ' ) ® …㊈ （ 6;:7 


Q 


(30) 


= a i\ … 心 p b ? 、 •••Vj'X..:] v k ' ® … ® v kp ® V、 ® … ® % 


Q …】 p 


从 （29) 和 （30) 式得 


c 


r l r 2... 

M 2 ... 


<f 


k 


a 


p 


k 




(31) 


(31) 式刻画了乃 ( V ) 中任一张量在不同基下的坐标之间的关系（注意在 （31) 式右端省略 
了 /> + <?个连加号）。 

T }( V ) 中一个张量在取定的一个基（由 （26) 式给出）下的坐标 


ic 1 ' 2 lq I 1 < 乂 < = 1 ， 2，…1 < G = 1 ， 2，…， (？} (32) 

也称为 V 上的一个/ > 秩协变 W 秩反变的混合张量 ，或简称为（/ >4) 型张董 ，其分量随着 
V * 中由 （9) 式给出的基变换和 V 中由 （8) 式给出的基变换，按照 （31) 式变换。 


二、张量代数 

现在来研究张量有哪些运算。 

为统一起见， tu \ o 可记成： n ( v ); T f ( v ) 可记成 r / v ) 0 此外，规定 

To ( V ) = F . (33) 


由于 71( V ) 是域 F 上的线性空间，因此它有加法和纯量乘法运算。在取定的一个基 
下，用坐标表示的张量的加法是把对应分量相加，因此可以用下式来表示 （ PW ) 型张量的 
加法： 


U + dY^ 

V 2 …~ 


1 1 2 


I 1 2 


c - q +d 
¥2〜2 


(34) 


类似地，可以用下式表示 （ P ， g ) 型张量的纯量 乘法: 


㈤; x:i 


kc ^ 


(35) 


张量能不能做乘法？由于线性空间的张量积满足交换律和结合律（在同构的意义 


下），因此 


T % ( V ) ( x ) T r ( V ) ^ T ^： CV ). 


设同构映射为0，任给乃(\0 ,gG BOO ，规定 / 与 g 的乘积为 


(36) 


e O v) ， <37) 

把 / 与 S 的乘积仍记成 /0 g 。 于是有了张量的乘积，即 n ( V ) 中的张量与 T ;( V ) 中的张 


量的乘积为 T ；^ 中的张量。在 V 中取一个基，分别得到 71(\0， TW )， T ； t (\0 的一个 


基。在相应的这些基下，用坐标表示的张量的乘法，乘积的分量为 




k 


c 


9 


l 2 


l 


r 


J \ J 2 


】户 k \ k 2 … k r’ 


张量的乘法显然满足结合律，即对于/6乃（\0，容6乃(7)，/^7^(\0，有 


(38) 


(f®g)®h^f(g)(g®h )； 


(39) 



11.3 张量代数 
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张量的乘法不满足交换律，这是因为一般说来， 

0(/® ^ < p(g ® /) » 

其中 p 是 KV)Cg)TUV) 到 T^(V) 的一个同构映射。事实上，我们在 11. 2节中指岀， 
在 中 ,a(X)^/3®a 0 

张量的乘法显然满足分配律，即对于 f ， f ', f 2 e tj ( v ) , g , gl , g 2 e tkv ) ， 有 

(/i +/2) 0 g = /i ⑭ g + / 2 ® g ， （ 40) 

/ ® (gl + ^2 ) = / 0 gl + / ® g2 • (41) 

由于（/ > 4 ) 型张量与 （ r ， s ) 型张量的乘法是 （/> 十型张量，因此在考虑由张量组 
成的代数系统时，自然而然应当考虑所有形如乃（\0的线性空间的外直和。即令 

T ( V ) = ® TJ ( V ). (42) 

p ^ q —0 

根据 11. 2节例10得， T ( V ) 是域 F 上的一个线性空间， T ( V ) 中任一元素/可唯一表示成 

/=，] +A +… + A ， （43) 

其中属于某一个： rj ( v)，z = i ，2，〜， r 。 由于张量的乘法满足分配律，因此可以在 
TXV ) 中定义乘法 ：对于 7 X 10 中任意两个 元素： 

/ = / (1 + fi 2 -1 -+ fi t * ^ = + Sj 2 H -+ Sj u * 

规定 

f®g = f tl ® g J} 十八® 匙十…十八 +…+…十八 (44) 
显然 T ( V ) 中的乘法满足结合律，但不满足交换律。 7 XV ) 还满足乘法对于加法的分配 
律。用1表示域 F 的单位元，从 11.2 节的定理7得，1(8)&=&，/,01=/,，其中 gj , /,都 
是某个丁 J ( V ) 中的元素。于是从 (44) 式得，（1，0,0,…）是 T ( V ) 的单位元，简记成1。因 
此了( V )对于加法和乘法成为一个有单位元的环。显然，对于 /， g 6 T ( V ) 有 

( kf)®g = kif ® g ) = /® (蚣）， (45) 

因此 TTVO 成为域 F 上的一个代数，称它为线性空间 V 的张置代数。 

11.3.2 典型例题 


例 1设 V 是域 F 上的 n 维线性空间， ai ， a 2 ，… ，〜 是 V 的一个基，说明 V 上的一个 
2秩协变张量 

{bij | ifj = 1 ， 2 ， … ， /i} 

是 V 上一个双线性函数/在基 ai ， a2 ，…， a „ 下的度量矩阵 M 的元素。于是把 V 上的2 
秩协变张量称 为度置张置。 

解 T 2 ( V )- V *( x ) V * ，任给 / GT 2 ( V )， 根据 10. 1节的定理9得，/是 V 上的一个 
双线性函数。设/在了 2 CVO 的基|以=1，2，“•，幻下的坐标为 

{bij | ijj == l ，2，-, rt }， 

n 

则/ = ㊈ 从而/在 V 的基 ai ， a2 ，…，〜下的度量矩阵 M 的元为 

i ， j =1 

71 

fCak ^ oti ) = h rj a l ( X ) a J ( a ^ ) 
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― > : 6ya 1 (a*) <x } (a / ) ~ bki * 

“j=i 

因此 / 在 V 的基〜 ，《 2 ，…，下的度量矩阵 M =( 〜）。 

例2设 V 是域 F 上的 n 维线性空间， ai ，&，•••，〜是 V 的一个基。说明 V 上的一 
个（1，1)型张量是 V 上的一个线性变换 A 在基 ai ，&，•••，《„下的矩阵的元素。于是把（1， 
1) 型张量称 为矩阵张置。 


解 T \ ( V ) W ，任给 /e V 7。设《= 〜，据 9. 10节的 （16) 式得， 

1=1 

n 

f = H /( a , ) a J 。 于是 

J = 1 

71 71 

/ (X) (S a,a ') 

)=1 i =1 

n n 

=D ) a ' a ’ ® a ' ， (46) 

7 = 1 i = 1 

因此一个 （1，1) 型张量是 

{ fia } ) a l I i,j = 1，2, (47) 
据 11.2 节的例 4 得，存在 W 到 Hom ( V ， V ) 的一个同构映射 0，使得 < fi ( f ® a ) = 
At /. d ，且 A c/ta) 在 V 的基 ai ， o ； 2 ，…， ar n 下的矩阵 A 的 （ z _ ， j ) 元为 fia } ) a l 0 
例3与例 2 的条件相同 ，令 




0 


当 
当 j 


(48) 


说明： {次 U，j = l ，2, …， n } 是（1，1)型张量，称它是 Kronecker 张量。 

解 V 上的恒等变换 J 在基 ai ， a 2 ，…， 〜 下的矩阵是单位矩阵 I ，其 （ t _， 7 ) 元为据 
11.2 节的例4得… - 据例2得， 0— VJ ) 在： H ( V ) 的基 { Y ( g ^ 七， 
j = l ，2,…， n } 下的坐标为 




1，2, 


♦鲁 • 


n 


(49) 


71 

因此 （49) 式是（1，1)型张量（注：^ 1 ^) = 2 a 1 ® «,)。 

1 = 1 

例 4 设 V 是域 F 上的有限维线性空间，证 明： V 的张量代数了（\0没有非零的零 
因子。 

证明 由于 V 是域 F 上的有限维线性空间，因此 乃 （\ 0 也是域 F 上的有限维线性空 
间， p ， g =0， l ，2, …。任取 /， geTXV0 , 若/ 古 0，g 参0, 则/至少有一个 分量八 关 0 ， g 至少有 
一个分 量匙关0。 由于八，匙分别属于 n (\ o ， T ^( v )， 因此八 ®^ en (\ o ®： n (\ o 。 根 
据 11 . 2 节例 1 得， /,,®仏关 0 。 从而 /® g ^ 0 。 因此 T ( v ) 中没有非零的零 因子。 ■ 


11.4 外代数 
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11.4 外代数 


11.4.1 内容精华 

本节假定域 F 的特征为0。 


一、 TMV ) 上的交错化变换及其象集 

设 V 是域 F 上的 n 维线性空间 ,7^( V ) …。 

先看一般情形。设％，^，…，％都是域 F 上有限维线性空间（它们中可能有相同 
的），用 S 9 表示 g 元对称群，任给令 

: W X …X V 9 -> R ⑴ ㊈… ® V r(9) 

(yi ，…， y ? )i - " y r u> ® ― ® ， ⑴ 

容易验证皂是一个双线性映射。于是根据张量积的特征性质得，存在…到 

的唯一的线性映射仏，使得皋=知，其中 a 是 W X … XV 9 到…®…® 
V ,的双线性映射。于是对任意…，心有 

A(yi ® … ® n)= ipMy! ， … ， y q 、 = A r (h ， … ,/ 9 ) 

= 7 r ( l ) ® … ® 7 r (?) - (2) 

显 然仏把 A ® …的一个基映成一个基，因此仏是一个同构映射。任给 r ^ rzGS ,, 
显然有 

ipr z = ^r 2 Tj • ⑶ 

现在考虑\^=7 2 =… = K = V 的特殊情形。按照上一段的讨论知道，任给 res ,, 
存在 THV ) 上的一个线性变换使得对任意…，…有 

⑭… ® A) = 7rU) ® …0 /r( 9 ). ⑷ 

用 sgn ( r ) 表示置换 T 的符号，即 

/、 fl , 当 r 为偶 置换； 

Sgn(r> = i - 1当 r 为奇 置换. 

定义1设 V 是域 F 上的有限维线性空间， THV )( g > l ) 中的张量/如果满足对一 
切都有 

<pAD = sgn ( r )/， ⑸ 

那么称/是斜对称（或反对称）张置。 

显然， TH \0 中所有斜对称张量组成的集合成为 THV ) 的一个子空间，记作 AH \0。 
我们来构造 THV ) 上的一个线性变换，使得其象集为 AW )。 令 

Alt g = ^ yD s g n ( r ) A . ⑹ 

由于 仏是了 W ) 上的线性变换，且线性变换有加法和纯量乘法运算，因此 Alt 9 也是 
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P(v) 上的一个线性变换，称它为交错化变换。 

定理 1 设V是域 F 上有限维线性空间， 证明： 

( 1 ) 对任意 aGS q ，Alt 9 与心可 交换； 

(2) Alt, 是幂等 变换； 

( 3 ) Im(Alt g )= A 9 (\ 0 0 

证明 （ 1 ) 任取 / GTHV)， 对于任意 aGS,， 由 （ 3 ) 式得 

(^Alt 9 )(/) -= ^ [A 2 sgn(r)^ r (/) 1 = ~^sgnM<p a <p T if) 

i q '^ s q 」 W r es 9 

=Sgn(a) — sgn(tr)sgn(r)^ (/) 

q •忐 s q 

= sgn(a) — y^sgnCfyr)^^ (/) 

q •戌 s q 

= sgn(<j) Alt g (/), 

因此 Alt g = sgn(a) Alt 9 . 

同理可证， A\t q 0 ff = sgn(fr) Alt^. 

因此八\与^可交换。 


(7) 

( 8 ) 


(2) (Alt,) 


(q\) 


^■( 2 ]sgn( r ) 0 r ) ( 2 ]sgn((T)A )= XI s g n (历）‘ 

: } res. \res rt r es^es^ 


ii ' 9 


As = ~i"2 Alt 9 = ^yAlt g • g! = Alt 9 , 


^ S q 1 .斤 S 


q \ 


9 


res 


<} 


因此 Ak 9 是幂等变换。 

(3) 任取 / emv )， 对任意 aGS 9 ，根据 （7) 式得 

A [ Alt g (/)] = sgnWAlt //), 

因此 Alt 9 (/)6 AHV ) 0 于是 Im ( Alt 9 ) eAHV )。 

任取 ge AUV )， 由 （5)、（6) 式得 

Alt 9 ( g ) = 4 X ) sgn ( r ) sgn( r )g 

q •叫 

= ^ 8 = ^ 8 ^ ]=8 ^ 


(9) 


res 


Q 


因此 geim(Alt 9 h 从而 AU\OGIm(Alt 9 )。 所以 

ImCAlt,) = A 9 (V). 


( 10 ) 


从定理 1 立即得到， Alt 9 是平行于1^1(八1%)在 AUV ) 上的 投影 ； /G THVO 是斜对 
称张量当且仅当 Alt g (/)=/。 

设 ai ， a ；2 ，…， ar n 是 V 的一个基，则 

{a t| ® a l? ® … ® a, I 1 < 匕 < = 1 ， 2，“*，<?} (11) 

是： n ( V ) 的一个基。由于 Alt 9 是7^(\0上的一个线性变换，并且 Im ( Alt 9 )= AUV ), 因 
此八 HV ) 由下述张量集 生成： 

{Alt 9 (ff ； ® a,, ® …0 a, ) I 1 < 心 < w，Z = 1 ， 2 ， “. ， g}. (12) 

我们引进一个记号： 
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即 

E 心 1 V .、⑴ ® ' ⑺ ® … ® 气 ( 9 ) ) = 0. (22) 

〈 … <i q <^n r€ S q 

由于 1 < A < … ~ 因此 L ( 1 > ， ir ⑵，… ^ r ( g ) 两两不同。从而 ^ sgn ( r ) ( a , n) ㊈ 

re s 9 r 

a V(2) ® … ® a , K 9) ) 是 THV ) 的一个基中两两不同的基向量的代数和。于是 （22) 式左端是 
THV ) 的两两^同的基向量的线性组合，其系数 形如士 avV ^。 因此从 （22) 式得 

士 〆 V、= 0，1 < h < z‘ 2 < … < “ < ”. (23) 

这证明了 （19) 式给出的集合是线性无关的，从而它是 A 9 O 0 的一个基。于是 dim AHV ) = 

Q 。 ■ 

八 9 ( V ) 是域 F 上的线性空间，它有加法运算和纯量乘法运算。 AU \0 中的元素称为 
9- 向置。由于 A 9 ( V ) 是 THV ) 的一个子空间，并且根据 11. 3节第二部分， TUV ) 的张量 
与: POO 的张量可以做乘法运算，其乘积是 T 9+ W ) 的张量，因此 AUV ) 的张量与 A S ( V ) 
的张量的乘积是 T ^+ W ) 中的张量。一般来说， AUV ) 的张量与 A S ( V ) 的张量的乘积不 
一定是 ： P + i (\0 中的斜对称张量。这促使我们思考应该如何来定义 AW ) 的张量与 
/\ S ( V ) 的张量的乘法，使得其乘积是 ^ ( V )中的斜对称张量，即使得乘积属于 
A ^ S ( V ). 在接下来的第二部分就来讨论这个问题，由此将引出一个重要的代数系统。 


二、外代数 

设 V 是域 F 上 n 维线性空间，我们现在来定义 AHV ) 的张量/与 
A s ( VO 的张量 g 的乘法运算，使得其乘积是中的斜对称张量。由于按照张量的 
乘法运算，有 /( g ^ er ^ XV )， 且 Alt 9+ ，的象集是 A — ( V )，因此自然而然地应当规定/ 


与 g 的乘法（其乘积记作 /Ag) 为 

/ A g — Alv 5 (/(x)g), (24) 

这个运算称为 外乘。 

定理3设 V 是域 F 上的《维线性空间，1<9,5，”<72，则对于任意 /,/!，/ 2 G AW )， 
g . gi.gze A s m,he A r ao , 有 

(1) fAg=(~l) gs g Af ( 斜交换律）； (25) 

(2) (/Ag)A/i=/A(gA/0 ( 结合 律）； (26) 

(3) (/i+Z^Ag^/! Ag+/ 2 Ag ( 右分配 律）； （ 27) 

/A (.gi+g2)=f/\gi+ff\gz ( 左分配律）。 （ 28) 

证明我们首先证明对于任意 G TUV) ， r 2 G P (V )，有 

Alt 咖 [Alt〆T!) ®T 2 ] - Alt 扣（ 7\ Cx)T 2 ) = Alv.CTi ⑭ Alt s r 2 ). (29) 

由于 


Alt/Ti) ® T 2 = ^2 = -^r^2sgn(T)(<pATi) ® T 2 ) f (30) 

」 q •忐 s q 

因此 

AlvlAlt/l) ® T 2 ] = X) sgn(r) Alv, ) ® T 2 ). (31) 

Ql 


11.4 外 
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考虑 \ 到的嵌入 映射 : 


(O 


f ，其中 

|r(0 , 当 1<;< w 
i ， 当 g f s ， 


(32) 


于是 <pATO®HO\®T 2 ) 。 由于 Alt g+ , 与仏 可交换，因此 


Alt g+J (^(T 1 )0T 2 ) 




Alv, [ 办 （ I\ ® r 2 )] = ^[Alv.CT! ® J 2 )] 


=sgn(f)Alv ， (T 1 (x) J 2 ). 

显然， sgn(f) = sgn(r) ，因此从 （ 31) 和 （ 33 ) 式得 

Alt^CAlt/T,) (X)T 2 ] = r^r S sgn(r)sgn(r) Alv, (T, ® T 2 ) 

q • re s 


(33) 


9 


q \ 


Alt^C^ (x}T 2 ) • q\ - Alv.Cr ： ® T 2 ). (34) 


同理可证 


Ak g+5 [t\ ® Alt, ( r 2 ) ] = ai v s ( ® r 2 ) • 


(35) 


现在来分别证 （ 1) 、（ 2) 、（ 3) 的结论，设 ai ， a2 ， … ，是 V 的一个基。 


(1) 对于 /e A £, (V),gG AW)， 由于 /，g 分别可表示成八 HV)，A s OO 的基向量的 
线性组合，且 Alv^Alt^Alt, 分别是 7'〜（\0，乃（\0,7"(\0上的线性变换，因此只要对 
于 A W) 中任一'基向量 a：、A a, 2 八… A ' (l^z’i <z ' 2 < …， A 5 (V) 中任一基向量 
a,, Aa Jz A …来证明斜交换律。 

( a ,、 八 a ; 2 八…八 ） 八八 a ; 2 八…八 ) 

= AlvBci ^ 八 a , 2 八…八 a 、） ②八％八…八 a")_ 

= AlvlAltJa:、 ⑭…㊈ ) ㊈ （a ;1 八… A a 人）_ 

= ® …⑭ ％ ) ® Alt s (a ；1 (X) ••• ® a、）_ 

=® … ® 气 ）® (% ㊈ … ® a Js )]. (36) 

若 g + s>n ，则 A g+ \\O=0。 于是 （36) 式等于0。从而斜交换律成立。下设 g+5<n。 

若, •■- »a I? } n { a }] ，…，0^ }#0，则 

AlvK% ® …㊈ a、）® (% ® … ® \ )] = A … A a、A % A … A a" = 0， 
从而斜交换律成立。下设 {% ，…， a l<? } f| ， …， } = 0。此时％⑭…®% ®a 7l ® …㊈ 
%经过一系列相邻两个向量的对换，可变成％区)…®%®%®…®%。这一共需要作 
qs 次对换，把下标的这#个对换的乘积记作 a， 则 

A(a ;l ②… ® ® % ⑧ … ⑧ a、） = %⑭… ® ® a,、 ⑭… ® 0 ^， （ 37) 

类似于 （36) 式，并且利用 （37)、（36) 式得 

(a。A a j2 A … A a 人 ） A (% A a, 2 A … A ) 

=Alt* (% ® … ® ® a ,、 ® … ® a 、） 

= ® … 0 a 、 ® a ;l ⑭ … ® \ )] 

=^[Alv s (a (l ⑭…®…:）] 

= sgn (( j ) Alv /% ® …区 ) ⑭ 0 ^ ® …⑭ a 人） 


= (― 1 ) 中 （％ 八 … A a, ) A (a> A •" A or> ). 

1 ^ 1 *5 


(38) 


_ 
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上述推导过程的最后一步是由于 a 是#个对换的乘积。从 （38) 式可得出 

g !\ f = (― 1 广 / 八龙 . (39) 

(2) 对于 /6 AHV),gG A s (V),fee A r (\0, 由（ 34) 、（ 35 )式得 

(/ A g ) A h= Alv ^ LAlt ^ C /® g ) ® fc ] = Alv ^[(/® g ) ( x )*], (40) 

/ A (g A k)= Alt 帅 [/® Alu r ( g _)] = Alt 帅 （ f0 (g®h)) 9 (41) 

因此 if A g) /\h = f A (g /\h) t (42) 


(3) 对于 / i ，/ 2 6 AHV),ge A 5 (\ 0 , 有 

(/l + /*2 ) A +/2) ® — Alt^^ (/i + ,2 

= Alt ^^(/] ( x ) + Altq ^( y*2 ® 茇） = /i A s fz A S ' (43) 

同理可证，对于 /e AHV ), g ,, g 2 e A s ( VO , 有 

/ A (g! 十心 ） =/ A g! + / A g 2 . (44) 

从外乘的定义知道， AHV ) 的张量与 A S ( V ) 的张量的外乘积是 A 9+ S ( V ) 的张量。因 
此在考虑由斜对称张量组成的代数系统时，自然应当考虑 A 9 ( V) ( g = 0, 1，•••，〃）的外直 
和，即令 


A (V) -© AHV), (45) 

^—0 

其中《是 V 的维数。为方便起见，把域 F 中的元素都看成斜对称张量，于 
是八 °( v ) = r ( v )= F 。 

据外直和的定义 ， A ( V )是域 F 上的一个线性空间。从定理3知道，斜对称张量的外 
乘满足分配律，于是据外直和中元素的表法得岀 ， A ( V )中有外乘运算。从定理3得出， 
A ( V )的外乘运算满足结合律，但不满足交 换律； 此外，外乘运算还满足分配律。从 T ( V ) 
的单位元是 1( 即（1，0,…可知 ， A ( V )的单位元是1，即（1，0,0,…，0)，因此八（ V )对于 
加法和外乘运算成为一个有单位元的环。又由于对于 AHV),ge A S ( V )， 有 

(^/) A g = Alt — [(是 /) ㊈ g ] = Alt —1>(/ ® 犮)] 

= k Alv ，(/® g ) - Hf A g ). (46) 

类似地可证， / Aag )= K / Ag )。 由此得出 ， A ( V ) 的外乘运算与纯量乘法运算是相容 
的，因此 A ( V )成为域 F 上的一个代数，称它为线性空间 V 上的 外代数 （exterior algebra ) 
或者 格拉斯曼代数 （Grassmann algebra )。 


n n 

dim A (V) - 2 dim AHV) = YjCI = 2\ (47) 

g — 0 <7 — 0 

外代数在现代分析、微分几何和量子力学中是必不可少的工具，同学们在学到相应的 
课程时将会遇到。 

n 

当 q =\ 时，: P (\0= V 。 由交错化变换的定义得， Al tl 就是 V 上的恒等变换，因此 

A^V) = ImCAlt!) - V, (48) 

于是 AW) 中的元素就是 V 中的向量。从定理 3 得，对于任意 《，/?，>%& ， a ” p ' ，达 GV ， 有 

a A p =— ^ A a ; 

(a A 13) A y = a A (j3 A y )； 


(flfi + a 2 ) A ai A /? + «2 八召； 
a A (jSi + 卢 2 ) = a A jSi +a 八体， 

因此 V 中任意两个向量可以做外乘，它满足反交换律、结合律和分配律。但是要 注意： 
( xf \ p 已经不是 V 中的向量，而是 A 2 ( V ) 中的向量，即2-向量。所以不能把外乘说成是 V 
的一种运算。 

在解析几何课程中知道，几何空间（可看成是实数域上的3维线性空间） V 中，向量有 
叉乘运算（即向量的外积） ：对 于任意 a ， 肖 eV ， 有 向量的外积满足反交换律、 
分配律，但是不满足结合律，而是满足 Jacobi 恒 等式： 

aX (^ Xy )+ j 3 X ( yXa )- h/X (« X /?) =0. 

由此可见，几何空间 V 中向量的外积（叉乘运算）与向量的外乘是不同的概 念：几 何空间 
V 中向量的外积是 V 的一种运算，而 V 中两个向量的外乘不是 V 的一种 运算； 几何空间 
V 中向量的外积不满足结合律，满足 Jacobi 恒等式，而 V 中向量的外乘满足结合律。 

11.4.2 典型例题 

例 1设 v 是域 f 上〃维线性空间，证 明：: rHv *) 的张量/是斜对称的当且仅当/ 
是 v 上的斜对称双线性函数。 

证明 任取 T 2 (\^ ) ，则/是 v 上的双线性函数，且/可以表示成 

卜 ㊈ 八， (49 > 

1 1 “2 = 1 

其中八 ，八 ev *， l < h ,/ 2 < r 。 2元对称群 S 2 = {(1)，（12)}， 记 r =(12)。 由于仏是 

I 

T 2 ( V * ) 上的线性变换，因此 

r r 

— fi 、® fb 、 i2 f h ® / (] . (50) 

，+ H 2 = i ( 'l -*2 = 1 

于是 / 是斜对称的 

<=> if ) 人 r > = sgn ( r )/ 

r r 

<=> S 6 v 2 A ® A — 5] 6 v 2 八 ㊈ 八 

h ’’ 2 = 1 h，[ 2 = 1 

r r 

^=> S A ®/*! (« ， 卢 ） S 心 2 八 ㊈ 八（《，妒 ， v « ，卢 e v 

I 、 “ 2 = 1 ,1 “ 2 亡 1 

< ) b 〜 i 2 fi 2 (^) — — ^ b 、 i 2 f 、 (a)/, 2 ( 卢）， Va ， 沒 6 V 

1 1 “2 = 1 … .*2 = 1 
r r 

< 々 b 、、 f ③ f 、 C 卩， a) = — ^2 b i]i2 / M ® /« 2 (a ， 0) ， Va，0 G V 

i ^ ? 1 2 ~ = l 

< /( jS ， Qf ) == — f ( a，pW a ， p 6 V 

<^=> / 是 V 上的斜对称双线性函数。 ■ 

例2设 V 是域 F 上的 n 维线性空间，证明：对于 ai ，0； 2 ，…，％ 6 V，ai Am A … Aa g = 0 

当且仅当 m ，心，…，％线性相关。 
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证明 g=i 时，显然有 ai =o 当且仅当 ai 线性相关。下设 g > i 。 先证充分性，设 
£?] ，0；2，…，0^线性相关，则不妨设 a fl 可以由 a 1，… ， or 9 - i 线性表出： 

a q = aiai + …+ , 

则 

ai A *** A A a g = a\ A A A (化山 + …+ a^ia^i ) 

二 ai 八…八 cvi 八 (aiai ) + … + ⑴八…八 cvi 八 ( a ^ yag -}) 

* 

= A (ai 八…八 a^i 八 an ) 十… + (ai A A a^i A a ^ i ). (51) 
类似于本节 （15) 式的证明方法，可证得对于 V 中 g 个向量 7 l ，…， y g ， 若 y a = y b M 

7i A — A y a A •- A n A — A y q = 0. (52) 

于是从 （51) 式得 

ai A **• A a^i A a 9 = 0. (53) 

必要性。用反证法。假如，…，^线性无关，那么它可以扩充成 V 的一 个基: 
m ，…， ％，％ +1 ，…，〜。 根据定理2得 ， ai Aa 2 A …八％是 A HV ) 的一个基中的向量，因此 

ai Aa 2 A … Aa q ^0 o ■ 

例3设 V 是域 F 上的 n 维线性空间， W 是 V 的一个子空间， 71 ，…，％是 W 的一个 
基。 证明： 

(1) 若 h ，…， A 是 W 的另一个基，则 

yi 八 … A 7 r = c(rfi A A I )， 

其中 c 是域 F 中一个非零元 ； 

(2) W ={ aeV \ aM Vl 八…八 >) = ()}• 

证明 （1) 任取 r 6 S r ， 设 r 元排列 r ( l ) r (2) … r ( r ) 可以经过 m 次对换变成12…： r 。 
由本节 （14) 式得 

Tji A ■" t \ 、 … A A •■- A = — rji A **• 八少八…八 八…八少， 

由此得出 


如 1 ) 八…八如）=(―1广八…八 (54) 
设 1 ，…，八是 W 的另一个基，则 

1\ = o-w rji + *** + a Xr rj r » 


于是根据（52)、（54)式得 


7r — CL r \ )^1 + ** •+ a^Tfr » 


Xi 


参參# 


7r = (an 7ji H - +a lr 7； r ) A *" A (a r i7ji H -+ 心心 ) 

= ) A (a 22 々 2 ) 八 … 八 （ a 峰 ） + 

(«11 7/1 ) A (^ 237 / 3 ) A (a 32 772) 八…八 iarrTjr) + 


■ ■攀 



( air ^ r ) A ( a 2 , H7 「 i ) 八…八 ( a r i 771 ) 

= 八识 八…八 rjr). 

由于乃 ； …， >V 线性无关，因此据例 2 得， h A … Ay r ^ 0 o 从而 C 关 0 。 


(55) 



11 . 


外 
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(2) 根据例2得，«可由％，％， … ，义线 性表岀 

<--■-> a A % A … 八％ = 0. ■ 

点评：例 3 表明，设 ％ ， …，％ 是 W 的一个基，则％ f\ … !\rj r 完全决定了子空间 W ( 除 
去相差域 F 中一个非零元素倍）。设 m ，《 2 ，…，〜是 V 的一个基，则 

{a t] A a, 2 A … A | 1 < A < z. 2 < … <C i r ^ n} 

是八 IV ) 的一个基。于是 

rjx A - A rj r = 2 ^ V2 *" v a Il A a J2 A "* A . (56) 

把 / T ( V ) 的上述基向量按一定顺序排好，数组 

奶 “' ，1 < Zl < Z2 < … 〈 i r 

称为子空间 W 的普吕克 （ PUicker ) 坐标。上述讨论表明， V 中取定一个基后，子空间完全 
被它的普吕克坐标决定，而普吕克坐标可以相差域 F 中一个非零元素倍。 

例4设 V 是域 F 上的 n 维线性空间， A 是 V 上的一个线性变换。 证明： AHV ) 是 
: TW ) 上的线性变换 A ® … ® A 的不变子空间。 

证明由于八^) = 1111(八\),因此只要证 Alt , 与 — 可交换，则八 "（ V ) 就 
是…的不变子空间。设，奶，…，〜是 V 的一个基，则 

{a,、® a i2 ③… ® a、 | I ^ ii ^ n,l = 1 ， 2，…， ”} 

是： P ( V ) 的一个基。由于… ® A 和 Alt , 都是 TUV ) 上的线性变换，因此只要考虑它 
们在 TUV ) 的任意一个基向量… ( g )«, 上的作用。 

1 Q 

[(A ® … ® A ) AltJ ( a ,] ㊈ …②％) 

= (A ® … ® A ) — D s g n ( r ) A ( a ，〗 ③… ® ' ) 

q •沃 s q q 

= s g n ( r )(々 0 …㊈ 炱） （仏 ⑴ ㊈…㊈ A 
q - res g T r 

— — r 2 s S n ^ r) ^Vn ⑧… ㊈ 如 W ). (57) 

q ^ es g 

由于 {a, ， … ， a, } = {a, ( ， … ， a, } ， 因此 {Aa , ，…， } 与 {Aai ， … ， A?, } 是相等的集 

1 q r( 1 ) r\q) \ q rU) r< q) 

合，从而 

® … ®^> rC?) = ® … (x) Az， 9 ) » (58) 

于是从 （57) 式得 

[(A ⑭… ® A) 八 1%](0^ ® … ® 气 ） 
l * = y^sgnCr)^^^,, ㊈… (X) Aa iq ) 

q 、 es q 

=® … ® A ) (a ,〗 ® … ® a 、 ）]• (59) 

从 （59) 式得出 9 

(A ® … ® A) Altg = Alt 9 [A … ® A] ， (60) 

因此 A 9 ( V ) 是 A ⑭…的不变子空间。 ■ 

点评： 从例 4 得， A ® … ® A 在 AW ) 上的限制是 A 9 ( V )上的一个线性变换，把它 
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记作 


A A A A *** A A. 


例 5 设 V 是域 F 上的; 2 维线性空间， A ， B 是 V 上的线性变换。 证明: 


(1) UA …八 A)(BA …… AAB ; 

(2) JA …是 AHV ) 上的恒等 变换； 

(3) 若 A 可逆，则… AA 也可逆，且 


(61) 

(62) 


(A A ― A A)~ l = A — 1 八…八 A " 1 . (63) 

证明 由线性变换的张量积的性质（即 11. 2节的定理 5) 得 
(A 八…八 A)(B 八… A B )- ( A ® …⑭ A )( B ® … ® J 5) | AHV ) 

= (AB ® ― ® AB) I A 9 (V) = AB A — A AB , 

/ A - A 1= J) I A g (V) = (W)) I AHV), 

因此 JA … / U 是 AHV ) 上的恒等变换。 

若 A 可逆，则 A ® … ( g ) A 可逆，且 

(A ® …⑭ A ) -1 = 1 ® … ® A _1 • 

由此即得第 （3) 小题的结论。 ■ 

例 6设 V 是域 F 上 ^ 维线性空间， 证明： 

w) 兰 [wr ]， (64) 

并且找出一个同构映射，其中 

证明 dim V * =dim 由于 

dim [ AHV )* ] = dim AHV ) = = dim A 9 ( V * ), 

因此线性空间[八 HIO ? 与八 HV ** ) 同构。 

在 V 中取一个基〜 ， a 2 ，…，〜，它在 V * 中的对偶基为 a 1 ， a 2 , …，/，于是 TUV ) 的一 
个基为 


{ a ,、® | 1 < a ， < ” ，Z = 1，2，…， ”} ， (65) 

) 的一个基为 

{ ar 1 〗® … ® a 、丨 1 < a / < n ，/ = 1，2，…， w } ， (66) 

八 HV ) 的一个基为 

{ai A … A a t 丨 1 < A < … < ”} ， （67) 

1 q i 

A 9 ( V * ) 的一个基为 

{ ar ,1 A … A a 、 I 1 ^ i \ 〈一<“<”}. (68) 

要找出 A 9 ( V * )到[八 9 (\0?的一个同构映射，只需在 A HV 1 * ) 的一个基与 [ A 9 ( V )] •的 
一个基之间建立一个双射即可。现在 MiV ， ) 的一个基在 （68) 式已给出，需要找出 
[ A 9 ( V )]* 的一个基。自然想到应当取八 9 ( V ) 的一个基（它由 （67) 式给出）在[八 UV )? 
中的对偶基，如何求出它？ 

首先我们需要找出 THV ) 上的线性函数。运用 11. 2节的命题 2( 加以推广）和定理 
7,对于，，/ 2 , …， ，可以得到 P ( V ) 上的唯一的线性函数，记作 
使得 


(/i ® f 2 ® … ®/ 9 )(yi ® 7 z ® … （ g ) i ) = / i ( yi )/ 2 ( y 2 )-/ 9 ( y 9 ), (69) 



其中…， y 9 ev 。 容易验证，这里得到的线性函具有张量积的有 
关运算的性质，以及张量积的特征性质，因此它是 ) 中的元素（在同构的意义下）。 
这就是我们把这个线性函数记作… ® 八的原因。由此自然 猜想： 


{a 


A I 1 Oi < … < 人 < w} 


有可能与 A "( V ) 的 基{% A …在 [ W )? 中的对偶基有关。我 
们来计算 ' 


(a 


A ot 3 ^ ) (a 


A a 


(Y 1 A … A aMAlt g (Q：“ ® … ® 




(V ' 八 … A ct 3q ) "^7 2 sgn(r)0 r (a 1] ® … ® a 、） 

- q •汝 s q . 

4 2 sgn ( r ) (a Jl 八 … A a 、）( a * r ⑴ ® … ® ) 

q l ^s q r r 9 

-^r 2 sgn ( r ) A y ^ sgn ( g )0 g ( g J i ® …㊈ ) ( a , (n ® … ® a ,() 

9 •找 L^^es rt 」 r ” 


^y^)sgn(r) y] sgn(g) (g^ 1 * ® …㊈ ) (〜”⑭…㊈ 


<?! 


a, ㈠ ） 
rCg) 


7 


Q 


rX ) s g n ( r ) [AS s S n ( a)a 

l res q L ^^ es q 


J<fiU ( a , …） ia t 

r( i J 


r(<?) 


当 r 给定时 


sgn(cr)a^ (n ( a * r ⑴ )***a^ ( « ) (a, 


a^S 






sgn(r ) ， 

0, 


当（人⑴，…，人 ( 9 > ) = Gr(l) ， 


riq) 


)； 


当（人⑴， … ，入 ) # («r(l) ， … ，心 0 ), 


由于 { “(1) ，…» trig } } = Ul ，…，~ } ; {人⑴，… ^ Jziq ) } = Ul ，…，乂 } ，且 L 〈… < J q ， 

因此上式的条件也就是（^ ，…， A) 与（^， …， ^)相等或不相等。从而当（、 ，… ，入） = 
(A ，…， f 9 ) 时，有 

(a Jl A … A cAHa,、A … t\ cti 、 = ^7 sgn(r) -^rsgn(r) 

1 q QKTs 9! 


wS [sgn(r)] 


2 




当 （）1 ，…，入）尹 Gl ，…，~)时，有 


(a Jl 八…八 a ] da t ' … A a t ) 


于是 


[(^TV 1 ) A … A ( Vq\a j ^ )](a, 1 A 




1，当 ( ji ，…，人 ）=( / 


，2。 ） ； 


1 o, 当。、，… ，乂） # (6 ，…， “）， 

V 

因此八 HV) 的基{\ A …八& |1<〖 1 <^"<“<幻在[八 9 (7)] 1 *中的对偶基为 


m 
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{ ( v ^ gTa ' 1 ) 八…/\ ( Vq \ a t(i ) I 1 ^ ii < *•* < ^ 

于是把 W * ) 的基 { A 八…映成 [ AHV )? 的基{(^|>)八…八 

— 就给出了八 W )到[八 9 (\0?的一个同构映射。 ■ 

点 评：例 6建立了 IV { V ， ) 到 [ AUV )]’ 的一个同构映射，以后我们常常按这个同构 
映射把八)与[八〃00?等同起来。 AHV * ) 的元素称为线性空间 V 上的外 g •形式 
(exterior q - forms )。 特别地， V 上的外1 _形式就是 V 上的线性函数。 

例7设 V 是域 F 上的 n 维线性空间， ai ， a 2 ，…， ^是 V 的一个基。 0< q < n o 证明： 

(1) 任意取定△”1(\0，对于任意容6 A 9 ( V )， 存在域 F 中唯一的元素，记作 
Cf ( g ) ，使得 

f A g = c r ( g)(ai A a 2 A … A a n ) ; (70) 

(2) C / 是 AHV ) 上的一个线性 函数； 

(3) 映射少： / I ^是/\”— 9 (\0到 A 9 ( V ) 的一个同构映射。 

证明 （1) 由于 dim ( A n (\0) = Q ； = l ， 因此 A "(\0 的一个基是⑴ Aa 2 A - Aa „。 由 
T / Ag 6 A n ( V ) ，因此域 F 中存在唯一的元素，记作 c f ( g ) ，使得 

f A g = c 7 ( g)(ai 八 a 2 八…八 aj . 

(2) 任给約 ， g 2 e W )， 由于 

/ A (gi + gz )= c f { g l + gz)(ai A a 2 A … A a n ), 

/ A (gi + gz ) = / A gi + / A gz 

= Cfigi ) (ai 八 or 2 /\ ••• A a n ) + c f { g 2 ) (ai 八 a 2 A … A a „) 

= [ c/(gi ) + c / ( g 2 )](ai 八 a 2 八…八 a n ) j 
因此 c f { g 1 + g 2 )= c f ( g l )+ c f ( g 2 ). 

同理可证，对于 A 6 F ， 有 

Cfikg ) — k Cf ( g '), 

因此是 AUV ) 上的一个线性函数。 

(3) A 71 一 9 ( V )的一个基是 { a t A … A a , I l<ii 0__< d 9 < n } 。可以把 AW ) 与 

i 疗一分 】 

[/\ 9( 7)]*等同，于是4可看成是/\ 9 (\^)的一个元素。因此少： / ! ~是 
到八 nv *) 的一个映射。考察少把八 n — w ) 的基 向量％ 八…八 气 _ 9 映成 A 9 (v ) 的哪个 
元素。记 / 。二巧 A … Aa tn _ 9 ，则中 (/ 。） = ^7 。 。考虑 c ， 。把 A 9 (V) 的基向量 A … A% 映 
成域 F 的哪个元素。由于 ，…次 ，人} = {1，2,…， rz } 时，有 

,0八（…！八…八 a Jq 、= Qai ' /\…！\ a ,『 9 ) 八 （ a 、 A …八 a 々） 

= ( _ l) m (flfi A a 2 A … A a n ) » (71) 

其中 m 是把”元排列。…匕—山…入变成12… n 所作对换的个数，因此 

c /。（ a 、 八 … A a 、） = (— l ) m . (72) 

当 { z 、 ，… ，“ —q } Pi { jl ，…，人 }^0 时，有 

,0八 （0^ A … A a 、） = ( a,、A … A a“）A (% A … A ）= 0 ， 

此时 c，（〜，A … Aa , )=0 o 

^ o J l ^ <7 

据例 6 得， 


11.4 外代数 
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[(^Ta ' 1 ) A … A ( A … A ar 々 ) 

—Jl， 当（乙，…，々 ）=(ji， …，人）； 

[0* 当 Gi ，…，^)古（灸，…， 人）. 

把 （72) 式和 （73) 式比较，得 . 


(73) 


c h = 

这表明少把 A M i ( V ) 的基向量％ 

八必） ，其中 


( — DlKcr 71 A … A or^ ) ， 


八…八 




映成)的基向量（_1)\! 


(74) 
(心 八… 


，…“ ，…，人 } = {1，2,…， W }， 

因此少： /| ~是 A 『 9 (\0到/\ 9 (1^ ) 的一个同构映射。 ■ 

例8设V是域 F 上的有限维线性空间，(7>1。 TUV ) 的张量/如果满足对一切 
res g ，有 

中 = f ， ( 75 ) 

那么称/是对称张置。显然， TH\0 中所有对称张量组成的集合成为 THV) 的一个子空 
间，记作 SHV)。 令 


Sym g = ^7 (76) 

ql 叫 

显然， Sym 9 STHV) 上的一个线性变换，称它为对称化变换。 证明： 

(1) 对任意 a6S g ，Sym 9 与 A 可 交换； 

(2) Sym v 是幂等变换； 


(3) Im(Sym g ) = S g (V)o 

证明 （1) 任取 / epao, 对于任意 aes,， 


( ip a Sym 9 )(/) =仏 


^ *res„ 


y ■ res^ 


<?! 


,Zi^(/) = Sym g (/)， 


res 


因此 

同理可证， 




^ Sym ^ Sym ^. 


(77) 


Sym # 

所以 Syi ^ 与么 可交换。 




a 


Syriv 


(2) ( Sym 9 ) 2 




iq\y 


^ S q a € S q 


= ^ 2 s y m ^ = s y m ^ 

W!) res^es q Q • 沒 s q 

因此 Sym 9 是幂等变换。 

(3) 任取 /6 THV )， 对任意，根据 （77) 式得 

^[Sym g (/)] = Sym 9 (/) , 
因此 Sym 9 (/) 6 SW) 。从而 Im(Sym 9 )^S 9 (y> 0 
任取 S 9 (V)，由 (75) 、 （76) 式得 


Sym 9(g) =诗 M 

因此 g6Im(Sym g )。 从而 SnV)dm(Sym 9 ) 。所以 
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Im ( Sym ,) = SHV ). (78) 

■ 

点评： 从例 8 得， Sym 9 是平行于以1(3>^ 9 )在 SUV) 上的 投影； /6 THV ) 是对称张 
量当且仅当 Sym g (/)=/。 

* 应用小 天地： 张量积在量子隐形传态中的应用 

一个量子体系的所有可能的量子态（可归一化）组成的集合才是一个 Hilbert 空间， 
其一组力学量相应的 Hermite 算符九 ， A 2 ，…，九如果两两可交换，那么光(设它是有限 
维的）中存在一个标准正交基办，0 2 ,…，使得 A ^ A 2 ，…，九在这个基下的矩阵都是对 
角矩阵。于是 A ，中 2,…， ip n SAi ， A 2 ，…， A , 的公共特征向量，称它们为 Ai ， A 2 ，…， A s 的 
共同的本征态。 

现在考虑两个量子体系 A 和 B ， 其所有可能的量子态分别形成的 Hilbert 空间记作 
才1，光。设 f 1的一个标准正交基是#1，02，…，办,；光的一个标准正交基是，仍，…，％， 
则 X ® 鸡的一个基是 

{(pi (^) cpj \ 1 ^ i ^ n»l j ^ m}. 

n m n m 

对于％ 中任意两个元素 ED 〜 0, ②％， I ； 仍，规定 

1 = 1 J ^=1 1 — 1 } ~\ 

n m n m n m 

(2 S a ij*P^ ® 9j ? S S 办冰 ® 9}) = 2 2 ai 】 bij ， 

i'=l J = 1 i = l j— l i — \ ； = 1 

容易验证这是复线性空间兄上的一个内积。于是米 ® 艽成为一个酉空间，％ ㊈ 光 
的上述基成为一个标准正交基。 

米⑭瑪中的元素如果能表示成 f ® g 的形式，其中 / e 光 ， g e 禾 ，那么称这个元素是 
非纠缠态；否则称为纠缠态 （entangled state ) 。 

1925年荷兰莱顿大学学生 G . E . Uhlonbeck 和 S . A . Goudsmit 根据一系列实验事实 
提出了大胆的假设 ：电子 不是点电荷，它除了轨道运动外还有自旋运动。所谓电子自旋 
(electron spin ) 假设，可以概 括为： 每个电子都具有自旋角动置 S ， 它在空间任一方向上的 

投影只能取两个值，即 

\ 士 Ji ， ⑴ 

其中4是普适常数。实验结果表明，电子不是一个只具有3个自由度（在空间中 

47 T 

的位置）的粒子，它还具有自旋这个自由度。为了对电子的状态作出完全的描述，还必须 
考虑其自旋态 （spin state ) 。在描写它的波函数中还应该包含自旋投影这个变量，记作 
yf ( r , s z ) 0 由于&只取士 ft /2 两个值，因此可以把 y ( r ，^) 表示成 

称它为旋置波函数 （spinor wave function ) 。其中， | y ( r ， h /2)| 2 表示电子自旋向上 （BP 
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s z = ti /2) 且位置在 r 处的概率密度， | ^( r ,— h /2) | 2 表示电子自旋向下（即 \ = — ft /2) 且 
位置在 | •处的概率密度。考虑下述 情形： vKr ，^) 可以表示成 

yKr ， s z 、 =^( r )%(\)， (3) 

其中是描述自旋态的波函数，其一般形式为 


X ( h ) = 



(4) 


其中 Id 2 和 IM 2 分别代表电 子的& 等于 h /2 和一 h /2 的概率。此时归一化条件可以表 


示为 

a | 2 + 1 b | 2 = 1. (5) 


通常把 h 的本征态；记为 a 和化它们所属的本征值（特征值）为 m s h =± h /2, 即 

° = = ( o ) ， ⑹ 



a 和# 构成了电子自旋态空间的一个标准正交基， U ) 式表示的一般的电子自旋态可以表 
示成 


aa +办卩， 


于是 （2) 式所表示的电子旋量波函数可以表示为 


( 8 ) 


y /( r ， s z ) = yKr ， h /2 )a + yKr ，_ h /2 )p (9) 

采用 Dirac 符号，电子的两个自旋本征态《可以用其本征值土 h /2 来标记，分别记为 

1 氕 /2>=| 个〉， | — ti/2 ^> = I I ) » (10) 

于是电子的自旋态可以表示为 


1 0>= a | 个 > + 6 | I > = (:)， | a | 2 +| 6 | 2 = 1. (11) 

现在考虑自旋为 h /2 的两个粒子组成的体系的自旋态。第1个粒子所有可能的自旋 
态形成的 Hilbert 空间记作艽，第2个粒子所有可能的自旋态形成的 Hilbert 空间记作 
光，则这两个粒子组成的体系的所有自旋态形成的空间为光 ® 鸡。由于艽的一个标准 
正交基为 

I 个〉 ，， I I >,， （12) 

其中^ = 1,2,因此％ ® 鸡的一个标准正交基为 

1 个 >! ® 丨个 > 2 , I t >1 ®l I >2, I I >〗 ®l 个 > 2 , I I >1 ®U >2, (13) 

这 4 个基向量都不是纠缠态。 

注意： 在量子力学的文献中，把符号®省略不写出，为了清晰起见，我们仍写出 ®。 
我们来构造4个自旋纠 缠态： 

I #> 12 = -^[1 t>i(x)U> 2 ±| l>!(x)|f > 2 ], (14) 
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图 11-5 

任务 Allice 有粒子 1( 自旋为 h /2) 处于自旋态: 


< p )\ = a | 个 h + b 1 I〉i = ( 心)， I a I 2 +| 6 I 2 = 1. (17) 

她想将此量子态传送给 Bob ， 但粒子1本身不被传送，而且 Allice 本人对于要传送的这个 
量子态可能一无所知（即对于 a 和6等于多少不知道）。但是 Allice 与 Bob 之间有 
一个经典的通信道（例如电话），可交换测量过程中的技术上的信息。 

传送 方案： 

(1) 制备粒子1处于10!态，放在 Allice 处。 

(2) 把粒子2和 3( 自旋都为 h /2) 制备成 EPR 对处于纠 缠态： 

0— >23 = +[1 个〉2 ®l I 〉3 — I { 〉2 ® I 个 >3]， (18) 

V 2 

然后把粒子2传送给 Allice ， 同时把粒子3传送给 Bob 。 由于粒子2和3处于纠缠态，对 
粒子2的任何操作，必然导致粒子3发生相应的演变，因此这个 EPR 对构成 Allice 和 
Bob 之间的量子通道。 

(3) AUice 采用可以识别 Bell 基的装置对粒子1和2实施联合测量。由于粒子1和 
2的自旋态空间光和鸡的张量积光 ® 名中任一元素可由 Bell 基线性表出，因此测量结 

果可能是 Bell 基中的某一个，出现的概率都是 + ( 理由见下面）。 与此同时， Bob 测量粒 


子3的自旋态。粒子1和 EPR 对构成三粒子体系，其量子态为 

I 必> 123 = I 1 ® I 0 〉23 _ (19) 

我们把 （19) 式具体计算出来。为了简便、清晰起见，我们把 I t H 己成10>，把 u >记成|1>， 
把 |0> 2 ®|1〉 3 记成|01〉 23 ，把 lohOloscgMoh 记成| 009> 123 ，等等。于是 

I <p)uz= (a I 0>! +b I 1M 01> 23 -I 10〉 23 ) 

a/2 

=I 001 ) 123 — a I 010) 123 b I 101 ) 123 — I 110)123] 

V 2 

=I >12 ® ( — CL I 0> 3 — b I 1) 3 ) + 


I )12 ® ( _ a I 0) 3 + 6 I 1) 3 ) + 
I 9 〉 12 ® (办丨 0) 3 + a I 1 > 3 ) + 

I ( p^)\2 ® ( — b I 0> 3 + a I 1 ) 3 )]. 


(20) 
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第7章多项式环 


习题 7.1 

1. 不一定，试举一个例子。 

2. 设 a 是只中的可逆元，如果有只，使得以= 0,那么两边左乘厂 1 ，得 a~ l ab = 
即6 = 0。因此 a 不是左零因子。同理可证， a 不是右零因子。 

3. 类似于例10的解法，可得 — 

4. 类似于例10的解法，可得 

A - 】=丄了 — + …+ (_ 1 广 1 

a a a a 

5 . 在 K [ x ] 中，有 

(1 + Jc) m — 1 + Ck + C^:r 2 + … H- ， (1) 

i 用 A 代入，从 （1) 式得所要证的公式。 

6. 设则 1， omo / 是所有的3次单位根。由于 1 + W + J =0, 因此直接 

计算可得 （ AJ _ A)(AI — o > A)(AI — w 2 A )= A 3 J _ A 3 . 

利用例11的结论和类似于例12的解法可得结论。 

7. 设，则 i ， e ，#， …， r — 1 是所有的讲次单位根。由于1+$+# +… + r — 1 = 
= 因此直接计算可得 

1 — f 

(A/-AKAI — fA )(AJ — f 2 A) … （AJ — r _1 A) = X m l - A m , (2) 

(A — A,) (A — fAi) (A — ^Xi ) •** (A _ Xi ) = A m _ ， (3) 

其中 f = l ，2, … m 。 利用例 11 的结论和类似于例 12 的解法可得结论。 

习题 7.2 

1. (1) 商式是 x 2 +2 x — 4 ，余式是一 20 x 十19; 



參 
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(2) 商式是士：)： 2 +去：1：—嘉，余式是 一 

2. gU )|/ U ) 当且仅当〜=3且％ = —1。 

3. (1) 商式是 3: c 3 + 12 x 2 +43: c + 174，余式是695; 

(2) 商式是 5: c 2 — 10: c +17 ，余式是一30。 

4. /( x ) — 5( xH ~2) 3 — 30 (x + 2) 2 +57 (x + 2) — 30. 

5. 用整除的定义可推出 （1) 〜 （4) 的结论。 

6. 令 /( x ) = jc 3 — 4 x 2 +7: r —1 ， g (: c)=x — 2。作综合除法，得 

fix ) = ix 1 — 2 j : + 3) (x — 2)+5， 
工用 A 代入，从上式可得 A ( A )= A 2 —2 A + 3 J ， KA )=5 J 。 



rl 

0 

0 、 


rl 

0 

0 、 

*7. (1) 

0 

A~2 

0 

； (2) 

0 

1 

0 


0 

0 

(A-2) 2 

J 


0 

> 

0 

A 2 (A — 1) 


习题 7.3 

1. (1) (/(:)， g (: c )) = x +3 ，工 + 3= ( 音: c -1)/(工)— ~2 x ) gix ). 

(2)( fix) ， g(x)) 1 l = -^^(x + 10) fix) — +15j: + 46)^(x). 

2. 去证 /( j :) 与 g ( x ) 的任一公因式 c (: c ) 能整除 dix ) 0 

3. 提示：存在 m ( j :)， xK ： c ) dC [: c ] ，使得 M ( jr )/(: c ) +幻(工)尽(工） =(/( x )， g ( x )) ， 

从而 （/(工） 3g ( jo )) h { x ) = u { x ) /( d / Kx ) 十幻 (: c ) g (: c )/ i ( jc ). 

4. 提示： 用互素的充要条件。 

5. 提示： 用互素的性质3的推广。 

6. 提 示：必 要性。由于 / U ) 与 g ( x ) 不互素，因此 （/( x )， g ( x )) 关1。充分性用反 
证法。 

7. 提 示：设 /( x ) = /i ( x ) ( fix ) ， g (: c ) 二心（工） （/(: c )， g (* r )) 。 类似于互素的 

性质 2 的证法。 

*8. (1) A ( A ) 有一个1阶子式为 一 1，因此 = 

A ( A ) 的非零的2阶子式有 ：（A — 2) 2 , 一 （A — 2)，因此 D 2 ( A ) = X ~2； 

A ( A ) 的3阶子式只有 一个： | A ( A)|=(A — 2) 3 , 因此 D 3 ( A ) = (A — 2) 3 ; 

A ( A ) 的不变因子有 ： A (/0 = 1，以2 ( A ) = A — 2» ( A ) — (A — 2 ) 2 0 
(2) sa ) 的行列式因子为 d x ( a ) = i , d 2 ( a ) = i , d 3 ( a ) = ( a - d ( a -5) 2 0 Ba ) 的不 
变因 子有： d l a ) = l , d 2 U ) = l , d 3 ( A ) = ( A -1)( A -5 ) 2 (j 

习题 7.4 

1.(1) 假如 X 2 + l 在实数域上可约，则 
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X 1 +1 = (:c + a)(j ： + 6) ， a，6 G R. 

此式也可看成是 x 2 + l 在复数域上的一个不可约因式分解。另一方面，在 CDr ] 中有 

x 2 = (x + i ) {x — i ) ， 

根据唯一因式分解定理得 ， a = i ，6=_ i ， 矛盾，因此 x 2 + l 在 R 上不可约。 

同理可证 P + 1 在 Q 上不可约。 

(2) 类似于第 （1) 小题的证法。 

2 . ( 1 ) jc 4 +1 — ( jc 2 ) 2 + 2 jc 2 — 2 工 2 +1 =( 工 2 1 ) 2 — ( V ? x ) 2 

= (x 2 + 1 ~\~*j 2 x )( 工 2 十 1 一 4 ^ 工、 

十 - K+#)][r (手 
^- (#+#)] 卜 - cf -譽厂 

在有理数域上， X 4 +1 不可约。 

(2) : r 4 十4 = ( x 2 ) 2 +4 x 2 — 4 x 2 + 4 = ( j : 2 十 2 + 2: c ) (« r 2 +2 — 2 x ). 在 Q 上，在 R 上 

= |>— (― l + i )]|>— (― 1 — i )](>—(1 十 i )] U —(1 — i )]. ……在 C 上 

3. 充分性是显然的。必 要性： 去考虑 /(： r )， g U ) 的标准分解式。 

4. 提示 ：考虑 有关多项式的标准分解式。 

5. (1) x 4 + m = ( x 2 + \/ m -\-^/2 ^/mx ) ( x 2 + - Jm — ). 

由于 （士 V ^ C ^) 2_ 4 \/m = 2 — 因此上式右端的每一个二次多项式在 R [ x _ 

中不能分解成一次因式的乘积。从而: r 4 + m 在 R [>] 中的标准分解式为上式右端。 

(2) 由第 （1) 小题知， x 4 十 m 在 ROr ] 中没有一次因式，从而 x 4 + m 在 QO ] 中也没有 
一次因式。于是: r 4 十 m 可约当且仅当下式 成立： 

x 4 + m = { x z + 6] ^: + Ci ) { x 2 + x + c 2 ), 

其中 h ，6 2 ， c 2 6 Q 。 比较上式两边的多项式的系数可得出 : m = 4 k 4 ，其中 kei 、 

因此: c 4 + m 在 Q 上可约当且仅当 m = Ak \ 0 此时， W + m 的标准分解式为 

■ r 4 + m = ( x 2 + 2 kx + 2 k 2 ) ( x 2 — 2 kx + 2 k 2 ). 


在 R 上 


在 C 上 


习题 7.5 

1. (1) 用辗转相除法求出 — 2。因此， /( x ) 有重因式工一2。 
g ( x )=: r 2 _:r — 2与 /( x ) 有完全相同的不可约因式（不计重数），且 g (: r ) 没有重因式。 

(2) 用辗转相除法求出 （/ U )，/'( x )) = l ， 因此 / U ) 没有重因式。 

2. fix ) = x z — 3 x 2 + 4=( x 2 — x — 2) (x — 2 ) = ( x + 1 ){x — 2) 2 0 

3. 解法一 （1) 用辗转相除法求出 （/ U )，/'( x )) = (： T _ l ) 3 。 用 U — I ) 3 去除 / U ) 

得商式总 ( 工） =:c 2 — 1 == (x + 1) (x—1) 。 （ 2) fix) ^g(x) (jc — l) 3 = (x + l) (x~ l) 4 . 

解法二采用综合除法，用 x -1 去除 /( I ) ，接着用 X - 1 去除所得的商式，依次下去 
可得 /( x ) = ( x + l )( x - l ) 4 ，从而 gU ) = U + l ) ix - l )= JC 2 - l 0 
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习题答案与提示 


4. 例如 / O ) =/ + 1(々>2)，则 /' O ) 1 。 

5. 已知/ >( x ) 是 /( x ) 的因式，设 /> U ) 是 /( x ) 的 i 重因式 G >1)， 则 Mx ) 是 /'( JT ) 的 
i 一 1 重因式。由已知条件得， 1 = (— 1，因此 t = k 0 

6. 必要性由定理1得到。充分性利用第5题的结论。 

7_ (1) /( x ) 有重因式的充分必要条件是46=0或者6=0。 

(2) 用类似于例3的方法可求出/( I )有重因式的充分必要条件为27 〆 一 256 c / 3 =0。 

(3) / U ) 有重因式的充分必要条件为27 〆 _256/ =0或 d = 0 o 

习题 7.6 

1. 用综合除法知 , x +2 能整除 /( x ) ， 一 2是 /( jc ) 的3重根。 

2 . / U ) 在 Q 中有重根当且仅当《 = 4或“=一||。当 a = 4 时，2是 / U ) 的2 重根; 

当<2= — II 时 ，士是 /⑴的 2 重根 。 

3. /(* r ) 与 g ( x ) 恰有一个公共根：2。 

4. 3是 / O ) 的2重根当且仅当 a = 4 且6=3。 

5. 类似于例4的方法。 

6. 类似于例6的方法。 

7. 利用例11的结论。 

8. 对心 1 /^)用 Vieta 公式，可求出数域 K 上以 bq ， bc 2 ，…， bc „ 为复根的多项式与 
下述多项式 相伴： 

犮 ( x ) = a n x n + + …+ b ^ ] a x x + b n a 0 . 

9. 提示： A 的特征多项式 / U)=|AJ — A | 中， A n ^ 的系数心 ^ 为 A 的所有是阶主子 
式的和乘以（一1)\设 pr ( A )= 5 。 则 A 有 5 阶主子式不为0,而所有阶数大于 s 的主子 
式全为0。 

10. 设 A 的特征多项式的 n 个复根为 q ， c 2 ，…，，则 q 十 c 2 十…十 c „ = tr ( A ) 。 

* 11. (1) A 的初等因子是 A —2，（ A _2) 2 ; (2) A 的初等因子是 ( A — l ) 3 。 

12. /(： r )= -呈 x 3 +孕工 2 — ^|^x + 27. 

13. fix ) = 2 x 2 _ x +3. 

习题 7.7 


. 利用本节例 1 的结论，不定元工用^•代入，当 《 = 2 m + l 时，有 

a 


2m+l 


— a Znr ^ 


(一) S ( x2 — 2ar cos ^ri +a 


当 ” = 时，有 
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參 


- a 


m— i * 

2m = (x — a ) (x + a ) ( x 2 — 2 ax cos — + a 2 


k ^\ \ 


m 


JC 


2. 利用本节例 2 的结论，: c 用土代人，当 n = 2 w + l 时，可得 

a 


m 


X 


2m+l 1 „2m+l 


— a 


(x + a ) Ilf x 2 — 2 ax cos 


k 


(2 是 一 1) 丌 

2 m + 1 


a 


2 


当 w = 2 m 时，可得 


m 


x — + 々 = JJ ( 

* = 1 \ 


2m J ~ 2m — 11 1 x l — 2 ojc cos 


{ 2 k —— 1)tc 
2 m 


+ a 2 


3. 利用 cos (~|~— a ) = sin a ， 从例 4 的结论可得。 


4. 利用 sin (晉 一 a ) =cos a ， 从例 3 的结论可得。 

5. 从例1的公式 （12) 以及下式 

严 1 — 1 = ( x - 1)(^ +Jc2w -i H - hx + 1) 

得出， fi ： U z ~ 2 x cos 严工， + l )= x Zm + x 2 m -1+ …+^+1。在此式中， : r 用 1 代入可得本 

= 1 6771 ~\~ 1 

题的结论。 

6. 从第5题的结论可得。 

7. 例2的 （16) 式中，: r 用1代人可得本题的结论。 

8. 从第7题的结论可得。 

9. /( x ) 没有重根， /(: j :) 有两个不同的实根(在(0，1)，（一2, 一 1) 内分别有一个实根）。 

10. / Cr ) 没有重根， /( x ) 只有一个实根，它在(3,4)内。 


习题 7.8 

1. (1) (2) 1，—+，3，—3。 

2. (1) 取素数2,判断为不 可约； （2) ±1，±3都不是根，判断为不 可约； 

(3) ±1，±2都不是根，判断为不 可约； （4) 一 | 是根，因此 可约； 

(5) 用素数3,判断为不 可约； （6) : r 用 x +1 代人，然后用素数2,判断为不可约 ； 

(7) 1用: r — 1代入，判断为不 可约； （8) X 用 1—1 代入，判断为不 可约； 

(9) : r 用: T — 1代入，用素数/>，判断为不 可约； 

(10) 先证： r 4 —5 x + l 没有有理根，从而它没有一次 因式； 再用反证法证明 x 4 -5 x+l 

不能分解成两个二次多项式的乘积，从而它在 Q 上不可约。 

3. 类似于例8的证法。此题是例8当时的特殊情形。为了训练分析问题的能力， 
建议不要直接用例8的结论得出此题。 

4. 类似于例9的证法。 

5. 由已知得， a +6 与 c 都是奇数，然后用例12的结论。 



鲁 
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习题答案与提示 


6. 如果 / Cc ) 是 Q 上不可约多项式，那么结论显然成立。下面设/( I )在 Q 上可约，则 
/ U ) 能分解成在 Q 上不可约的整系数多项式的乘积(从性质4容易推导出这一结论）。由 
于这些不可约因式的常数项的乘积等于 a 。， 已知 卞 a 。， 因此恰好有一个不可约因式 
的常数项能被整除，把它记作 g ( x ) 0 设它的次数为 m ， 去证 m ^ r Q 

*7. 类似于本节定理2的证法。记 r =2 n + l — I 区分々和两种情形。 

8. 提 示:设 /( d ^ m / 〆 ^)， 其中 meZ ，/^^) 是本原多项式。类似于例12的证法。 

9. 在 Q [ x ] 中 

X 8 X 1 + X 6 + X 5 + X 4 + X 3 + X 2 + X + 1 = (x 6 +x 3 + 1) (x 2 + X +1). 

去证 x 2 + x + l 和 x 6 + x 3 +1都在 Q 上不可约。 

10. 提示： 可从第9题受到启发。 

11. 类似于例7的证法。 

习题 7. 9 

1. (1) — X 2 +2工2工3工4十5工2工3工 I +工!工4 ; 

(2) x \ _ 5 jrf x 3 x \ + ?> X \ x \ x 4 _ 2 x 2^3 ~\~ x \. 

2 . ，工 2 ，工 3 )=( 工 1 十工 2 +x 3 ) {x\ +x\ +xl —Xi X 2 — 工 1 工 3 — 工 2 工 3 )• 

3. 证明方法与例 5 的证法类似。 

6. 类似于例6的证法。 

7. 类似于例6的证法。 

8. (1) 把 /( x ， y ， rf 用配方法化成标准形，看出它的秩为2,符号差为0,因此 
可约;且可得 fix ^ y ^ z ) = (3 x —30( x +2 y + z ) 。 

(2) 的矩阵的秩为3,据例7的结论得，不可约。 

9. (1) 7 2 < CO , J 3 = 0 o 因此 /( J ：，： y ) 可约。~ (2 x — ^+3) — D . 

(2) / 2 <0，^3#0,因此 gO ，： y ) 不可约。 

11 . 对于/( 1 ， 3 /)，/ 2 = 0 ，/ 3 关 0 ，因此/(:*:， 30 不可约。用第 10 题的结论。 

习题 7. 10 

1. 提 示:若 3元对称多项式含有一项 x \ x \ ，则它还应含有哪些项？ 

2 . x\ JC 2 ~\~x\ X 3 +X2X! +x|x 3 +X3 X) +X3 J： 2 . 

3. (1) Oier 2 — 2 crl ~( Ticr 3 ; (2) a \ ~^<Aot ~ h 2 ai +4< y 1( T 3 ； (3) a\az - hai — 6 aicr 2 £ T 3 + 8 c ( i . 

4. (1)(71 — 3(71(72 +3^3 ； 

(2) 72=3 时 9(72(73 = 4 时 ,£72^3 — 3( Ti U 4 ; n >5 时 ，( T 2 ff 3 ~ 3(7} cr 4 十 5(75 。 

5. 2 (jf — 9(7 i <72 + 27仍 . 

6. 提示 :3 个复根 Cl ， C 2 ， C 3 成等差数列当且仅当下式 成立： 

(2 ci — c 2 — c 3 ) (2c 2 — ci — c 3 ) (2c 3 — C ] — c 2 ) = 0. 

7. 3 个复根 q ， c 2 ， C 3 成等比数列当且仅当下式 成立： 
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(C? ~C 2 C 3 )(C 2 — ~ c x c 2 ) — 0 . 

8. a\a\ _ < 22^0 — . 

9. 5 2 ~a\ —2 肉， s 3 =crl — 3cri a z 十 3cr 3 ， s 4 =a\ — ^a\a 2 + 4^ a 3 + 2^- 

10. — 4 ： ala 0 ^ala\ +18a 2 a 1 a 0 — 4a? — 27al. 

11. D(/) = —27d 十 256d. 

12. 由于0(/)尹0，因此/(工)无重根，设 /( jc ) 的 n 个复根为 Q ， c 2 ，^ 2 ，…， q , c 2/ f 1， 
…，其中 Ci ，…， Ci 为虚数， c 2/+ i ，…， c „ 为实数。 

D(/) = JX (d) 2 . 

Kj < i^n 

分 3 种情形讨 论:… 


13. / U ) 




jt 71 +bx n ~ x 十 ^y6 2 jr：『 2 + 


« # ■ 


+ — b k x nk + ••- + 
k ! 




b n 


-l 


b n 


工 + h ， 其中 


6= — (C! +C 2 + … 十 C„ ) ， C 2 ， … ， C„ 是 /(X) 的 ? 7 个复根。 

14. 提示： 设 /(X) 的 w 个复根为 q ， c 2 ， … ， (:„ ，则 g(x) 的复根为 ， c 2 ， … ， c n 。 


习题 7. 11 


1. 由于 Res(/，g)=0, 因此 /(X) 与 g(x) 有公共复根。 

2. (1) (一 1，0)，（2，1)，（1，一2)，（1，一2). 

(2) ( — 1,1) , (―3, — 1) ，（一 2 + ~^V ^ ，（一2 — ~|V^， 一 f )• 

3. (1) Res(/，g)=8. 

(2) g(x) 的两个根是3，一2,从而 Res(/， 兄 ）= ( — 1)”[6”十7 • 2”] — 3” +1 —21。 

(3) g(x) 的根是 l(n 重），从而 Res(/，g0 = ( — 1)7。 

(4) /Xx ) 的4个复根是:，其中 e' T ，从而 

Res ( f , g ) = (f+lK# 十 1)(# 十 1)(# +1) = 1. 

4. Res( f — a ) = { — l) n /(a). 

5. 提示： /Cr) 的 2 个复根是 i，一i。 去求 Res(/，g)。 

6. (1) 4 jc 2 — \ xy ~\~ y z _ llx+^ — 2 = 0. 

(2) Sx 2 — 4x;y 十 5》 2 — 8a:+23; _ 7 —0, (a:，jy)#(0，l). 


习题 7. 12 


2. 用本节例 2 的结论。 

3. Zs ， Z 17 是域； Zk )，：^ 不是域。 

4. 提示: 按照域的定义去验证。令 

F ~~ 




_ <2 bij 
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去证^是 F 到 C 的一个同构映射，从而 F ^ C 0 

5. 2007 7 =5 (mod 7). 

6. 类似于例8的方法，可判断/(工)在 Q 上不可约。 

7. 类似于例8的方法，可判断 / Cr ) 在 Q 上不可约。 

8. 类似于例9的方法，可判断 / Or ) 在 Q 上不可约。 

9. 类似于例10的方法，可判断 / Cc ) 在 Q 上不可约。 

10 . 

11. 这个连的士兵有127人。 

第8章线性空间 


习题 8.1 

1. (1) 不是。 （2) 是。 （3) 是。 （4) 不是。 （5) 是。 

2•是。 

3. (1) 是。 （2) 是。 （3) 是。 

4. (1) 是。 （2) 不是。 （3) 当 | F |>2 时，不是 ； 当|洌=2时，是。 

5. 是。6.是。7.是。8.是。 

9. (1) 线性相关。 （2) 线性无关。 

(3) 线性无关，类似于例11的证法。 

(4) 线性无关，类似于例11的证法。 

(5) 线性无关，类似于例12的证法。 

(6) n = l 时，线性 无关; 时，线性相关。 

(7) n <3 时，线性 无关; n >4 时，线性相关。 

10. 线性无关，用反证法。 

12. 线性无关。 

13；线性无关。类似于例13的证法。 

14. (1) 一个基是 E 12 — E 2 i , Ei 3 — E 3 i ，…， E ln — E nl ， E 23 — £ 32 ， …， E 2 „— E „ 2 , E n - i, n — 

，维数为 1)。 

(2) —个基是 ，£ 12 ，… , E ln ， E 2 ”… ， E 2 „ ，•- , E m ，维数为 ■|~ w(w + l ) 。 

15. —个基是 1 山维数为 2; 坐标为 U ,6)'。 

16. —个基是1，#;维数为2 ; 坐标为 （ a ，6)'。 

17. (2) 1，0>是（2(出）的一 •个基 ，从而 dim Q ( o >) = 2 。 

(3) _ V 3 ^iG Q ( cu ) jcojcoj _ A^i 线性相关， rank { o >， o »， 一 V ^ i } — 2 0 
19. 一 个基是工％/- 1 ：^…，:^，— 1 ，: T ; 维数为 w + l 0 
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20. —个基是 {x; 1 W … A I A +i 2 + … +i n <7?i}; 维数为 


o 


21. a 在基 Ch，a 2 ，flT3，a 4 下的坐标为 （4，一1，一4,3)' 


o 


22. (2) —个基是 


;)，( 




dim V=4, 坐标为 （ a ， 6 ， c ， (i)' 


o 


注： 直接计算可得 v 的上述基中后 3 个矩阵有如下 关系: 


0 


2 


0 


_ /， 


0、/ 0 


0 1 

— 1 0 
0 i 


2 




0 




0 


-I, 


o —in— 1 o 


i 0 


0 1、 ，0 

-1 0 


0 


0 


0 


0 i 
i 0}\0 

23. (1) 过渡矩阵为 



0 


0 


—— 1 0 


T 


3 0 


3 


0 2 


a = (xj，x 2 ，x 3 ，x 4 )' 在基 ， Pz ， Pa 下的坐标为 


13xi + 17 x 2 — llx 3 — 14 jc 4 




JC 2 + + J： 4 


4j：i - 5jc 2 + 3j: 3 + Ax 
6jci — 8x 2 + 5x 3 + lx 


(2) 过渡矩阵为 


r— 23 —7 — 


T 


3 


2 - 1 


<*=(1，4,2,3) / 在基<*1 ，a 2 ，a 3 ，04下的坐标为（一 101，21 ， 一4，3)' 。 
(3) 过渡矩阵： T 为 


• 637 • 




學 
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ct=(l，0,0, —1)’ 在基見，/| 2 ，办 3 ，凡下的坐标为（一2，一如4，一 


o 


24,所求向量为 ct =( l，0,0, 一 1/。 


r 1 — a 


25. 


a 


2 


0 

0 


— 2a 


0 


• « • 


• » « 


• * • 


(一 1) 


a 


( _ 1 )『 2 (72 — 1 )a 


n-2 


(― ir 一 3 C 


一3 i ^2 n — 3 

-1 CL 


0 

0 

0 


0 

0 

0 


26. T 


0 

0 

0 

r — 1 f 2 

疒 2 f 


— (n —— 1 )a 


1 


Ctj — 1 ) 


( n — 2) 


1) 


t 




e 2 


• •« 


r 


— i 


习题 8.2 


1. (1) 不是，因为解集对加法不封闭。 （2) 是。 

2. 提示： 由已知条件得可看成是％的子空间。 

4. 维数为3， 一 ■个基为 ai，a2 ，《3。 

5. 用本节例6的方法，可求出4元齐次线性方程组 AX = 0, 其中 


A 



0 




6. 用 8.1 节习题第9题的第 （7) 小题的结论。 

7. 提示 ：由于 $>0,因此/ >>r 一 />。构造 w — >个向量属于解集 W。 

8. V!+V 2 的一个基是 a l , a z , p l , dim ( iV 1 + V 2 ) = 3； V 1 R V 2 的一个基是（0，1，1， 

-i) / ,dim(y 1 nv 2 ) = i 0 

9. y 1 +V 2 的一个基是山，<* 2 ，於， dim(v 1 +v 2 )=3; v 1 fiv r 2 的一个基是（5，一1，5, 
2) / , dim ( V i nV 2 )- l 0 


10. ai ， a 2 ， a”Pi 是 W+W 的一个基，于是 dim ( V 1 + V 2 )-4 0 dimCV ! RV 2 ) = 2, (0 , 
1，一1，0)/，（一 1，2,3，一4)'是 的一个基。 

13. 用 W ,， W 2 ， W 分别表示数域 K 上 n 元齐次线性方程组 AX = 0 ，（J — A)X = 0, 
A ( J — A ) X =0 的解空间，令 


/i (x) = x,f 2 (x) = 1 — -r , fix) = x), 

显然， /(dz/Jd/Jx)， 且 （/iU) ，/ 2(X)) = 1。 于是据本节例 16 的结论得，灰=\^© 


W 2 ，因此有 

w 级矩阵 A 是幂等矩阵 <=> A 2 =A <=> A-A 2 =0 
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< - > rank[A( J —A)] = 0 

< > dim W = n 

«=> dim Wi+dim W 2 =n 

< > (n 一 rank(A) ) + (n 一 rank (7_ A s >)=n 

< > rank(A) + rank( J—A) =n. 

注： 此证法利用例 16 的 结论 : W = ，给出了本套教材上册 4. 5 节例3的证法 

二。由此体会到研究线性空间的结构可以使我们把问题看得更透彻。 

14•用％ ，W 2 ，研分别表示 w 元齐次线性方程组(I十 A)X=0，a—A)X=0，（J—A 2 )X=0 

的解空间。 i ，/( x ) = l — x 2 , 类似于第13题的证法。 

15. 据第13题结论得，解空间的维数为 r 。 

17. 设 A 的行向量组为 ai ，《 2 ，…， 的行向量组为 A , p 2 ，…， / t 。 用 W 表示 n 元 
齐次线性方程组 = 0 的解空间。必要性去证 W 1= W 。 充分性去证 

18. 据例16的结论，％1^ 2 11-口1关 1 ^，因此\^中存在 夺 V' UV 2 同 

理， V 中存在《 2 $ Vi U U … UV J U<ai > ;依次下去…… 

20. 提示 ：去证 尸=\^ ㊉ W 2 。 

21. 提示 ：显然 线性无关，把它扩充成 K 3 的一个基。 

23. 不包含。 提示： 利用例25的结果。 

习题 8. 3 

1. 提示： 用定理1的结论，以及定理1证明之后的一段话。 

4. 显然 f 1 是 V '到 V 的双射。去证， 1 保持加法和纯量乘法运算。 

6. (1) dim(iV l -^V 2 )=n,dim(iV l f]V 2 ) = n~2 , \V, f]V 2 I = q n ~\ 

(2) 

*7. 设^={心，: r 2 , …，七}。上的所有一元函数组成的集合 F 广是域 F 9 上的一 
个线性空间，据本节典型例题例5的结论得，兰 F /。 从而 

dim F/^ = q, I | = | F/ \=Q q - 

由于 F ,[ x ] 9 ^ iV ， 因此|巧[1] 9 丨=|^|=矿。对于疋[: r ] 9 中两个多项式 / U )， gU )， 
假如它们分别诱导的多项式函数/与 g 相等，则 

fixi ) = g (^ Ci ) » i = 1，2,…， g ， 

从而 /( x ) —贫0)在中有 g 个不同的根。由于 /( x )—^( x ) GF 9 [ j :] 9 ，因此 deg (/( x ) — 
gU ))< q 0 由此推出， /( x )— gU )=0。 即 / U )= gU )。 这表明 F 9 [: c ] g 中不相等的多项 
式，它们诱导的多项式函数也不相等。从而 F g 上所有次数小于 g 的一元多项式函数组成的 

集合 S 有 f 个元素。由于 SGF /% 因此 S = F /% 即上的一元函数都是多项式函数，且 
F q 上的每个一元函数可以唯一地表示成上次数小于 g 的一元多项式函数。 
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8. 提 示：求 Q (75") 的一个基和维数。比较维数可知，当 nm 时，(}(乃")与 Q ( W ) 不 

同构。 _ 

9. 提示： l，i 是 Q ( i ) 的一个基，从而 dim Q ( i )=2。 又 dim (3(#) = 2，因此 Q ( i ) 兰 

Q(V2)o 

10. A 的特征多项式 /( A )=| AJ — A |= A ”一 1，从而 A 有 rz 个不同的特征值。用本节 
例8的结论可求出 dim C ( A )， 用 8. 1节例15的结论可求出 C ( A ) 的一个基。 

11. 设 A ， B 都是 n 级实对称矩阵且它们有相同的特征多项式，则 A 与 B 正交相似。 

习题 8. 4 

1. 这是本节内容精华第二部分“余维数”中一个例子的特殊情形。直接用那个例子 
的结论得， W 是 V 的一个子空间， W 的一个基是 * r ， x 2 , …， x ' …； 商空间 V / W 的一个基 
是 l +\ y ; dim ( V 7 W ) = l 。 

2. V 的基仏，…，心，〜 +1 ，…，〜 到基心 ，…，夂，，…，氏的过渡矩阵 P 具有下述 
形式： 

^ (l m Bn 
P — ， 

0 b 2 

可求出商空间 V / W 的基 a m +1 + W ， …， + W 到基心 +1 +灰，"•，戽 + W 的过渡矩阵 
是 b 2 。 

3. (1 )AX = 0 的解空间 W 的一个基为 iliZdja )'。 

(2) dim ( K 3 / W ) = 2 0 把卟扩充成 K 3 的一 个基： 

t/i — (1»3»1) «&2 — (0，1，0) ， tt 3 = (0,0，1) . 

从本节定理1的证明过程可知， ct 2 + W ， ce 3 + W 是商空间/ C 3 / W 的一个基。 

4. (2) 商空间 WW 的任一元素为 /( x )+ W 。 作带余 除法： 

fix ) — h ( x ) ( x 2 + 1) + r ( jo ) , deg r (: c ) < 2. 

设 r ( x ) = a 0 +〜 I ，其中 a 。 ，〜 6 R ， 贝! 1 可求出 

/( X )+W = a 0 ( l + W )+ a 1 (x + W ), 

去证 1+ W ， i + W 线性无关。于是它们是商空间 V / W 的一个基，从而 dim ( WW ) = 2。 

* 5. 与例8类似的方法。 

补充题八 

1. (2) 在 S 里任取 ai ， a 2 ，…。对于任意 々 i ，々 2 ，…，是 m G F ，易证々❿ +々 2 a2 +…+ 
k m a m e ( S ) 0 从而 :re<s>。 

显然 T 非空集。容易看出， T 对于 V 的加法和纯量乘法封闭，因此 T 是 V 的一个子 
空间，由 了的定 义立即 得到： T 2 S ， 由 < S > 的定义得， T 2〈 S >。 



习题答案与提示 


參 


641 




(3) 设 S = ，…，^}。容易看出， T 与 8. 2节中由 （3) 式定义的向量组 

ai，cf 2 ，…•生成的子空间一致。 

2. 用第1题的第 （2) 小题的结论。 

3. (2) 利用^右乘 A 的规律。 

4. 令 十^”+^”十 1 + … +a„+ 5 j :出卜 G N，a,. G F，/ = W， …，” + s}• 

去证 W 就是 F[：c]„ 在 F[:r] 中的补空间。 

5. 去证 WQ7。 又由于 A 是实矩阵，因此 rankCW^rankUA')。 

6. 证明 （1) 任取 crew， 则 A 12 a = 0。 从而 


0^ X 1 

a 


A— 1 A 


0 


kXl 


A 


—i 


a 


，A U 

^12 、 

卜 1 v 

=A— 1 

' 0以1 、 

A 21 

A 22 

j 

\ a / 


A 2Z a 

w j 


B u 

B12 、 


0 /X 1 ’ 


^12 ^22 0 

B 2 1 

X 

■B22 

j 


A 22 a 


^22^22 Cf 

k j 


k 

n —— k 


由此得出， B 12 A 22 a = 0, 于是 A 22 a6L/。 令 


a 


iW 




u 


a I - ^A 22 a， 

则 a 是 W 到 L7 的一个映射。设 J^W， 如果 A 22 ce = A 22 p ，那么 A 22 (a— 多）=0。又由于 
A 12 cf = 0，A 12 p = 0, 因此 A 12 (a—p) =0。从而 


A 

A 


12 


22 


(a _ p ) 


Ai 2 (a — p ) 

A 22 (a — p) 


0 


/XI 


0 


Cn- ； )X1 


- Aj 2 > 

由于 A 可逆，因此 的列向量组线性无关。于是由上式推出 ee— 多=0，即£* =扒这证 

^22 

明了 a 是单射。 

任给 yeu， 则 B 12 r=o,xi ，从而 



'An A 12 'i 


為 XI 、 



A 2 i A 22 

、 j 


B 22 y 

< J 


^22 B 22 Y 

V j 


由此推出 ，A 12 jB 22 y=0，A 22 B 22 y=y。 于是 B 22 yG W， 且 a { B 22 y )^ A 22 (B 22 y) =y 0 
是满射。从而 (T 是双射。 


因此0 


显然 ex 保持加法和纯量乘法运算，因此 a 是 W 到 U 的一个同构映射。于是 W 兰[/。 ■ 


点评： 第6题中的 W 是 P 1 — 的一个子空间，1/是的一个子空间，我们证明了 
W 兰 L/，dim W=dimU。 证明的关键有 两点： 第一点是利用 A — 通过用 A — M 左乘分 


块矩阵推导出 B 12 A 22 a = 0, 从而 A 22a eU 。 这启发我们考虑映射 a : <ri ~ - A 22 a , 

,0、 

Vct 6 W ^ 第二点是利用 AA- 1 = /，通过用 AA 1 左乘 I j 推导出 A 12 J3 2 2y=0 且 A 22 B22y = y， 
由此证明 a 是满射。进而证明 (T 是同构映射。由 W 兰 L； 推导出 dim W=dimt ^ 这个结论 
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在直观上不容易猜出，需要经过探索和逻辑推理才能得出。这个结论是很有趣的 ：把 n 级可 
逆矩阵 A 和它的逆矩阵 A ^ 1 如题目中 （3) 式那样分块，使得 A 的列（行）的分法与 A ' 1 的行 
(列）的分法一致，则 A 12 X =0 的解空间 W 与 B 12 y =0 的解空间 U 的维数相等。类似地可以 
证明: A 21 X =0 的解空 间与压 , y =0 的解空间的维数相等。类似地还可以 证明: A u x =0 的 
解空 间与玫 J =0 的解空间的维数相等。对 A ” 用这个结论(注意 ( A - 1 )- 1 = A ) 立即 得到: 
A 22 X=Q 的解空间与 BnF =0 的解空间的维数相等。 

7. 证明把焱- 1 如下 分块： 


n 


k 


k 


A 


一 i — 


^ii 

B 


21 


B 

B 


12 


22 


k 

n —— k 


由于 yr =| A | AH ， 因此丨 A | B 12 是由 a 21 中元素的代数余子式组成的。据已知条件得， 
B 12 =0。 然后据本套教材上册 2. 2节例5得 4 + 于是 

据第6题的结论可求得， rank ( A 12 )= n _ M 。 ■ 


第9章线性映射 


习题 9. 1 


1. 当5=0时 w 4 是 V 上的线性 变换； 当3^0时，不是。 

2. A 是 R 上线性空间 C 上的一个线性变换。 A 不是 C 上线性空间 C 上的一个线性 


变换。 

3. (1) 不是； （2) 是。 

4. 是。 


5. (1) 是； （2) 是。 

6. A 是 C |>，6] 上的一个线性变换。 

7. A(a) = (-10 ，一 19,64)'. 

8. 如右图所示， A 4 表示绕 x 轴右旋360°的变换，因 
此 A 4 = J 。 同理，妒=0=/。用 A ，？ 2 ，？3 分别表示 x 轴， 
^轴^轴上的单位向量，则 

A( ei ) = ^1 ) = ^3 fACe 3 )=——e 2 ， 

BCe x ) =— ， B(《 2 ) = e 2 9 B(e 3 ) = ei , 

于是 

(A B)(ei ) = A(— e 3 ) = e 2 ? 

(BA) (e ： ) = B(e ： ) =— e 3 . 


z 



y 





习题答案与提示 




643 




直接计算可得 04 2 5 2 )(1)= ( B 2 A 2 ) Ce t ),i = l , 2 , 3 . 

由于绕一条直线的旋转是线性变换（参看丘维声编《解析几何（第2版)》第6章），且 A ， 
U 3 是 V 的一个基，因此 A 2 B 2 = B 2 A 2 . 

由于 （A J ») 2 (A ) = A B (D = A ( e 2 ) = e 3 , ( A 2 B 2 )( e 1 ) = ~ e 1 , 

因此 G 4 B ) 2 t ^4 2 B 2 . 

9. 提示： 如右图所示，不妨设 Ay 都是单位向量。任取 a 
6 V ， 有 i ^( a ) = ( a ，^^， J %( a ) = ( a ， y ) y ， 于是 

P s P r ( a ) = P s ( a , y)y = ( a , y ) P 5 ( y ) = ( a , y )(^， r )^. 

10. 域 F 上代数 M „( F ) 的维数等于 n 2 。 

11. 直接计算可得结论。 

^ b P d (a) 

习题 9. 2 

1. A 是 K 4 到 K 5 的一个线性映射。 

Ker A =<(2,3,7,0)’，（1，1，0，一 l)’>，Im A =<(1，2，一 1，3,4)’，（一3，1，10，_2,9)’>， 
Coker A = 〈 （1，0,0,0 ，0)' + Im A ，（0，1，0,0,0)' + Im A ，（0，0 ，1 ，0，0)’ + Im A >. 

2. 据 9.1 节例2，!；是 FDc ] 上的一个线性变换。设 / Oc )， g (: r ) eF [: c ]。 若 I ；(/( x )) = 
r a ( gCr ))， 则 / Cr + a )= g ( x + a)。x 用 : c—a 代入，从上式得， / Cr ) = g ( x ) 。因此 T fl 是单射，从 
而 Kerr a =0。 任取 / iCr ) 6 F [: c ]。 令 g (* r ) 二 / iCr — a ) ，则 

T a (g(jc) ) = g(x + a) = h{x + a) — a) = hix ), 

因此 T a 是满射，从而 ImI ； = F [ x ]。 于是 Coker T a =0。 

3. B 是 R [ x ]„-； i 到 R [: c ]„ 的一个线性映射。 

Ker B = 0 , Im B =〈x ， x 2 ， … ，工 71-1 > ， Coker B = (1 Im B) . 

4. iC 4 /Ker A 的一个 基是： 

(1,0,0,0) / + Ker A ， （0 ， 1，0，0)' 十 Ker A . 

5. K [:在中的一个补空间是 〈: 于是根据本节推论 2 得，平行于 

〈/― 1 〉在 !上的投影 P 的象为 K [: r ]„— !，核为 4。 Coker P =〈 x 『 1 + 

KCxl -：). 

m 

*6. 据《高等代数学习指导书（下册）》 9.1 节典型例题的例 6， g (_ r ) = 诱导的 

t = 0 

多项式函数 g 是域 F p 上线性空间上的一个线性变换。从而 g (0) = 0,即 gU ) 在 F , 中 
至少有一个根0。 

gU ) 是上的一个置换多项式 
<=>多项式函数 g 是厂到自身的双射 
<^=>线性变换 g 是单射 

< > Ker ( g )=0 

<==^ g (:0在 F g 中有且只有一个根0。 

7. (1) AjW 是 W 到 AW 的一个线性映射。根据本节典型例题的例1可得结论。 
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(2) 易证 A — 是 V 的一个子空间。 

A 在上的限制 A \A~^W 是到 W 的一个线性映射，由线性映射的核与象 
的维数公式可证得， dimCAHWXdim W+dim(Ker A) 0 

(3) 若 AV2W， 则 W 中每一个向量都是 V 中某个向量在 A 下的象，从而 

，于是从第 （2) 小题的维数公式得， dim W+dim[ker(A | A" 1 W)]- 
dim(A _1 W) 0 因此 dim 1 W) 。 

8. 用本节例 13 的结论。 

习题 9.3 


1. 在习题 8. 1第7题中已证，，/ 2 线性无关，从而/\，/ 2 是\^的一个基。易验证 D 


是V上的一个线性变换，且 D 在基/^乃下的矩阵 D 为 , 。 

\ — b a j 

去证 / h /2,/3,/4,/^/6 线性无关。公在V 的一个基下的矩 
阵 D 为 



3. 在 9. 1节内容精华的最后一段指出，平移I； : f { x )\ ^^ /(x + a) 是 R[x ] n 上的 
一个线性变换，且有 





由此可推出 A==T fl —J。 从而 A 是 R[x]„ 上的一个线性变换，且 


aD 


-2 


2 ! 


+ o^dT^ 1 - 


利用本节典型例题的例3的结果得， A 在所给基下的矩阵 A 为 
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4. 


B 


0 0 0 


0 


0 0 


0 


2 


0 


0 士 


晕攀擎 


0 0 0 


5. A ， B ， AB 在基下的矩阵分别为 


0 1 
0 

0 


0 



nX (”一 1) 


a 

0 

0 、 


^0 

0 

01 


，0 

0 

0 、 

0 

0 

0 


0 

0 

0 


0 

0 

0 

0 

0 

1 

J 


0 

0 

1 

> 


0 

0 

1 

J 


7. 利用矩阵的相应结论。 

/ 2 -1 3, 

8 . (-1 1 -1). 

1 0 0、 

9, B == 0 2 0 . 

0 0 3 

^ j 

10. (1) A 在基 a 2 ， a 3 ， ai 下的矩阵为 


^22 

^23 

a 2 ! ’ 

<232 

1 

^33 

<231 

^12 

ai3 

汉 11 


(2) A 在基心 卜以，％下的矩阵为 


ail 

k~ l Ui2 

焱一 1 

ka 2 ' 

^22 

^23 

办 2 31 

^32 

^33 


(3) A 在基 ai，ai + a 2 » a 3 下的矩阵为 


a u — a 2 i a n + a 12 — a zl — a 22 a u ~ a 23 、 

CI21 ^21 H ~" a 22 a 23 * 

^31 G31 + <232 ^33 

11. 设 A 与 B 相似，则存在域 尸上” 级可逆矩阵 S 使得 B = SHAS。 取域 F 上一个 
n 维线性空间 V%V 中取一个基〜 ，a 2 ，…，〜，定义V上的一个线性变换 A 满足： 

A(ai ? *** ^ ct n ) = (ai，o：2 ，…， l) 九 

令 （房， 体，"•，爲 ） ^ (Cfl ’0；2 ’•••， Q； n ) » S * 

由于 S 可逆，因此芦，爲，…，戽是V的一个基，且 A 在基译 ，A ，… ，庠下的矩阵为广45=3。 

12. 类似于本节定理3的证法。 


_ 


646 




习题答案与提示 


习题 9. 4 

1. (1) A 的全部特征值是 1( 二重），10。 A 的属于特征值1的全部特征向量是 

{ k x {-2 a , + a 2 ) +^(2 a ! + a 3 ) I k ,, k 2 6 K ， 且不全为 0}; 

A 的属于特征值 10 的全部特征向量是 

{k(ai + 2«2 _ 2a 3 ) I ^ G 1C ，且是 #0}. 

A 可对角化， A 在 V 的基 一2 ai +« 2 ，2 ai + a 3 ， ai +2 a 2 _2 a 3 下的矩阵为 

a o o ^ 

0 10. 
o 0 10 

n 

V. > 

(2) A 的全部特征值是 1，3( 二重）。 A 的属于特征值1的全部特征向量是 

{k 、 — 2ai +qt3) I 々 6" 尺，且々 #0}; 

A 的属于特征值 3 的全部特征向量是 

{kia\ _ az + 2a 3 ) I k ^ /C ， 且々 #()}• 

由于 A 只有两个线性无关的特征向量，因此 A 不可对角化。 

2. 对 A 的不同特征值的个数 s 作数学归纳法。 

3. 用反证法。 4. 利用第 3 题的结论。 

5. 据 9. 1节的例6 , A (/( x )) =x /(_ r ) 是 R [: c ] 上的一个线性变换，因此 A 是 R [^ r] w 
到 RDt ]„ +1 的一个线性映射。从而 DA 是 R [ x 丄 上的一个线性变换， AD 是 RDr ]„ +1 上的 
一 个线性变换。 

(1) DA 在 R |>]„ 的基1，工，…，/― 1 下的矩阵为 

,1 0, 

2 

. ， 

華 

譽 

0 n 

V y 

从而 DA 的全部特征值是1，2,…， n 。 

(2) 据本节例7第 （1) 小题得， AD 与 D A 有相同的非零特征值，因此1，2,…， n 是 
A D 的全部非零特征值。由于 AD (1)= A (0)=0, 因此0也是 AD 的一个特征值。于是 
AD 的全部特征值是：0，1，2,…， n 0 

6. 利用本套教材上册习题 5.5 第3题的结论。 

7. 利用本套教材上册习题 5.6 第3题的结论。 

8. 利用本套教材上册习题 5.5 第4题的结论。 

9. 利用本套教材上册习题 5. 5第13题的第 （2) 小题的结论。 

10. 利用本套教材上册 2. 4节例4以及 5. 6节例9的结论。 

11. 由 7. 6节例17立即得到。 

12. A 在 ImB 的基 l ， w ， W 下的矩阵 A 为 
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r a \ 一 3 a 0 0、 

A = 0 — 2 a \ — 3 a 0 ， 

3 0 — 2 ai 

、 j 

I A / _ A I = A 3 + 3 aiA 2 — 4 a ? — 21 al . 

记 g ( A )= IA /~ A | ,A 用 A—a 代人，得 

giX — ai )= (A — ai ) 3 + 3 ax (A — < 2i ) 2 — 4 a ? — 27 al 

= A 3 _ 3 a ? A _ 2 a \ — 21 a \ . 

ga — 的判别式为 

— 4( — 3 a \ ) 3 — 27( — 2 a \ _ 27 al ') 2 = 729 ao ( _ 4 aJ _ 27 ao ) . 

由于 /( aO ^ V+AX + a 。 在 Q 上不可约，因此 a 。 #0,且 / U ) 在 Q [: c ] 中没有重因式，从 
而 /( x ) 在 C [ x ] 中也没有重因式。因此/( I )的判别式 D (/) = —4 a ?—27 a ? 关0。从而 
片 U — q ) 的判别式不等于0。于是 g ( A _〜） 在复数域中没有重根。因此 g ( A ) 在 C 中没 
有重根。 B 卩 ( AJ _ A ) 在 C 中没有重根。从而复矩阵 A 可对角化。 

13. (1) 提示 ：去证 l ， x ， 2 ，/ U ) 是 K [: r ]„ 的一个基。由此得出，</(1)>在 
K [ x ]„ 中的一个补空间 L /=< l ， x ，: r 2 ，〜，/- 2 >。 

(2) 在 iC [: c ]„ 中的一个基1，工，工 2 ，〜，/_ 2 ，/(1)下的矩阵为 




14. |AI-A| = a —a)Q — 碎)… （A —af 1 - 1 )， 其中 由于 A 的特征多 

项式有 n 个不同的根，因此 A 可对角化。 A 的标准形为 


0 、 

畢 

, 0 a^ 1 , 


习题 9.5 

1. A 的特征多项式为 

I AJ - A | = a —2)[A-(l + i)][A-(l —i )]， 

因此 A 的全部特征值是 2，l + i，l —i。A 的全部特征子空间 如下： 

V 2 = 〈 (2, 一 1 ，一 1)'> ,V 1+i = <(1 — 2i ， 一 1+i ， 一 2)' 〉， Vi—i = <(l + 2i ， 一 1 - i ， 一 2) r >. 

A 在 C 3 的标准基 fii，s 2 ，s 3 下的矩阵是 A， 于是 A 的全部特征子空间是 ，V 1+i ，\^—。 

据本节例12的结论得， A 的所有不变子空间为 

0， V2 ，， Vi-i j V2 ㊉ ， v 2 ㊉ vvi ， V 1+i ㊉ Wi ， c 3 . 

2. I A/ — Aj = A 2 +a 2 . 

情形 1 把 A 看成实矩阵，由于 A 2 +a 2 没有实根，因此 A 没有特征值，从而 A 没有特 
征向量，于是 A 没有特征向量，因此 A 没有1维的不变子空间，所以 R 2 上的线性变换 A 
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只有平凡的不变子空间：0和 R 2 。 

情形2把 A 看成复矩阵，它的全部特征 值是： ai ， 一 ai 。 求 （（《 i ) J _ A)X = 0 的一个 

基础解系，由此得出 A 的全部特征子空间为 

V ai = 〈（ l ， i />， V _ Q1 =〈（1， 一 i )'>. 

A 在 C 2 的标准基^，心下的矩阵是 A 。 于是 A 的全部特征子空间就是 V ai ， V _ ai 。 

据例 12 的结论得， A 的所有不变子空间为 O , v fli , y _ al , c 2 0 

3. A 是 K 3 上的线性变换，它在 K 3 的标准 基 £1 ，&， e 3 下的矩阵就是 A 。 据本节例 
10第 （4) 小题的结论得， A 的所有不变子空间是 0，〈 ei >，< ei ， e 2 >， K ： 3 。 

4. x — A 是 A 的一个零化多项式。 

5. San + a 。 是 A 的一个零化多项式，其中化关0,则从而 A =—% J 。 

^1 

6. |>7_必|=(义_1) 2 ，于是以一1) 2 是 A 的一个零化多项式。 

7. A n c 

8. 提示: A 的特征多项式是 A 的一个零化多项式。 

9. (1) 在凡工]中， x 2 —1 = ( x +1) ( x —1)。由于 char ，因此 （ x + 1 ，* r —1) = 1。 
利用本节定理2可证得结论。 

(2) 在 F [ j :] 中， x 4 — 1 = { jo — 1) ( x 十 1 ) ( jc 2 十 1) 。由于 char F 古2，因此— l ，* r + l ， 
: r 2 + l 两两互素。利用本节定理3可证得结论。 

10. 与例27的充分性的证明一样。 

11. 与例27的必要性的证明一样。 

习题 9.6 


1. (1) A 可对角化。 （2) B 不可对角化。 

2. A 可对角化。 

3. 利用例15的结论。 

4. 据例16的结论， A 不可对角化。 

5. 据例16的结论可得， Q 上的矩阵 A 不可对角化， R 上的矩阵 A 可对角化。 

6. 据例9得， n 维线性空间 V 上的幂零变换 A 的幂零指数，由此可得结论。 

7. Pi 是 R 3 上的幂等变换，由于的最小多项式是 A 2 — A 。 

8. 利用习题 9.4 第7题的结论。 

9. 与习题 9. 5第10题的证法一样。 

10. 设 / n ^ A ) 与 m 2 ( A ) 在 F [ A ] 中有公共的一次因式 A — A ! ，则是 A 与 B 的公共的 
特征值。与 9. 5节例27的必要性证明一样。 

11. 充分性是显然的，必要性用反证法。假如某个 A , 不是数量矩阵，则 A , 的最小多 
项式 m , 00不是一个一次因式，去讨论 A 的最小多项式 m ( A )。 

12. 由于 Aai = a 〗 ，= a 3 ，…， Air”— 1 二 ，因此 V 的 一 ■个基是 ai ， An ，，…， 

A n ~ l ai o 
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任取 J 3 6 C ( A )， 设&〗= U 。任取 a 6 V ，设 a 二 心4^，则 

)=0 i =0 

71—1 n — 1 n — 1 

Ba = 2 diB A 'a j — ^ d ( A ( Ba i = d { A ' f ^ bjA J a i ) 

1 = 0 i~0 f = 0 > = 0 

n — 1 7 i — 1 7i—1 

= r^dA^i ) = y]b } A J a, 

j，Q i^O j ^ 0 

n~\ 

记尽 (A) = 则由上式得，& = 好04)«，因此 B = gG4)。 从而 C(A) CF[A]， 显然 

j — 0 

F[A] GC(A)， 因此 C(A) = F[A] 0 

据本节例 7 的结论得， A 的最小多项式 m(A) 为 

w(A) = A n + a^iX ^ 1 + A +a 0 . 

据本节例 10 的结论， dim(F[A]) = deg m(X)=n e> 因此 

dim(C(A))=dim(F[A])==n. 

13. 利用例20的结论。 

习题 9.7 

1. (1) 计算得， B 2 =0, 因此 B 是幂零矩阵，其幂零指数为2。 

(2) rand(B) = l，B 的 Jordan 标准形为7 = diag{ J 2 (0) ,/ x (0) } 0 

2. 去求 tr(C A ) ，然后用例 4 的结论。 

3. 据第2题立即得到结论。 

4. 用例13的结论。 

5. D 在 KDrL 的一个基1，1，&了 2 ，… v \、, -分— 1 下的矩阵是一个”级 Jordan 块 

I ! Cw — 1) ! 

JA 0 ) o 据例 14的结论得， C(D)=F[l>]，dim C { D ) = n 0 

6. 在第1题中已求出 B 的 Jordan 标准形为 J = diag{ J 2 (0) ， A (0) } ， 在例 I 7 中已求 
出 dim C(J) = 5 c 据 8. 3节例7得， dim C(B) = dim C(J) = 5。 

7. 假如 Z==w， 那么据例9得， rank(B)>w—U 于是 B 的属于特征值0的特征子空间 
Vo 的维数等于1。又由于 B 的特征值只有 0, 因此 B 没有两个线性无关的特征向量。 

8. 设 B 的幂零指数为 Z， 则灰= 0,在 F[:r] 中，有 

(1 —X)(l + JC 十 JC 2 + …+ x l ~ x ) = 1 — X 1 1 

x 用 一 代人，从上式可证 kl + B 可逆，且 

iki + By 1 ^ k~ l i- 々 - 2 b + 是 ― 3 b 2 + …+ ( — 1 广 1 kr l B l ~\ 

9. 据定理2得， B 的 Jordan 标准形中， Z 级 Jordan 块的个数 N(Z)-rank B +1 + 
rank B 卜 1 — 2rank B l = rank B 卜 1 。 由于 JB 卜 1： ^0,因此 rank B l ~ l >0 o 

10. 类似于例 6 的证法。 

11. 利用 9. 5节例5的结论。 
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习题 9. 8 



^0 

1 

0 、 


-1 

1 

0、 


一 3 

0 O '! 

(1) 

0 

0 

0 

. (2) 

0 

—1 

0 

. (3) 

0 

1 1 


0 

0 

1 

J 


0 

0 

3 


0 

X 

0 1 


(4) 


-1 

0 

0 


0 

1 


0 


0 — 1 


0 


4 


(5) diag 


-1 


0 — 1 


0 



(1 —1 1] 


rl -1 1] 

2. (1) P = 

2 -1 1 

. (2) P = 

2—12 


3 0 1 

\ > 


1 0 2 

> y 


(4) 1 3 0, 

0—2 0 
V. J 

3. A 的 Jordan 标准形 ) 。 

4. 由于 rank ( A ) = 因此 A 有特征值0。由于 rank (A — 0/) = 1， 因此 A 的 

Jordan 标准形/中主对角元为0的 Jordan 块总数为1。 

情形1 A 没有非0特征值，则 A 的 Jordan 标准形 J 中 Jordan 块的主对角元均为 
0。由于 Nod )^ rank A 2 + rank A 0 — 2 rank A^n — 2 ，因此 


. /0 l x I 

J — diagJ f 、，（0)，（0)，…， （0) k . 

1\0 o ) • - v - -[ 

1 n —2 个 J 

情形 2 A 有非 0 特征值，由于 A 的属于特征值0的特征子空间 V 。的维数为 dim V 。= 
n - rank ( A ) = n ~ l ，因此特征值0的几何重数为 n — 1，从而特征值0的代数重数大于或等于 
/2—1。由于 A 有非0特征值，因此特征值0的代数重数为7^ — 1。从而 A 只有一个非0的特 
征值，且1的代数重数为1。于是 

J = diag { (Ai ) ， （0) ， （0) ，…， （0) }. 

' - V - ' 

n —1个 

5. 据第4题的结果，且由于 tr ( A ) = 1，因此 A 的 Jordan 标准形 

J = diag {( l ),(0),-,(0)}. 

6. 利用例19的结果。 

7. 提示: A 可对角化当且仅当对于 A 的任一特征值 A ,， 在 A 的 Jordan 标准形/中， 
主对角元为 I 的 Jordan 块总数等于其中的1级 Jordan 块的个数凡（1)。 

8. 利用例21的结论。 

9. (1) A 的特征多项式 / oo = a 3 - a 2 。 从而 a 3 = a 2 。 于是 a 1 q = a 2 。 因此 


A 10 = A 2 = 3 - 3 1 

3-31 
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(3) 类似于例 28 的解法可得 


A 


10 


— 2 • 3 1 。 十 46 -4 - 3 10 十 8 — 2 • 3 1 。+ 84 


3 


10 


12 

22 


2 - 3 


10. 类似于例 28 的解法可得 


翁 


3 


10 


10 


4 


3 

3 


10 


22 

40 


A 100 +3A 23 + A 


23 


20 


-184 189 

-189 194 


11. 类似于例 28 的解法可得 


A 


1000 


4 


3 

J ~2 


• ^1000 丄 _ ^1000 




5 


1000 


4 2 


4 


_ 


5 


1000 


4 2 




2 4 


5 


1000 


4 


r H)00 丄 丄 

• 5 + T 4 




5 


1000 


參 


5 


looo 


2 4 




r1UU0 I ^ 

b 十 T 


12. 由于 rank (九 （0 夕一 07)=72 —々，因此人 （ Of 的 Jordan 标准形 J 中主对角元为0 
的 Jordan 块总数为《 — ( n ~ k ) = k 0 
记 设7? 二 々 m + f 。由于 

B 計 1 = J n (0 ) bn ‘ k = JJ 0)^ ik ~ l) = 0, 

B m = JA 0 ) hn == 九 （0)" ， 


B m l - JAO)^ = J n (0) n , ~ k ^ 0, 

因此当 / 关 0 时， B 的幂零指数为 m + l; 当 i = Q 时， B 的幂零指数为 

情形 1 设 n = 此时据习题 9_ 7 第 9 题得， J 有 m 级 Jordan 块，且 m 级 Jordan 

块的个数为 

rankB 7 ^ 1 = rankj„(0) fe,,_ " = rank 人 （ 0)”—* = n — (n~ k) = k, 

于是 J = diag{J w (0) ，九 （ 0) ， … ， J„(0)} • 

、 ___ — - __ ) 

V 

々个 

情形 2 设 n = + ，其中 0<z' 〈 A ，此时 J 中 w +1 级 Jordan 块的个数为 

rankB (m+1)_1 = rankJ„(0) Am = rank 人 （ O)" -1 = w — (n — i) = i, 

J 中 m 级 Jordan 块的个数为 

rankiT 41 + rankB m — 1 - 2rankB m = rank 九 （ 0)^— A — 2rank/” （ 0 广 

=\_n — (km — 是 ）]— 2(n — km ) = k — i ， 

因此 J = diag{ J m+ i (0) ，…， Jdi (0) ，九 （ 0) ， … ，九（ 0) }. 

、 _ Y > 、 Y ， 

/个 (k — i 、 个 

13. 利用例 18 的结论。 

14. (1) 据第 1 题的第 （ 1) 小题知道， A 的 Jordan 标准形 J^diagUJOhKl )}。 由 
于主对角元为 0 的 2 级 Jordan 块 J 2 (0) 单独出现，因此据例 26 得， A 没有平方根。 

(2) 据第 1 题的第 （ 2) 小题知道， A 的 Jordan 标准形 — 因此 

A 有平方根。据第 2 题得 
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rl 

—1 

1] 


r -2 

2 

—1] 

p 

2 

—1 

2 

,P- J - 

_ 2 

1 

0 


1 

0 

2 

J 


1 

V 

—1 

1 

〆 


使得 F 据例22得， J 2 ( V ^ T ) 2 〜 J 2 ( — I )，/ 〆 #) 2 〜 J 】（3)。 设 S =( H 2 )$ 

得 SUv ^ T) 2 S = / 2 ( — 1)。类似于例25的求 S 的方法可 求出： 


S 


0 


S 


-1 


0 



显然 令0= 


S 0 
0 


PQ 


-i 


/ 2 ( — 1 ) 0 


0 


73 


。，则 

V3* + i 

~^ + v 

V3 - i 

QP 1 - 

2^3 

— 2 V3" ~h 2i 

2 y[Z 一 2i 


2^3 - i 

-2V3 + |-i 

2^3-i 


是 A 的一个平方根。 


习题 9.9 


1. \ XI~A | == (A —2) ( A 2 — 2 A 十2 )。 A 的有理标准形是 

f 2 1 

0 —2 . 

1 2 

2. 据例7得， C ( A )= R [ A ]， 且 dim C ( A ) = 3。 

3. | A /~ A |=( A -1)( A -3) A 0 于是据 8.3 节例8得， C ( A )= K [ A ]， dimC ( A ) = 3。 

4. /( A ) = IAJ—A I = A 3 — A 2 —4 A 十2。由于 ±1，±2 都不是 /( A ) 的根，因此 /( A ) 在 Q 

上不可约。于是 m ( A )=/( A )。 据定理1得， A 的有理标准形 G 为 

rO 0 —2、 

G = 1 0 4 . 

0 1 1 

据习题 9. 6第 12题和 8. 3节例8得， C ( A )= Q [ A]，dim C ( A ) = 3。 

5. I AI = (A — 1) ( A 2 — 4 A + 13)， 

A 2 — 4 A 十 13 在 R 上不可约， A 的有理标准形 G 为 

rl 1 

G = 0 -13 . 

1 4 

< J 

据例 7 得， C ( A )= R [ A]，dim C ( A ) = 3。 

6. G 的最小多项式 m ( A )= A 2 _4 A + 13 在 R 上不可约，据例 9 得 ， dim C ( G )= yX 4 2 
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= 8。易知下述8个4级矩阵都与 G 可 交换: 





G 7 1 

0 





0 

Gr 1 


易验证它们线性无关，因此它们是 C ( G ) 的一个基。 

7. A 的最小多项式 m ( A ) = ( A 2 — A +1)( A 2 —4 A +13)， 它们都在 R 上不可约 。 A 
的特征多项式 /( A ) = ( A 2 — A +1)( A 2 _4 A +13) 2 。 据例 11 得 ， dim C ( A )=2 X 1 2 十 


2X2 2 = 10 。 记 





据例 10 、 习题 9. 6 第 12 题和本节第 6 题得， C(A) 的一个基为 


(I 、 




0 ^ 

f 

0 ] 

0 0 

， 

0 0 

， 

I 0 

f 

G 2 1 0 

0 0 

、 - 


0 0 

、 > 


0 0 

、 》 


0 0 

^ J 



，0 

V 

^0 



0 I 


0 Gr 

9 

0 0 

* 

0 0 

0 0 

、 〆 


0 0 


I 0 

J 

G 2 1 0 

V 夕 


^0 ' 


rO ' 

0 0 


0 0 

0 I 

< — 


0 G^ 1 

、 J 


习题 9. 10 


2. 取 U 在 V 中的一个补空间 W ， 则 ㊉ W 。 任取 aGV ， 设 a = 

令 /(a) =7〆^) ，易验证/是 V 上的一个线性函数。 

3 . 任取 V 中一个向量 a = :ciai+:c 2 a 2 + … 十据 （ 13 ) 式得 


fi (a) — Xi , i = 1,2 , ••• ,rz. 

4. 中任取一个矩阵 A =( x 1：; )。 由 （13) 式得 

fij (A) = Xy , i = 1,2 , •** j = 1,2, ,n. 

2 1 -2^ 

1 2 2 . 

2 —2 1 

J 

3 

6 . 对于 V 中任一向量 a = (a：] ,x 2 = y^XjSj. 

i = 1 

gi (a) =— Jo 3 * gz (a) — — x 2 — x 3 ， (a) — ^~ 工 1 + + 工 3_ 


5. (gl ， g2 ，总 3)==(/l ， ,2 ， ,3)j 
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7. 任取/€(7 1 ©\^)*，令/ 1 =/|%，/ 2 =/|\^，则/,6\7，/ = 1，2。且对于 

/(ai + «2 ) — /(ai ) + fiaz ) — f\ (ai ) fz ia z ). 

令 a : — - V ； + v 2 # 

f '^ ^(/!，/ 2 )， 

其中 / i ^/ IV ： ，/ 2 -/| V 2 o 类似于例 13 的证法，可证 a 是一个同构映射，从而 （^㊉ 

v 2 ) ^ “ 

8. 任取 / ev ，有 a * (/)=/ a ， 去证 u * y -( f )= A ^ (/)。 

9. (2) 若 A 是满射，则 ImA = L /。 显然⑼。于是由第⑴小题得 ， Ker 二 {0} 。 
从而是单射。 

10. 据例22得 ， （Ker A )' = ImA ' 由于 V 是有限维的，且 Ker A 是 V 的一个子空间， 

因此据例16得 .（（ KerAl/sKer A (在把 V 与 V "等同的意义下）。从而由 （Ker A )' = 
Im A * 得 ， Ker A * /。 

11. 据第 9 题的第 （1) 小题得 ， Ker A * =(Im A )'。 由于 Im A 是 L 7 的一个子空间，且 

L / 是有限维的，因此据例16得 ， （（Im A ( 在把 L 7 与 L / h 等同的意义下）。从而 

由 Ker = (Im A )’ 得 ， （Ker A * )’ = Im A 。 


补充题九 


1- (2) dirrKAW ^ = dim W — dim(Ker A ) = n — rank JB — dim(Ker A ) 。去证 

«€ KerA « ^)«=0. 


2. 证明 对矩阵的级数 n 作数学归纳法。 

w = l 时， A =( a )， 已知 tr ( A ) = 0, 于是 a = 0。 从而 A =(0)。 命题显然成立。 

假设对于 m —1 级矩阵命题为真，来看 n 级矩阵 A 的情形。设 tr ( A ) = 0。 如果能证 
明 A 相似于下述形式的分块矩阵 



( 1 ) 


那么 tr ( A ) = tr ( B )， 从而 tr ( B )= 0 o 由归纳假设，存在域 F 上的 n — 1级可逆矩阵0,使 
得是主对角元都为0的矩阵。于是 



( 2 ) 


(2) 式右端的矩阵是主对角元全为0的矩阵，从而 A 相似于主对角元全为0的矩阵。下 


面来证明 A —定能相似于形如 （1) 式的分块矩阵。设 A 的最小多项式 m ( A ) 在 F [ A ] 中的 


标准分解式为 

m { X ) = p \ ( A ) p 》（ A ) … p[ s ( A ). 


(3) 


情形 1 设 九 （ A )，/> 2 ( A )， …， A ( A ) 中至少有一个的次数大于1。不妨设 deg ^( A )- 
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〜>1，则 A 的有理标准形 C 中有一个 An 级有理块 U >1)。 从而 C 可以写成下述形式 
的分块 矩阵： 


0 a 

〆 B 

于是 A 相似于形如 （1) 式的分块矩阵。 

情形2设…， a ( a ) 的次数都等于1，则 

m(A) — (A 一 Ai ) /] (A 一 A 2 V 2 … Q — Aj )^ . 
此时 A 有 Jordan 标准形 J 。 




(4) 


2. lh -= l 。 即 m ( A ) = ( A — A ! Vi 。于是 A 的特征值为 Ajn 重）。从而 A 的 Jordan 标 
准形 J 的主对角元全为 ； U 。 于是 0 = tr ( A ) = t r ( J )= nA 1 。 因此 ； U =0。 从而得出 A 相似 
于主对角元全为0的矩阵/。当然有 A 相似于形如 （1) 式的分块矩阵 J 。 

2.2) s > l ， 且存在 t > l ， 不妨设 “> U 于是 A 的 Jordan 标准形 J 有一个6级 
Jordan 块 ' a ) 。从而_/可以写成 

rAi 1 1 

H 

/ = 0 Ai . 

0 R 

对 J 作下述初等行变换和初等列 变换： 


于是 



②+①•久1 

-^ 


rAi 1 1 


「01 1 




A ? 2 Ai 

- — 

— A ? 2 Ai 


① + ②(一 Ai ) 


0 R 

l J 


0 R 


fl 0 1 


1 1 


r 1 0 〕 


「01 1 

0 


H 


0 


? H , 

Ai 1 


0 Ai 


— Ai 1 


— Ai 2 Ai 

0 I n -2 

v > 


0 R 

、 j 


0 /『2 

、 J 


0 R 

V ^ 


从而 A 相似于形如 （1) 式的分块矩阵。 

2. 3) $>1，且 = 即 

m(A) — (A 一 Ai ) (A 一 A2)“.（A — 入 s )• 
此时 A 可对角化，从而 A 相似于下述形式的对角矩阵 D : 


0 

D = 0 A 2 

0 

MD 作初等行变换和初等列 变换： 


0 

D } 




Ai 

0 



^Ai 


0 


A? 

A 2 

0 


A? 

~ Ai A 2 

A 2 

0 


① + @( — Ai ) 



0 

D ： 

J 



0 


D ： 


①+② 



Al 一又 2 



0 


a 2 

Ai 一 A2 


Ai (Ai 一 又 2 ) 又 2 


0 


0 


D , 
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②+① 




a 2 


0 


A2 


Ai — A 


0 


Ai(Ai - A 2 ) Ai +A 


0 


2 


D , 


于是 


Ai 一 A 


0 


0 


0 


rt - 2 


0 


Ai 


0 


0 


2 


Ai 0 
0 A2 


0 


0 Dy 


0 


一又 1 


0 


0 


n~2 


Ai — A 2 0 


0 


0 


n ^2 


0 


A2 


Ai — A2 0 


Ai ( Ai 一 入2 ) 又1 + 入2 


0 


D , 


从而 A 相似于形如 （1) 式的分块矩阵。 

综上所述 ， A —定能相似于形如 （1) 式的分块矩阵。从而 A 能相似于主对角元全为0 
的矩阵。 


据数学归纳法原理，对一切正整数„命题成立。 

3. 证明 对于补充题九中用 （7) 式定义的 e A ，可以证明 


■ 


e 


A 


I + A + —A + 3 TA + 


» ♦參 


s 

m = 0 


A 


m 


m 


I ， 


(5) 


其中 A 是任一复矩阵。与本套教材上册补充题五第 20 题的证法一样可得，若 n 级复矩 
阵 A 与 B 可交换，则 e A e B = e A + B 。 从而有 e A e B = e B e A 。于是 

sin 2 A = - — 2 # e -a + e - 2iA ) 

4 


4 


(e 2lA - 2 / + e~ 2iA ). 


cos 2 A =+ ( ， + 2 I + e - 


由此得出， sin 2 A + cos 2 A = J 。 


■ 


4. 证明 从补充题九中的 （12) 式和本解答中的 （5) 式立即得到，对于任一复矩阵 


A ， 有 


sin A 




A - 3T A3 + 5T A5 


■ # • 


b - 

E 


(- 1 ) 


m 


m 


i ( 2 m+l)! 


A 


2ffi+1 


( 6 ) 


又对于复数 h 有 


e " 






每 _ 攀 






m 


(7) 


m=0 


m 


sin z — 2 : 一 —-z 3 + —z 5 — 

o! o! 




771 = 0 


— 1 ) 


m 


(2m + D! 


严 1 ， 


(8) 


于是 
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e 


zl 




•畢 《 


2\ 


3! 




(1 + 之 + ~2\^ 


z 


3 


• ft 


OI = e z I ； 


sin ( e ^)= sin ( eV ) = ( e z I ) - ^ j ( e z I ) 3 + ^-( e z I ) 5 + 

A I h ! 




= ( e ，- 


聲攀# 


)1 = (sin e z ) I . 


■ 


注：从 补充题九中的 （11) 式和本解答中的 （5) 式立即得到，对于任一复矩阵 A ， 有 


-|-oo 


cos a = 


m 


m 


一 1) 


o (2m) ! 


A 


2 m 


(9) 


5. 与本套教材上册补充题五第 24 题的证法一样。 

6. 解 由于人 u ) 是主对角元为 a 的上三角矩阵，因此 jru ) 是主对角元为 W 的上 


角矩阵。由于 


e 


J t U) 


S 

m=0 


JT ( a ) 


m 


因此 A ㈤ 是主对角元为 l+a + & a 2 +& a 3 + … = e a 的上三角矩阵。从而 A ㈤ 的特征值 
为 e fl ( Z 重）。 

7. 证明 设 A 的 Jordan 标准形为/，则存在 n 级可逆复矩阵 P ， 使得 A = P - VP ， 于 
是 J 的全部特征值是 Ai ， A 2 , …， A „ ，从而/的主对角 元是; U ， A 2 , …， A „。 由于 J 是由 
Jordan 块组成的分块对角矩阵，因此据第6题得， e ; 的全部特征值为 A ，沙，…，4。据 
第5题得 


e 


A 


-1 


e 


户什 = p^ e J P 



从而 e A 〜 e ; ，因此 e A 的全部特征值是 e — ，士 ，…， e A ”。 

8 .解 设 A 的全部特征值 SAi ， A 2 ，…， A „。 由于 n 级复矩阵 6 4的行列式等于 e A 的 
n 个特征值的乘积，因此据第7题得 


e 


A 


e 久 2 = 己心 + 义 2 如斗、 


e 


ir(A) 


第 10 章具有度量的线性空间 


习题 10.1 


1. /在基 cti ， a 2 ，《3，《4下的度量矩阵 B 为 


B 


7 

—14 

—16 

— 26 、 

-1 

— 6 

—18 

-26 

17 

23 

1 

4 

39 

58 

12 

34 



» 
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2. / 在 M „( F ) 的一个基 ， E 12 ，…，，£ 21 ， E 22 ，…， E 2 „ ，…， E nl ， E „ 2 ，…，匕下的度 
量矩阵 A 是一个 n 2 级置换矩阵。于是/非退化。 

3. 度量矩阵为 A ® 忍。 

4. 参看《高等代数学习指导书（下册）》 10. 1节例6的证明。 

5. (1) 用例11的结论。 

(2) 对 L / i 和 Wi 用第 （1) 小题的结论，并且用例8的第 （2) 小题的结论。 

6. 若/=0,则结论显然成立。下面设/#0,去证 Ke r ( g ) = r a 4(\0， K er (/0 = 
ra d K GO ;然后用 9. 10节例9的结论。 

9. 在 V 中存在一■个基 ari ， o ；2 ，…，，使得 Qi 在此基下的表达式为 

X? + + x\ — SC 2 f^i —… 一 X Z p^ q . 

在 V 中存在一■个基 /?1 ，/?2 ，…， pn ，使得 Q2 在此基下的表达式为 

+ 3^2 + *** yl~ yl+i — *** — yi^v > 

其中 ，“< f 。令〈〜具= 〈心 ，成十”…， a >, 去证 

从而存在，且 y ^0。 去证 

(Qi + Q 2 )( y ) = Qi ( r )+ Q 2 ( yX 0. 

10. 由于 rank ( A )=4， rank ( B )=2, 因此据例10得， A 与 B 不合同。 

11. 由于 tr ( A ) = l ， t r ( B )=0, 因此据例16得， A 不能正交相似于主对角元全为0的 
矩阵，而 B 能正交相似于主对角元全为0的矩阵。 

12. 没有特征值，从而不能对角化。据例20得， A 与 B 不能一齐合同对 
角化。 

13. 设 A 与 B 都是秩为1的2级实对称矩阵。 


rank 


✓ 

a x 

a 2 ^ 



汉2 

a 3 

j 

j 



< > a ： a 3 ~ a \ ^。，且〜，〜，〜不全为0 

2 

< > 当 a } 9^0 时， a 3 ；当 ai =0时， 
情形1 


0 0 



a 2 ^ 



b, 

b 2 、 

A — 

\ 

a\ 

^2 _ 
ai 

、 j 

，B - 


b 2 

V 

b\ 

by 

> 


A + B 


a x + b x a 2 + b 2 


a 2 + b 2 




(^1 ^2 


a 2 b x ) 2 * 


当时’6 2 令。从而 


B 


^2 j 1 

b\ 

CLx ! 

„ b\ 

f a x 

O-z ' 

a\ 


1 

CL\ 

a 2u 

^1 

a \ 

dl 

a! 

> 

a x 
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于是 A 与 B 可一齐合同对角化。 
当…匕尹 a 2 6 i 时 ， A + B 可逆，且 


(A + B) 


a \ b x 

{ uib z — a 2 bi ) 2 


以 -( 一) 

_ ( a 2 + 6 2 ) a } + bi 


2 




1 (— a z bi — a 2 b 2 

a i ^2 _ aibi ci \ b 2 


于是 


A/-CA + B) ] B 


A(A — 1 ) ， 


从而 （A + Br 1 ^ 的最小多项式在 R [ A ] 中能分解成不同的一次因式的乘积。因此 
+ 可对角化。据例31得， A 与 B 可一齐合同对角化。 


情形2 a l 9^0,b 1 


此时 


a x a 2 


a 2 


其中 b^0 o 


CLi 


a 2 


A + B 


以 2 • r 

a z —— 4 - b 

cii 


a\b ^ 0 ， 


(A + B) —」y A 

a\b 


+ b — a 2 




a 2 


I Xl — (A + B)^ 1 B I = A 2 — A — A(A — 1 )， 

从而 ( a + b )- 1 ^ 的最小多项式在 R [ A ] 中能分解成不同的一次因式的乘积，因此 
(A + B ) — 可对角化。于是 A 与 B 可一齐合同对角化。 

情形3 由情形2得 ， （A + B 广 1 A 可对角化，从而 A 与 B 可一齐合同 

对角化。 


情形4 q =0,6 i 


此时 


\0 a) \0 bj 

其中# 0 , ㈣ 。 从而 b =* a 。 于是 A 与 B 可一齐合同对角化。 


习题 10.2 

1. (1) 度量矩阵就是 A 。 
(2) 任取叉=(々 





■ 
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2. 去计算|« +训 2 ,然后去证对任意实数，有|« +印|>|«|当且仅当(心妒=0。 

7 2 

3. ( — 了，了)’。 4, <a,p> = arccos 

6. A 是平面上绕原点 O 转 角为一 f 的旋转。 

8. (1) 是。 (2) a 与 (3 正交的充分必要条 件是一 : c 2 十 ： y 2 十3：0^ = 0。 

9 . R 1 上任一双线性函数/ 在基心 下的表达式为显然/是对称的。 

/是正定的当且仅当/在基心下的度量矩阵 U ) 是正定矩阵，即 a > 0 。 因此 R 1 上的所有 
内积为 ~axy , a >0 0 

10 . R [ x ] 3 的 一 个正交基是 1，*r — 士 ，* r 2 — j : 十 j 。 

11 . R [ x ] 4 的一个正交基是 1 ， J ： ， : c 2 _ +， jc 3 — 吾 x ; —个标准正交基是夸 ， f jc ， 



3 V^IO 


4 


X 


yio 5 ^/14 3 — 3 VTT 

A % A A • 


4 


4 


4 


x 


12. 去证基 p ，取，％到基怂，典，体的过渡矩阵是正交矩阵。 

13* (1) ( ai ， a：i ) = 6， （ Qfi ， tt 2 ) = ( flf 2， c?i ) = — 2， (ai » a 3 ) ~ (03 »ai ) = 1 ， （ ar 2 ， c ?2 ) = 3 ， 

(«2 ) = C 0 T 3 *02 ) = _ 2 9 («3 ) ~ 3* 

(2) 的一个正交基为 


ai 


V , 的一个标准正交基为 


a/6 


ai 




21 


ai 


14. B 的列向量组为 



a /6 


0, 


V 6 


0 


/ 


ai + «2 


14 


ai 


+ —a 2 + a 3 - 


^2 T 


7 


Ct 2 


V 322 
322 


ai 


5 V 322 
161 


a 2 


7322 
~23 


«3 


11 >/186 
~~186 


VIS 6 7186 2 V 1 S 6 


62 


93 


93 


15. 


[V(ai ) ] 2 = ( I ai I I a2 I sin<ai ，的 〉 ） 2 • 

[ V ( a ! , a 2 )] 2 是平面上以 m ，《 2 为邻边的平行四边形面积的平方。 

\^ V ( ai ， a ：2， cf 3)] 2 = (Ofi X az • a 3 ) 2 ■ 

[ VXai ， a ：2，0 f 3 )] 2 是以 ai ， a 2， a ；3 为邻边的平行六面体的定向体积的平方。 
16. 利用 10. 1 节例 4 后面的点评。 


18. 利用例11的结果 


7186 

31 


/ 


o 


习题 1 (K 3 


1. dim < a) x = w — 1. 

2. (1) 设 A 的行向量组为 u 2 ，".， y s 。 W L = { y ' ， r 2 / , —，75 >. 

(2) 取 W 的一个基 f / i ，巧 2 ，…，其中 r = rank ( A ) 0 令 B = (小 ， ij 2r ) ， 
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Wi 是齐次线性方程组 B 7 X -0 的解空间。 
3. 利用第2题的第 （1) 小题的结论。 


4. «1 


23 

西29’ 


48 26 


/ 


29 


5. 用习题 10. 2 第 17 题和本节例 12 的结果。 


6. W 1 


a 0 +ai x + a 2 x 2 +a 3 x 3 a 0 + 专 




3 4 


0 ? a , G R 


2 



+是 wi 的一个基。 

7. W 丄 = {A = ( a (> ) GM „ ( R ) I a ；, = 1,2 , ••• , n } ； { E (> | ，_/<”} 是灰丄的 

一个标准正交基。 

8. 利用习题 8. 2 第 16 题的结论。 


9. f \ ( x ) 




^ + -sinx + |-sin 3^. 
L Tc on 


10. 类似于例 17 的解法。 


习题 10.4 

1. 用本套教材上册 5. 5节的例8的结论。 

2. 用本套教材上册 5. 5节的例8的结论。 

3. 参看《高等代数学习指导书（下册）》习题 10. 4第3题的解答。 

4 * (⑴ _3« 山 3 )，^ = ^+^+^3 ,，士 

A 在标准正交基 7l ， 72 ， V3 下的矩阵为 

「1 0 0〕 

n 5 VTT 

0 y —丁. 

M 

0巡 A 

6 6 

5 •令 fi =ai ~Aai 0 

<^> 丄 = <3cn + (v^lO-l)a 2 >. 

设艮是关于直线 <6)1 的轴反射 ，故 是关于直线 〈An >的轴反射。据例8得，，其 
中直线 ，直线 〈 A ^> 的方程分别为 

\/10 — 1 Q 

y = - 2 - x ， y = 3工. 

6 . 先作关于平面〈々1> ±= 〈72,73〉的镜面反射故，令 f 1 — T 2 — A ”! = \ r ! z — V 3 ;在 
平面< 72 ，>中作关于％ 的镜面反射;接着作关于 < A 72 >的镜面反射5 3 ，则据例 8 得 

A I 〈供，々 3 〉= B3B2 • 
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把瓦，艮分别扩充成 V 上的线性变换 ， B 3 ，使得 

^2 71 = 7 1 ，島 1 〈 T 2 ，％〉 = 忍 2 ; B 3 = 巾， B 3 1 itjz jTjz) = J?3 * 

据例 10 得，艮是关于平面〈岣=<%，&>的镜面反射，其中色是< 71 ， 72 > 中与6 
正交的向量，即 $ 2 6<7 i ^ i > ± ；«3 是关于平面〈％ ，丄 ? 2 >的镜面反射，具有 

A — Bj l B 2 l B x — B 3 B 2 B } . 

可求出 = 2 ai + a 2 + a 3 ^ Aw 2 = — +5 a 2 +2 cr 3 ) 。 

3 ^/22 

7. 设 B 在基 ai ， a2 下的矩阵为 B， 则 A1A 在基 ai ， a2 下的矩阵为 A—BA。 由于 
jB|=— 1，于是 lA ^ BAI ^— l 。 由此可证的属于1的特征子空间的维数为1。 
据例5得，是一个轴反射。设属于1和 一 1的一个特征向量分别为 f ，&， 
则 A — BA 在基下的矩阵为 diag{l,-l} 0 由此看出， A^BA 是关于〈6 > 的轴反射。 
下面来求6。先求出 


I— 3 4 1 

• — t y 

B = ， 

A A 

"5" y 

、 j 

然后可求出 A l BA 的属于特征值 1 的一个特征向 量右为 

— 7ai — 0.1 . 

8. 用 P 表示7在〈 71 >上的正交投影，则 B = J—2P。 在〈％〉" 1 中取一个标准正 交基： 

72， …，％ ，贝!1 V 1 ，尔，…， V ” 是V的一个标准正交基。由于 P 在基&，％，…，％下的矩阵 
P = diag{l ，()，••• ，0}= eiei ' ，因此 B 在基 p， 72 ，…， 7 „ 下的矩阵 B = I —2 ei 〆。 设 A 在基 

7! ，平 ，…，， 下的矩阵为 A ，则 A BA 在此标准正交基下的矩阵为 

A~ l BA - A / (/-2 eiC 1 / )A - I -2{ A ， e l ) dAe !)\ 

由于是 R ” 中的单位向量，因此据例13得， A ' 1 BA 是一个镜面反射。令 
乃=(%，72,…，％ ) A ^ ，即厂二焱-、，则从例13的充分性的证明中看到，是关于 
超平面04^ 71 A 的镜面反射。 

9. 设 B 是V上关于超平面 < 7l >i 的镜面反射，用 P 表示^/在< 71 >上的正交投影，于 
是 P 是对称变换。由于 B = J_2i>， 因此 B 也是对称变换。 

10. 用定理1的结论。 

11. 由于 A 是第一类正交变换，因此 |A| =1。 从而; U ， …， 中_1 的个数为偶数 
21 。于是 


/(A) = (A — D^CA+D^XI^ 2 - 2Acos ^ +1), 


A n / (A— 1 ) = ( 1 —;I 广 2/ ( 1 + A) 2Z XX ( 1 — 2Acos 为 + A 2 ). 

；=1 

由此可证 /( A ) = (— A )"/( A — 

12. 设 A 。 是斜对称变换 A 的一个特征值。 f 是 A 的属于 A 。 的一个单位特征向量，则 

Ao = ( Ao 冬，冬） = (^4^，冬）=—(芒， = —(芒， Ao 令） = 一 Ao * 
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由此得岀， A 。 = 0。 

14. 利用第13题的结论。 

17. 证明方法类似于例27的证法。 

18. 提示: V 中存在一个标准正交基…，平，使得 A 在此基下的矩阵 A =( ° 

\ _ a 0 

习题 10.5 


h 


I a I ， I jSl ， （ a = arccos 


V 3 

T * 


2 - Tj\ = 




3_ 负 =(1，一1，1)’， 译 = 


l + 2 iy 

"3^ ； 


4 H = (f，—f# ： T’ (f ， f ， f)'，*13 = (^-0^. 

6. W 丄 = I z •关 ; ，1<~<”>;价丄的一个标准正交基是{£,丨/^/，1<0， ； <«}。 

9. 由于 A * = A '= AM ， 因此把 A 看成复矩阵时，它是酉矩阵。 A 的全部特征值是 
cos 0士 isin 0，即 e ^ e — 从而 A 的酉相似标准形为 diag { e w ， e _w } 。 

10. 2级 Hermite 矩阵形如 



b + cu 

d 


15. 利用第14题的结论和勾股定理。 


a ， b ， c，d G IL 


16. A 在 C 2 的一个标准正交基屮 



/ 


”2 = ( 


V 2 V 2 


/下的 矩阵为 


rr 二). 

18. 利用例20的结论。 

19. 由于 A 是 V 上的正规变换，因此 V 中存在一个标准正交基&，％，…，％，使得 A 
在此基下的矩阵 A 为对角 矩阵: ^、，…，义上山其中；^^，…^是 A 的 
所有不同的特征值， A 是 A 的属于 A , 的特征子空间 V ,的维数， z ’= l ，2 r “， s 。 据定理8 

得，在标准正交基 n ，…， ♦ 下的矩阵为 A * = diag{Ai I ni ， A2 Jn 2 ，… } 。 

考虑…十〜-；^— 1 6 C [: c ]， 以及 s 元线性方程组 

a 。 + aiAi + ••• + a 广 iA 「 = A , ， i = 1，2 ， •••， s . 

由于这个方程组的系数行列式是由 ApA 2 ，…， A , 确定的范德蒙行列式，它不等于0,因此 
这个方程组有唯一解。从而得到唯一的一个次数小于 s 的多项式 g ( i )6 C [: r ]， 使得 

宮(入, ) = A,，z = 1，2， …， s 。 于是 

A* = diag{Ai 1„ ( ， H 2 ， … ,Aj nj } = diag{^(Ai )/ ni *^(A 2 )^ 2 * fg(X § )I„ s } 
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= a。J + q A + …+ ari A 广 1 = g(A). 

21. 对维数 《 作数学归纳法。注意因此有公共特征向量。 

22. 用第 21 题的结论。 

24 、 25 、 26 、 27 题解答参看《高等代数学习指导书（下册）》 10. 5 节的例 84 、例 85 、例 
87 、例 88 。 

习题 10.6 

1. T 是 （ R 2 ， /) 上的正交变换 <=> TAT = A, 

^ii ~~ 1 \\ = 

<■ - > < t\l ^12 = ^21 ^22 ? 

4-4 = -i. 

假如《 22 = 0, 则 = — 1 ，从而〖 11=0 。由此得出，一 4=1 ，矛盾。因此于是 〖21 = 

尤 11 ^12 it -nr 

~ ： o 从而 

Iti 

-I — ^2 — ^11 ^12 — *2 ^22 — ^12 — ^11 

丄 — r U _ ~2 ~ — r il ~2 _ ~T ^ 

^22 ^22 ^22 

因此 〖22 = 士纟 11 。 从而 ^12 = 士 Gl 。 显然 A ， 且有 A = A — 1 。 于是 （21 = 士 \/ t\ x — 1 。 
记 / = ^ ，则 了为题 目中所给出的 4 种形式的矩阵之一，逐一验证它们都满足 T'AT = A 。 

当： T 为前两种形式时， |T|=1, 因此 r 是第一类的。当 了为后 两种形式时， 
1T|=— 1 ，因此 T 是第二类的。 

2. 当 T 为第一类正交变换时， r 的全部特征值是 z± V^T 。 

当 T 为第二类正交变换时， T 的全部特征值是 ±1 。 

3 . 设 cf = (l ， l)' ， 则 fia »flf) = I 2 一 1 2= 0, 因此 ct 是一个迷向向量，从而 （ R 2 ，/ ^是迷 
向的。又它是正则的，因此据例 6 得， （ R 2 ， /) 是一个双曲平面。按照例 6 的方法，取 

P=(l ， 0 )’，则 /(P ， P) = 1 ， /(a ， P) == 1 ，令 S=p—-~a= ( 备，一去)’，易知 a ， 5 是 R 2 的一个 


基，且 

/(a’ 占 ）= y — (― +) = 1 , Y ) = 0 ’ 

因此/在基<1 = (1，1) / ，5=(+，一 + )'下的度量矩阵4为 G U 。 

4. a=(xi ，* r 2 )' 是 ( R 2 ，/)的迷向向量 < > ，工1 〆 或 (:^，一& )' ，: c ! 6 R 。 

5. 由于 r 是 （ R 4 ，/) 到 （ R 4 ， g ) 的一个同构映射，因此 r — 1 是 （ R 4 ， g ) 到 （ R 4 ，/) 的一个同 
构映射。由于 T 是 （ R 4 ，/) 上的一个正交变换，因此 r 是 （ R 4 ，/) 到自身的一个同构映射， 
从而 rTr 1 是 （ R 4 ， g ) 到自身的一个同构映射。于是 rTr - 1 是 （ R 4 , g ) 上的一个正交变换。 

6. 本节第一部分指出的闵柯夫斯基空间 （ R 4 ，/) 上的洛伦兹变换 tr 在基&，&，&，& 
下的矩阵 H 为本节“内容精华”中 （3) 式右端的4级矩阵。令 
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« 


I 


r: (R 4 ,/) — -(R 4 ， g) 

(“ X 2 , J：4 ) 7 |- 一 （ ct ， JC 2 , 工 ” 工 4 )' , 

则 r 是 （ R 4 ，/) 到 （ R 4 ， g ) 的一个线性映射，且 r ( ei ) ， r ( e ,) = e , “ = 2,3,4。 从而 
r 一 1 (£i ) = — £ 1 ， r _1 (£, ) = £ ，，纟= 2,3,4。于是据本节的公式 （3) ，得 rcrr — 1 在基 A ， e 2 ，&，& 

c 

下的矩 阵了为 





0 


丁 


V 

c 





V 


c 


0 0 


0 0 10 
0 0 0 1 


据例 5 得， nrr "" 1 是 ( R 4 ， g ) 上的一个正交变换。由于 I 刊=1 ，因此是第一类的正交 
变换。从而 raf 1 是 （ R 4 ，#)上的一个广义洛伦兹变换。 


7. /在基&，私下的度量矩阵 A =(— $ U。 于是 

B 是 (R 2 ，/) 上的辛变换 <=> B f AB = A b u b 22 - b u b 2} =l <=> |B|=1. 

8. 不一定。例如，设 R 2 上的线性变换 B 在基 Cl ， C 2 下的矩阵 B 为 

/cos 0 — sin 0\ 

B = • )， 

\ sin 6 cos 6) 

其中 O<0<2 tt ， 且由于 IB I =1，因此 B 是 （R 2 ，/) 上的一个辛变换，但是 B 没有特 
征值。 

9. 把 B 分块写成例9中的 （48) 式，计算得 



^0 

0 

0 、 


r0 

0 

0] 

BnB 2 l 

0 

0 

—1 

, ^21 11 

0 

0 

0 


0 

0 

0 

> 


0 

-1 

0 

J 


于是据例9得， B 不是辛矩阵。 


习题 10.7 

3. a 把正方形的边 AB 变成边 BC， 于是 na 把边变成 AD ， r 3 也把边变成边 

AD 。类似地， rw 和 r 3 都把边变成边 DC ，把边 CD 变成边 CB ，把边 DA 变成边 BA ， 
因此 同理可证， ncr 2 =r 2 ，riff 3 = r 4 。 

4. 正六边形有6条对称轴：3条对角线所在的直线，3组对边中点的连线，把它们分 
别记作 A J 2 ，Z 3 ，Z 4 ,4;。 用 r t 表示平面关于直线 L 的轴反射，纟=1，2,3,4,5,6;用 a 表 
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示平面绕正六边形的中心 O 转角为60°的旋转，则正六边形的对称群 G 含有/，〃，¥,¥， 

类似于正方形的对称群的讨论，可以证明正六边形的对称群 G 


(J fO > Tz t Tz f Ta » Ts f Te 


恰好含有上述 12 个元素。即 


G — {19(y 9 <j 


2 


9<J ?cr ,& »ri jT 2 »r3 »r4 »rs »r6 


}. 


5 .设 H^i e 是指标集）都是 g 的子群。由于 g 的单位元 e e H t u e j )， 因此 


n H, 非空集。任取《，6€门仏，则 H,a e /)， 从而 dr 1 g H t ae j ) 。因此 1 e 

« e / > e / 

n h ,。 于是 n 是 g 的子群。 

ie / t 6 I 

6. 任取由性质 （2) 得，存在，使得以=以；仍由性质 （2) 得，存在 c6G， 使 
得& = e R 。 于是由性质 （1) 和结合律得 


(da )b = b{ab) = be R = b. 

上式两边右乘 c ， 得 (6 a )6 c = 6 c ， 即（化)以=4。于是由性质 （1) 得， = 从而 

e R a = (ab)a = a(ba) = ae R — a , 

因此 4 是 G 的单位元，记作 e 。 上面已证， = = e ，因此 a 有逆元6。从而 G 是一 

个群。 

7.在 G 中取一个元素(2,由于方程 a:r = a 在 G 中有解，因此存在 e 6 G 使得 ae= a 。 
任取 6 GG 。 由于方程: ya = 6 有解，因此存在 ceG 使得于是 

be = (ca)e = c(ae) = ca = b ， 

这表明 e 是 G 的右单位元。由于心= 6在。中有解，因此存在 dGG 使得 M = e 。 从而 G 
中每个元素都有右逆。据第6题的结论得， G 是一个群。 

9.正四面体 AiAzAsA ，用^表示绕经过顶点八,与对面中心的直线 L 转角为120°的 
旋转，显然 tr ,， af 都使正面体变成与它自身重合的图形，因此^属于正四面 
体 AMzAsAi 的旋转对称群 G，f = l ，2,3,4。 用乃表示绕对棱中点连线转角为180°的旋 
转，容易证明 y , eG ，_;_ = l ，2,3。 于是 

G ^ ,a Z i I i = 1 ， 2 ， 3，4= 1,2,3}. 

不妨设 A , A 2 A 3 A 4 成右手螺旋方向，则 G 中任一元素 y 使 A : A 2 A 3 A 4 或者仍成右手 
螺旋方向，或者成左手螺旋方向，由此去证 y 或者为某个 a , 或 d ，或者为某个 y , ，从而 G 
恰好由上述12个元素组成。 


10. (1) ,X n )=g(x (or) -l a) ， … ，工〜厂 ! ⑺） =g(X r -t ( 广⑴）， … ， X r - 1 (，⑷） 

=(^)(^- 1 (1) ，… , x ff - i (w) ) = la ( fg )^\( x l ，•••，：!：„)_ 

因此 arg = a ( fg ). 

(2) 显然恒等置换是偶置换，设 m 和心都是偶置换，则士/=/，而/=/。据_(1)小 

题的结论得，5^/ = 士（&/)=士/ = /。因此是偶置换。设 a 是偶置换， r 是奇置 
换，则 


Srf = dizf ) = ai — /) ^ — df =— /_ 

于是 v 是奇置换，由此推出， cT 1 必为偶置换（否则， cr 厂 1 为奇置换，矛盾）。综上所述得， 
S n 中全体偶置换组成 S „ 的一个子群。 
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肇 


(3) 用艮表示乂中全体奇置换组成的集合。显然 


令 




B n . 


a 卜 ■■ ， or ， 

则少是 A „ 到3„的一个映射。显然中是单射。任取 yeB ,,， 易证奇置换与奇置换的乘积 
是偶置换，于是 7 r _i ■是偶置换。由于中（>^) = (作)7~ = 作 2 = 7，因此中是满射。从而 
少是 A „ 到仏 的一个双射。于是由于疋 U 氏 = S „， 且民=必，因此 

A „ | + | | = | S „ | 。 由此得出， | A „ | = j | | = jn ! 。 


11. 对 n 元排列〜，〜，•••，〜作的一次对换 U ,， …），相当于5„中一个对换 r : 


v y 

由于 n 元自然序排到12… n 可以经过一系列对换变成 n 元排列〜化…^，因此 S „ 中的恒 
等置换 e 乘以一系列对换可以变成即其中 n 是对换，^=1，2,…4。对 
换的个数 k 与 n 元排列 a 1( 2 2 …有相同的奇偶性，因此 々由 本身唯一决定。 

12.设 a=T\ t 2 …， 其中 r , 是对换，1 ，2 ，…，々。由于 = — f ， 因此 
cr 是偶置换<=> df=f 


< > fi ( f 2 ( ■** ( u /) ) ) — / 

(~ l) k f = f 
^=> 々是偶数。 

13. 设且0■关 e ， 于是在 f 2={ l ，2, …， M 中至少有一个 G 使得设 
< y(ii ^ = 12 , a { i z )= H ，…。 由于 1^31 因此在有限步后所得的象必与前面的重复。设 G 

是第一个与前面出现的象有重复的元素，设 z V = ^， j +< r 。 我们断言_/ = 1。假如7>1，我 
们有 

= i r = i } = 

在上式两边用 f 1 作用，得 

^ 2 ( z'i ) = ^ _2 ( i ' i ) , 

即这与 C 的选择矛盾。因此 j = l 。 从而^ = 1^。于是得到一个轮换^ = 
ii\ h • —r ) 。 

在…，^}中重复上述步骤，便可得到^的轮换分解式 M = ACT 2 〜 义。从上述 
做法可知， A ， CX 2 ，…， A 两两不相交。 

唯一性。假如还有 (7= rir 2 …，其中 n ， r 2 ，…， r re 是两两不相交的轮换。任取在 a 
下变动的元素 a ， 则在 m ， a 2 ，…， a 中存在唯一的使得 a U ) 关 a 。 同理，在 n ， r 2 ，…， 
中存在唯一的 r ,， 使得 r , U ) 关 a 。 我们有 

a\ (a) = (j l (a) = r;(a )， t = 0 ， 1 ， 2 ,… 

由于 cr , = (a Oi ( a ) terf ( a ) ***) ^ t } = (a Tj ( a ) 7^(0)*“），因此口, = ：^。继续这样的讨 
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论，可得 s = m ，并且在适当排列 n , r 2 ,-, r m 的次序后，有 m = ni = 1，2，…， s 。 从而唯一 
性成立。 

14. 设 7—(^4 ，…4)。直接计算可得 

(il l r ) (ii zVi ) ••• ( z - ! 1*2 ) = Hi i 2 ). 

据第 12 题的结论得， r 是偶置换当且仅当 r 一 1 是偶数，即 r 是奇数。 

15. | A 3 j =¥ = 3。 据第14题的结论，2-轮换（即对换）是奇置轮，3-轮换是偶置换， 
因此八 3 = {(1)，（123)，（132)}，其中（1)表示恒等置换。 

| A 4 |=¥ = 12. 据第12题和第14题的结论，得 

A 4 = { (1) ，（123) ,(132),(124),(142),(134),(143), 

(234)，（243)， （12) (34)， （13) (24)， （14)(23)}. 

16. 正四面体氏压压氏的旋转对称群 G 为 

G = { I ， cr " of ，乃丨=1，2，3，4 ; j = 1,2,3}, 

其中^是绕顶点 B , 与对面中心连线转角为120°的旋转 ，i = l ，2,3,4; y , 是绕对棱中点连 
线转角为180°的旋转，7’ = 1，2,3。6中每个元素引起了正四面体的顶点集合0 = {氏 ， B 2 ， 
B 3 ， B 4 } 上的一个置换，其对应关系如下表所示。 


G 

s 4 

I 

(1) 

0\ 

(234) 

a\ 

(243) 

i 

02 

(143) 

al 

(134) 

02 

(142) 


(124) 

Oi 

(132) 

o\ 

(123) 

7i 

(23)(14) 

72 

(12)(34) 

7z 

(13)(24) 


由上表 看出： 0与 A 4 之间有一个双射对于任意幻，显然 g i g 2 ( B i )- 
A (心 （玖 ）），f = l ，2,3,4。 因此0保持乘法运算（也可具体列出 G 的乘法运算表和乂 4 的 
乘法运算表，与上表结合起来，从中看出^保持乘法运算）。因此0是 G 到八 4 的一个同 
构映射，从而 G 兰 A 4 。 
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补充题十 


6.解 dim gl ( n ^ F ) = dim M rt ( F )= n 2 . 

由于 M „ ( F ) = < ㊉ sZ ( w ， J 7 ) ，因此 dim sl ( n ^ F ) = n 2 ~ l 0 


dim o ( n , F ) 




n(n — 1) 



设 A 是 n 级斜 Hermite 矩阵，则 A 形如 


i^n a u + i^i 2 … a ln + \b ln ^ 

—( 以 12 —沾 12 ) 1^22 ••* a Zn + \b 2n 


— ( a u ~ ) — ia 2n — ^ b 2n ) … 

V J 

其中〜于是 MU ) 的一个基为 

iEu ， E 12 — E 2 i »i(Ei 2 4 - E 2 i ) ， … jE ln — E ni ， i(E ln + E ni ) ， … ， iE m ， 

因此 dim w ( n ) = w 2 。 

由于 A 是迹为 0 的斜 Hermite 矩阵当且仅当 


i^n + ia 2 2 + …+ ia w , = 0, 


由此得出，〜 ~ —“11 — U 22 — 
因此的一个基为 

i(E n -E m ),E 12 

i(E 22 — E m ) ,E 23 

, i ( E„_ lt/r 

从而 dim su ( n )^ n 2 — 1。 


_• 1,J1— 1 o 

— E 2 \ ， i(£Ti 2 十 £21 ) ， 
— E 32 9UE23 — E 32 ) ， 

1 ^rm ^ ,n 五 " n . 


， E\ n — E „\ » iiE\ n K n \) 9 

， -E*2n — E„2 ， i ( E-^n E„2 ) » 

^ i { E^- Un + E n ,„-i ) » 


7. 证明 w (? z ) 中任一元素是 n 级斜 Hermite 矩阵，它可以写成形式 iA ， 其中 A 是 
Hermite 矩阵。在补充题九的第3题中，我们定义了复矩阵的指数函数（参看补充题九的 


公式（7))。把任一《级复矩阵 Q 对应到 e Q 的映射 称为复矩阵指数映射 ，对于任意 iAe 
M ( n )， 据补充题九的第3题解答中 （5) 式得 


从而 


e 


iA 


I 

2 


m = 0 


( iA ) 


m 


m 



-)-00 


[( iA ) 


m 


m 


0 


m 


+ CXD 

s 


[( iA )*] 


m 


e 


(iA) 


m 


0 


m 


据补充题九第 3 题证明中第一段得到的公式，得 


( e 171 ) 


iA \ * 


e iA e ⑽ 






e 


LA+"iA 


e 


0 



因此 #6 U ( n )。 从而复矩阵的指数映射在 〆 n ) 上的限制是到 U (72) 的一个映射， 
下面来证它是满射。 

任给 BeUU )， 在酉空间 CT 中存在一个酉变换 B ， 使得 



參 


670 




习题答案与提示 


Biei »c 2 »•** »e n ) = (ei ， c 2 ，*•• ，£”瓜 

由于 B 是 C ” 的一个酉变换，因此 C ” 中存在一个标准正交基1 ， ij 2 ，…，小，使得 B 在基 
巧1，》?2，…， t | n 下的矩阵为 

D = diag{e Wl ,e^ 2 ，…， e 扎 } ，汰 G R , 1 ^ n. 

设 C ” 上的线性变换 H 在标准正交基，… ，屮 下的矩阵为 i ^ sdiag ⑽ ，爲 ，… ，艮}。 
由于 Hr = H ，因此 H 是 C ” 上的 Hermite 变换。从而 i / f 是斜 Hermite 变换。 iff 在标准 
正交基 1 | 1 ， 1 | 2 ，…， !/„下的矩阵是 = diag{ift ， 砍 ，… ，收 } 。 于是 

e iH i = V ] CiHi ) _ diagie ^ 1 , e w 2 ，… ， e < } = D . 

饥！ 

类似于复矩阵指数函数的定义，我们可以定义复线性空间上线性变换的指数函数，并且可 
以证 明：若 ii / 在 e 的标准正交基屮，甩，… ，小 下的矩阵为，则 e ltf 在此基下的矩阵为 
e % ，由于 e 1 % ，因此设 iff 在 C n 的标准正交基心，&，…， e „ 下的矩阵为 H 2 ，则 
，在基 A ，私，…，匕下的矩阵为 e '〜。 从而， 2 =丑。由于 iH 是斜 Hermite 变换，因此 
iH 2 是斜 Hermite 矩阵。这证明了酉矩阵 B 在复矩阵的指数映射下有原象 iH 2 。因此复 
矩阵指数映射在 M ( n ) 上的限制是 《( n ) 到 UU ) 的一个满射。 ■ 

点评： 第7题在证明满射时，关键是把酉矩阵 B 看成一个酉变换 B 在 CT 的标准正交 
基&，&，*••，&下的矩阵，利用酉变换可以对角化，以及利用线性变换的矩阵表示，找到了 
一个斜 Hermite 矩阵 iH 2 ，使得 e % = B 。 由此体会到灵活运用线性变换与矩阵的关系是 
很重要的。 
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